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��� ��� �!���	� {α, β1, . . . , βo, ξ, θ1, . . . , θt}� ��������� 
�� � ��� α ���� ��������� ���� �� ������� � ����� X = {βi}� �����	����� �����
#
�� � ����� I = {θj}� ��
 �� 	���	���	
��� ������ ξ� ���� ���������� ��� �����������
����� �� ����	� ��� ������������ ������� 0�����������  ��� � ���	����� �����%�
�� ������������ ���� ��	�
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�������� ������������ �� ������ ������ /�� �%�	�
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0� ���� ����� ����� �� ��������
 ���� ��
��� �����	���� 	�
� �� ��
�
	���
�� ��		��	���� �%������
 �� ���������� ��� �������� ��� ��� � ���� α ��
 β
�� ������ ���� ��� ��������� �� 
��
�� �� � �	���� �
��
��� ���� �� � ���� ��
��		��	����� (a, b)� ����� a �� α1� ��
 b �� β1�� > �������� �� �� ��
 �! ����
� ���� �� ��	� �������
�� ��	� t� >� ��	� 
���� ��	�� t′� ���� � ���� ��

 ����
������
 ����� ��		��	����� �� ��	� ��!� �� ��! (a′, b′)� >� ��	� 
���� ��	�
� ���� t′′� α ��

 �����	� b′ ��
 ��

 ���� �� �� � �������� �� ���
���� ��� �%����
�� ����� β1� �����	��� �� (a, b)� b′� ��� �� α1� ���������� ��� /� ��� ��

α1� ����� �� � ��� β �� �%������
 �� α1� �%��������� �� ��� �������
 ��
������ ��
β1� ������ �������� 3� �����
�� ��� α ���	� ����� �%����������� ��� α ��

 ��	#
���� ����� �%���������� ���� ������������� ��
 ��� α ���� 
����	���� �������
β1� ������� ��� ��������
 �� α1� �%���������� �� ���	�

α ���	� �%���������� �� β1� ������ ������� �� ��� ����� �� �

 ���� �� ���� ���
��

 ����������� ������! Hα ∈ Hα ����� Hα �� ��� ��� �� �

 ������
� �����������
��������� ���� 	�! �� �%������
 �� α1� ����
� !��Hα �� � �����
 �� �

 ������������
���� ���� �� ������� � ��� �� X ��
 ���� ���� �����	����� �����
�� � ��� ��
I� ?�� B = (b1, b2, . . . ) 
����� ���� ����� �� �

 �����	���� ���� β 	�! 	�&�
��
 A ��� ����� �� α1� �����	����� >���	�� ���� ��� ����� �� ��������� ��

�����	���� ��� ��� ��	�� ��� ����� �� �

 ��������� ��
 �����	���� ��� C = A×B�

���� ������ ��� ������ �� 9������� ��  ���� �� �%��������� �� ��	� �������
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������ ��9����	���� ��� ����

 α ������ ���

! ����� ��� ����������� ������! ��
����
� �� �� ���

 � ��
���
� �%��������� �� β1� ������ ������� ��������� ���
������������ �� ����� �������
�� ��9����	���� �@�� >� ��	� t′′ α ��	����� b′ ����
α1� �%���������� �� β1� �������� β ����� ��		����
 �� ��	� t �� ����� b �� ��	�
t′� ���� ���

comparet
′′
α (Et

α(Enact
t′
β (b)|signtα,β((a, b)), Ht

α), b
′)

����� signtα,β((a, b)) �� � ���
����� 	����� ���� ��� A���� ������ �! α ��
 β ��

�� ��� ��� �������� (a, b) ��� ������	�
 �� ��	� t� ��
 Enactt
′
β (b) �� � ���
�	

������
� ���� B ����������� α1� �%���������� ���� β1� �����	��� ������ �� ��	�
t′� Et

α(·) �� α1� �%���������� ��
 compare(·, ·) ��	���� 
�������� ��� ����
� ��
��� ��	��������

����� �� ��� �%��������� �� ��� �������	
� 
� β1� �����	���� 	�
� �� ��
�
	���
�� ��� ����������
 ��		��	����� ?�� V = (v1, v2, . . . , vV ) �� ��� ��
������ �����
���� α1� �%��������� �� ��� ���
������ �� � �������
�� ������ ���� β 	�! 	�&� ��
����������
 �� � �������
��! 
����������� ���� V � (f1, f2, . . . , fV )� 3� �%���� ���
��� V �� �� �	�

�� ���� ��� ��� B� ��
 �� 
���
���� � ����� �� �%��������� ���
��� ��
�� �� β1� ������� ����

 �� ������ ���� ��� ��� ������� ���	��
���� ����
��� �� �����
�� ��� �%����������

E
t
α(Value

t′′
β (b)|signtα,β((a, b)), Ht
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� 3�� ���	
��
��
 (
 ����*
 
��
 )�
� ��
�
� ��
 ��
��*
� 
� ��	
 )

� ��*��


�

�
�� 
���
*
�
� )� 
�
 ��*
 
�*
� t′+

� ��
 ��
����� �� ��
 *��
 
'�����
 
� �	��� �	
�)���
���� 
�
 ����������+



4 /+ 0
)
���* ��� �+ ��
���

����� Valuet
′′
(b) �� � ���
�	 ������
� ���� V ����������� α1� �%���������� �� ���

��
�� �� β1� �����	��� ������  ���� ���� �� �� ��
 (a, b) ��
  ���� Ht
α� >� ��	�

t′′ �� ���� ��	���� �� ��	���� �%���������� Et
α(Value

t′′
β (b)|signtα,β((a, b)), Ht

α)�
���� ������������ valα(b

′)� ����� val(·) ���������� α1� ����������� * ���� �� �� α1�
���
��! ����������

3� ��� ��� �� � �������� �� 
���� ;�����1� �
���� ταβ(b)� �� � ��	�����
�& �B�

����	��� �� ��� 
������������ Et
α(Value

t′′
β (b)|signtα,β((a, b)), Ht

α)� τ �� � ��		����#
�� �������� ���� 
����
� ��� �����#��
���
 ������� �� ��� (������
! ���! 
�� �) ���
Hα ���� � �������
��! 
����������� ���� 	�! �� ��	����
� ταβ(b) ��		������ ���

�� � ��� Hα� ��� ��� �� ��������� C �� �
�� 
�� �� 0� �� ��������

! ��������
� ��
����	��� ����� ��� ���� ��
���
��
 ��������� �� 
��
 ���� ���� ����
�	 �� �����

�� ��� ��������� �� ��� ����
� !� ��
 �  �� ��� ����	���� ���� ������
� �
�����
���� �� ����1� ��������������� �� ����
!�� >�����
��� ��
 �����

0� ���
 ���

 ���������� ��� ����������� ������! 	�! ��� ��
���
! ���
��� ������
������� �� ����� ���� ��� ������ �� ����� �� ��� �
�� C� 	���� ��� ����� �� 
����

�� �%���� ������
 ��
���������� �� 
���
�� �
��
! ���� ��	�� 5� ��� ����� ���

���! ��� �� 
�����!�
 9���&
! �! �� � ��� ����� ������� ���%�����

! ��

 ��
��
�%���������� ���� �� �
� ��� ��� �	�������� �� ���� ��
� �� �������
�� ���
�������
��! �� ������������! ����������

ταβ(b) �� ���
�����
 �� α1� ���
��! �� ���	 �� �%��������� �� ��� ��
�� �� β1�
������ �������� ���� �� ��
���
 �� ��� ��	��� 9������� ����
 �! ?��
��� ,���� ��
��� �������
��! ���� ��� ��� ��

 ���� ��	�����2-� >���	�� ���� �� ��� �
��!�
��������
! ���� �������
 �� 
� �� ��
 ���� ����� ���� ���� n ����� ������������
���� �� ��� �������� �� �� ��	�
��� � ������� �� ��� ������� �� ��

 ����	� ���� ���
�������
��! 
����������� �� � ���
�	 ������
� ����������� ��� ����� �������
��!
���� ��� ��� ��

 ���� ��	����� �� ��� 	�%�	�	 ������!� ������	 
�����������
�� [0, 1]� ��
 ���� :�!��1 ������	 ��

 
����� ��� ��������� ����	��� n+1

n+2 � ���
&�! ����	����� ���� ���� ��� �������� �� ,�� ��	�
��� � ������� �� ��� �������-�
����� 	�! �� 	��! ������� ��! ��� ��� 	�! ��� ���� ���� �� ��� �%������� ��
� 
�� � ��	�� �� � ��

����� ���A�����! ���� ������ ����� �

 �	������� �������
��� ��� �
����� �� ��� ����
�	�

?��
���1� ��D�� ���
!��� ����� ���	� ��� ����� �� � ���! ���
� 	������ ��
������ ������� ���� ��� ��
������ ����� ��� V = {��
,  ��
}� ��
 ���� α ��
�����
���� �� ��� �������� (a, b) ���� β� ?�� ��� ���
�	 ������
� B 
�����
��� ��
�� �� β1� ��%� ������� ���� ����	�� ���� �� &��� ������ ����� ���
�������� �� ����� β �%���� ���� ���� �������� ��� ���� ������
 �! β �� n �����
��������� ��
 ���� ��� ��
������ ��� , ��
- �� s �� ����� ���������� E��� ���
	�%�	�	 ������! ����� 
����������� ��� B� [0.5, 0.5]� :�!��1 ������	  ���� ��
� ��������� 
����������� [n−s+1

n+2 , s+1
n+2 ]� 0� �� ��	� t α �� �� ��� �������� ��
��

�����
������� ���� ��� �%�����
 �������
��! �� � , ��
- ��
������ �� ��	� t′′ ���

� �
 �� �����)�� *��
 ����
�
 
� ������
�, Value((a, b)) = Value(b) − Value(a)� �� β��
��
���� *�� )
 ��5�
��
� )� ��� 
'�
�
�
���� �� α�� 
���
*
�
 �� a 6 (
 �����
 
�
�	��� 
��� ����
����� ��*�����
���+

� ���������
 �� 
�
 �
��
 
��
 �
 �� 
��� 
� ��*��

 ��� ��
 ��*��� ������
��*��
�)�
+



 �)��
 ����
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��
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s+1
n+2 � ���� ���
� 	������ ��� 
���
� ��������
 ��
�� �
���� � �� ���
�
! �%���
� ��
 �����
 
������� ��
������ ������� ��
 �� ���������� ��
������ ������� ��� F���#
�����	������ 	�%�	�	 ������! 
����������� �� ��� �
	�	�� �
��� �����
�� ���
���
� ?��
����� ����� 	������ �� �� � ����� ��� ��	�
��� ���#������
 	�������

��� ���&������ �� ��� ���
� ?��
����� ����� 	������ ����� ���� ��� ��! ��
���

�� � ��
���
� 	������ �� ����� ��G�� ����� ����

����� �����	
�	� ��� ��� �� ��� 	�%�	�	 ������! �����' �� A������
 ����
����� �� ����
���
! �� ����� &���
�
 � �� ��
��� �� �� � ���1� ���������� 0�
��������
 ��������� �� �%���� ����� ������������� ���������� 	������� �� ���
�������� �� ����� � ���� �� �� ����
��
� �� �� ��H����
 �� ��� ������


��	� ����� �� �� �������������� �� ��	�� 0� ��� ���
� ����� 	������ �

 �����
������������ ���� ��� ��	� �� ��������� ��
 �� �� � ��� ���� ���
 �� ������	
��

 ��
 �� 
����������� 	�! ���� ��� ��	� ����� 	������ �� ��� ���� ���

�� ������	 ��

! ��
 �� ��� ������	�� ��

�

����	��� ����� �� �� 	�
�
 ��  �����
 ������ �� ��� ���

 �� �� �
� �����
������ 	�! �4��� �� � ���1� ���������� ���� ���
�
�� 	�
�

�� �����
��!�
��� �� � ��� 	� �� ������ �� �� 
����

���� ������� 
����� ����� �� � ��������( ����	���� �� ��� �%�����
 ��
�� �� ������
�����	����� ��
 ����
�
�
 ���� ����� �������� �� � ��
���
� 	������ �� ������
���� ������� �
�� 
�������
 ��� ���
�	����
 ��
� ���� ��� ��������� �� ��� ����
#
� ! �
�!� �� ��� ����� 	�
�
� /�

���� �������� 
������� ���� � 	������ ����
���� ��� ��
 �	�����
 ��	���������
 	����
� �� �����	�����#����
 � ���� �6�
�������
��
! ����� �����	����� ���
������� ��9�������� ��
 ����
����� ������ ���
���� �
��

! ����� ���	 �� ���� �������� ��� ���� ����� 	�������	 �� 
����
�
 ��
������� $ ��
 �����9���� �������� ���� 
����
 ��� ������������� �� ����� &���
#
�
 �� ��	� ��
 �����%��

� �
� ���� ��	
��
��

������� " ��
� ���� ����� ��������
 ��	������� �� � ��
���
� ����� 	�
�
� �����
����� ��	������� ��

 �� 
��
� ���� �� 
�� ������� 0� ���� ������� �� 
�������
��� ���� ����� ����	����� 	�������	� 0� �����9���� �������� �� ������� ��� ����
���� ��� ����� ��������
 ��	�������� ��� ���
 ��	������� �����%�� �� ����	�
���
�� �� ��
��� �� ��� ��
����� �� ����
��
 ����
�	� ���� ��� ��!��
 ��� ����� ��
���� ������

���  �����
 �
�� �� ���� ����� ����	���� ��� ��
���
 �������� α ���
�����

valt
′′
α (b′) ��� ��	� ��������
! �� ��
 �������� (a, b)� ��� �������� ����� �� �!����

!

���! 
�� � ��
 �� ����	���� ��� ��� 	��������
 ��� ��
���
��
 ���������8 ������

���! ��� 	��������
 ��� ��
����
 ������������ ����
 �� ��� ����
� !� >�����������

� ��
 *�'�*�* 
�
���� ����� 
'��
��
� 
�
�� ���
�
���
� �)��
 (��
 
�
 ����� ����

��)�
��� ��+

� �������� �� 
�
 �
��
 
��
 
�
 
�
�*�
��� ��� )
 �
����*
� �� 
�
 )���� �� 
�
 ��
�
��
��

���
��� ���
���+
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)
���* ��� �+ ��
���

��� 
�����
 �! ��� ;���1 �!	��
� �� � â� /�� �%�	�
�� ,��
 ���� ��
��� ��� 	���
���� "' ����
��- �� ,����
! �� 
���

! ���
���
 ������-� >� �� ��

 ��� ���� ��

���
������ valt
′′
α (b′) �� ������	�
� ��� ����� ����	����� ταβ(b̂)� ��� ������� ��
����


�����! ������������� b̂� ��� ��
���
�
0� ��� ������� �� ����	�� �����	����� ��� ���� ���! �� �� �����	�����#����


� ���1� ��
���� 
���!� �� ��	�� 0� ��� ���� �� ��� � ���1� ��
���� ��������� ������

����	�� �����	����� �� �� ��� ���	 �� ��
������ ������������ valt
′′
α (b′) ��� ����

������
 ��������� 0� ����� ��� �� ���� ������������ �� �� ���� �� ��� ����
� !
���� ��� ���� ���! �� ��� ����	��� ��� ���� ���� ����

 
���!�

0� ��� ������� �� ��
������ ������������ �� ��� �� ��� �� b̂� ταβ(b̂) 
���!� ��

� ����� �	�	� �	��
	���	
� ταβ(b̂) (
�����
 ����� ���� ���� ����� �! ;����
���1)�
��� 
���! 
�	�� 
����������� �� ��� F���#
��� 
������������ ��� ��� ��� F���#
�����	����� 
����������� ������� �� ��&�� ������� �� ���������� ����	���� ��

��� �������� �� ����� � ���� ����� 3� ����	� ���� ��� 
���! 
�	�� 
����������� ��

&���� ��� ���� ����������� b̂� >� ��	� s�  ���� � 
����������� ��� ���
�	 ������
�

ταβ(b̂)
s� ��
 � 
���! 
�	�� 
������������ ταβ(b̂)s� ταβ(b̂) 
���!� �!�

ταβ(b̂)
s+1 = Δ(ταβ(b̂)s, ταβ(b̂)

s) (�)

����� s �� ��	� ��
 Δ �� ��� ����� �����	
� ��� ��� X ������!�� ��� �������!

���� lims→∞ ταβ(b̂)
s = ταβ(b̂)� /�� �%�	�
�� Δ ���

 �� 
������

ταβ(b̂)
s+1 = (1− μ)× ταβ(b̂)s + μ× ταβ(b̂)

s

����� 0 < μ < 1 �� ��� 
���! �����
3� ��� �����
�� ���� ������� ���� ��
������ ������������ ��� 	�
�� ���#

���� ���� �� ��	� s� α ���
����� β1� �����	��� b′ �� ��		��	��� b� valsα(b
′) =

vk ∈ V � ��� ��
��� �����
��� ��
���� ��� �������
��! 
������������ ��� ταβ(b̂)
s

��� ���� b̂ ���� �� ,	�
�����
! �
��� ��- b� I���� ���� � b̂� 
�� P
s(ταβ(b̂) = vk)


����� ��� ����� �������
��! ���� vk ���

 �� �������
� ��� ��
��� �����
���
�� �� ��� ������ /����� �� ����	��� ��� ��������� �������
��! ���� vk ���

 ��
�������
� Ps+1(ταβ(b̂) = vk) ��� ��� �������
�� ��
�� vk� �����
� �� ��
��� ���

������ ��������� 
����������� ��� ταβ(b̂) �� ����		�
��� ���� ������
 ��
���

I���� � b̂� �� ������ ��� �������
��! ���� vk ���

 �� �������
 �� ���& ����
����� ���� �� ��� ������������ valsα(b

′)� ��� ������ Ps(ταβ(b̂) = vk)� ��
 ��� 
���!


�	�� ��
��� Ps(ταβ(b̂) = vk)� ��� ����������� valsα(b
′) 	�! �� ����������
 �� �

�������
��! 
����������� ���� � ;11 �� ��� k1�� �
��� ��
 F��� �
�������� uk� ��
��	���� �� ���� ��� ����� �� 
������� ��� �� �������� ��� ��� ��������

� b 	�! ��� �� ��	������

! �
��� �� b̂� ��

� valsα(b

′) = vk �� � ��� 
� ����������� ������� ��� ����� 
����������� ����������
��� ����	�
���
 ������! �� �������� �������������

�� 
������� ��� �� �������� �� ��� ����������� valsα(b
′) = vk �� 
����	��� � ��
��

�� ��� ��� � ������� ;11 ��
 ��� F���#
���� 
���! 
�	�� ��
�� Ps(ταβ(b̂) = vk) �!�
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δ = Sim(b, b̂)× κ+ (1− Sim(b, b̂)× κ)× P
s(ταβ(b̂) = vk) (")

����� 0 < κ < 1 �� ��� 
������ ����� ��
 Sim(·, ·) �� � ��	����� ��	�
����!

��������� ���� ��� ��������� ����	��� P
s+1(ταβ(b̂) = vk) ��  ���� �!�

P
s+1(ταβ(b̂) = vk) =

ρδ(1− ω)

ρδ(1− ω) + (1− ρ)(1 − δ)ω
= ν ($)

����� δ ��  ���� �! 79������ "� ρ = P
s(ταβ(b̂) = vk) �� ��� ����� ��
��� ��


ω = P
s(ταβ(b̂) = vk) �� ��� 
���! 
�	�� ��
��� ���� ��� �� ��	���� ��� ���

;�������
1 �������
����� ρ ��
 δ �� ��� �����%� �� ��� ���#����������� ��
�� ω�
0� ��	���� �� ��
��� ��� ������ ��������� 
����������� ��� ταβ(b̂) �� ����		�#


��� ��� ���������� Ps+1(ταβ(b̂) = vk) = ν� 0����	�����#����
 � ���� �6� �	�
�!
� ����
��
 �����
��� ��� ��
���� 
������������� Pt(X = x) ���A��� �� � ��� ��

����� ����������� �� X � c(X)� ���� �

P
t+1(X = x|c(X)) = MRE(Pt(X = x), c(X))

����� ��� �������� MRE �� 
����
 �!� MRE(q, g) = argminr
∑

j rj log
rj
qj

����

���� r �������� g� q �� � �������
��! 
������������ ��
 g �� � ��� �� n 
�����
����������� g = {gj(p) = aj · p− cj = 0}, j = 1, . . . , n (���
�
�� ��� ����������∑

i pi − 1 = 0)� ��� ����
��� r �� ��� �	�	��� 
����	�� ���

�� �	��
	���	
�)

��"�� >��
!�� ���� �����
��� �� ταβ(b̂)�

P
s+1(ταβ(b̂) = v) = MRE(Ps(ταβ(b̂) = v),Ps+1(ταβ(b̂) = vk) = ν)

����� ν �� ��� ��
��  ���� �! 79������ $�
3������� α ���
����� �� �����	��� valsα(b

′) �� ��	� ��		��	��� b� ��� �����

�����
��� �� ���
��
 �� ��
��� ��� 
������������ ��� P(ταβ(b̂) = v)� 0� 	�&�� �����

�� 
�	�� ��� ��� �� ���� �����
��� �� ����� 
������������ ��� ����� Sim(b, b̂) > y
��� ��	� �������

 ��
�� y�

� ��
�� ���������

��� 
���!#
�	�� 
����������� �
�!� � &�! ��
� �� ��� ����	����� �� ������ 0� �� ���

�����
! ����
 �� ��! ������������ ��
 �� ���� ����� �� �� � ,F��� 
���- �����
����	���� 0� �� ������� ��� ,F��� �����	�����- �� �� ��&�� ������� �� ��������
��
 ����������� ��		�������
 �! ����� � ���� ����� ��� ������� ����� ��� ���#
�������� ��� 
���!#
�	�� 
����������� �� ��� 	�%�	�	 ������! (F���#
���� F���#
�����	�����) 
������������ ����  ���� � ��� 
�!�� ��������� �� ��� ����	����� ��
������ �������� ��
 ����������� ����� ��� 
���!#
�	�� 
����������� ���� �� ����

� ���� *�� )
 �������

� )� ��
�������� :������
 *��
����
�� λ, L(p,λ) =∑
j pj log

pj
qj

+ λ · g+ ;���*����� L� { ∂L
∂λj

= gj(p) = 0}, j = 1, . . . , n �� 
�
 �

 ��

��	
� ����
����
� g� ��� � ����
��� 
� ∂L
∂pi

= 0, i = 1, . . . , I �
��� 
	
�
����� 
� p+
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)
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�
�!� � ��
� �� ���	�� ��� ����� ����	��� ���� ��&�� ������� �� �������
 
���
��$�� ��		���������� ���	 ����� � ���� 	�! ��� �� ��
���
�� α ���
� � 	����
�� ����	���� ��� ��
����
��! �� ����� � ���� ������ ���! ��� �� �����������
 ����
��� 
���!#
�	�� 
����������� * ��
����
��! �� 
�������
 �� ��� ��
 �� ���� ��������

�������	
� �� ��� ������� (	��� ��������

!� � �����
 ���
������) �� �  ����
����� ��	����� � �� �  ����1� ���������� ����� � ���� ��

 �� ��
���
 	� �
��

��� �� ��� �������� ���� ��� ��
���
��
  ���� 	�	���� ��

 �����
� ���� ���� �
�� �� �����
 ���
������� ���� ���! 	�! ��

� >� 
�	�	
� �� �� ������	���� A�
 �#
	��� �� ���
������ �� ��	����� � 5������� ��� ����������
 �� ���� ����� �� ����#
���
��! 
������������ �� � ������
� ����
� ! ���� ��� ����������� �� �
�����! ����
��� �������	
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