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Resumen

Las limitaciones de la légica clasica para dar cuenta del razonamiento humano han motivado el
estudio de formalismos alternativos, los cuales se han convertido en una de las principales dreas de
investigacién en Inteligencia Artificial.

Razonamiento aproximado es uno de esos formalismos alternativos que ha generado una
importante cantidad de publicaciones tanto en el drea de filosofia como en la inteligencia artifi-
cial. Los modelos de razonamiento aproximado tienen como propédsito ofrecer herramientas mas
flexibles que las que proporciona la légica clasica cubriendo esencialmente tres de los tipos de
“imperfecciones”: vaguedad, incertidumbre y verosimilitud. Informalmente, podemos decir que el
razonamiento aproximado trata con proposiciones y etiquetas asociadas a ella, las cuales son usual-
mente interpretadas como grados de verdad, creencia y proximidad a la verdad. Cada una de esas
unidades de medida estan respectivamente asociadas con la nocién de vaguedad, incertidumbre y
verosimilitud.

En nuestro trabajo, haremos una clara distinciéon de estas tres nociones y nos ocuparemos del
estudio de la tercera, donde interpretaremos la verosimilitud como una magnitud que expresa la
idea de cudn cercana a la verdad estd una proposicién dada. La medida de cercania serd formulada
a través de una relacién de similitud borrosa. Eso dara lugar, a su vez, a la formulacion de diferentes
modelos de razonamiento basado en similitud. El principal propdsito de esta memoria es estudiar
una formalizacién completa (sintdctica y seméntica) de esos modelos de razonamiento basados en
similitud, de manera que esta nocién acepte interpretaciones mas generales que la usual. Para tal
objetivo nos inspiraremos en las ideas que Ruspini present6 en [Rus91] y las plasmaremos en una
estructura de modelo similar a la de Kripke, i.e. un modelo serd una terna (W, S, =), en la cudl
W es un conjunto no vacio de mundos posibles, |= representa una aplicacién que a cada mundo
posible le asigna una valoracion de las variables proposicionales, y S es una relacién borrosa sobre
W x W. Dicha relacién representard a nivel seméntico la nocién de verosimilitud, para la cual
argumentaremos que la interpretacién mas débil puede ser dada a través de lo que llamaremos
aplicaciones de aproximacion superior, i.e, relaciones borrosas reflexivas sobre el dominio de los
mundos posibles. Ademds, caracterizaremos los conjuntos borrosos normales en términos de esas
aproximaciones superiores. Luego usando ese vinculo, flexibilizaremos la definicién clisica de
consecuencia légica, con el propdsito de obtener diferentes familias de relaciones de consecuencia
basadas en similitud, algunas de las cuales resultardn ser bien conocidas en la literatura. En
particular nos concentraremos en las relaciones de consecuencia aprozimadas y de proximidad,
describiendo sus propiedades y completando su caracterizacién.

La etapa siguiente de nuestro estudio consistird en el desarrollo de diversos sistemas légicos a la
Hilbert, que capturen deductivamente aquellos modelos de razonamiento. Para lo cual utilizaremos
dos enfoques, uno condicional y otro modal. Dentro de cada uno de ellos consideraremos dos
estrategias: una bivaluda pero con operadores multiples y otra multivaluada pero con sélo dos
operadores. Para la mayoria de los casos daremos resultados de adecuacion.

Acto seguido, con el objetivo de conseguir un marco donde fuera posible representar y com-
binar en un mismo formalismo 1égico las nociones de verosimilitud, incertidumbre y vaguedad,
extenderemos la caracterizacién semdantica ya mencionada, permitiendo asociar interpretaciones
multivaluadas a los mundos. Esta nueva semadntica tendrd un correlato sintictico que serdn las
l6gicas bimodales multivaluadas. Estudiaremos algunos de estos sistemas.

Por otra parte analizaremos desde una perspectiva mds abstracta como es la tarkiana, las
caracteristicas de estas nociones de consecuencia aproximada. Esto nos llevar a proponer nuevas
nociones de operadores de clausura borrosos, relaciones de consecuencia borrosas y sistemas de
clausura borrosos. Con estas herramientas podremos comparar diferentes tipos de operadores.

Finalmente, combinaremos los modelos de razonamiento basados en similitud con otros, tales



como los contraficticos y los nomonétonos. Completaremos nuestro trabajo formulando aplica-
ciones al Cambio y a la Actualizacién de Teorias de las medidas de similitud.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Modelos de Razonamiento Aproximado: una taxonomia

Por muchos anos, la légica cldsica ha provisto la base formal para el estudio de razonamiento
humano. Sin embargo, durante la udltima década, se ha vuelto evidente que el razonamiento
humano requiere de mas elementos de los que puede proveerle la légica deductiva tradicional. Por
ejemplo, cldsicamente, la verdad de una sentencia ¢ con respecto a una base de conocimiento K B
es determinada si todo modelo de K B también es modelo de ¢. Pero nada puede decirse acerca de
su valor de verdad si sélo la mayoria de los modelos de K'B son también modelos de ¢ o cuando
los modelos de ¢ son muy “ cercanos” a los modelos de nuestra base de conocimientos K B. Més
aln, una sentencia puede sélo ser interpretada como verdadera o falsa, pero algunos enunciados
tales como “Juan es calvo” dificilmente puede ser caracterizados con precisién “bivaluada”.

Minsky ([Min85]) y McDermott ([McD87]) han sugerido que la l4gica cldsica es inapropiada
para la modelizacién del razonamiento humano debido a su naturaleza “perfecta” y “rigida”. Ellos
sefialan que mientras que el razonamiento sustentado por la légica clasica es correcto (todos los
hechos deducibles son verdaderos) y completo (todas las verdades son deducibles), el razonamiento
humano en general no posee ninguna de esas cualidades. Por el contrario, la modelizacién de ra-
zonamiento humano usualmente necesita ser flexible y con capacidad para tratar con cierto tipo de
conocimiento “imperfecto”. Imperfecciones que vienen dadas por el hecho de que a veces la infor-
macién es incierta, vaga, inverosimil, incompleta o parcialmente contradictoria. Estas limitaciones
de la légica clasica para dar cuenta del razonamiento humano han motivado el estudio de formal-
ismos alternativos, los cuales se han convertido en una de las principales areas de investigacion en
Inteligencia Artificial.

Razonamiento aproximado es uno de esos formalismos alternativos que ha generado una
importante cantidad de publicaciones tanto en el area de filosofia como en la inteligencia artificial.
Los modelos de razonamiento aproximado tienen como propdsito ofrecer herramientas mas flexi-
bles que las que ofrece la logica clasica cubriendo esencialmente tres de los tipos de imperfecciones
mencionados arriba, a saber: vaguedad, incertidumbre y verosimilitud. Informalmente, podemos
decir que el razonamiento aproximado trata con proposiciones y etiquetas asociadas a ella, las
cuales son usualmente interpretadas como grados de: verdad, creencia y proximidad a la verdad.
Cada una de esas unidades de medida estan respectivamente asociadas con la nocién de vaguedad,
incertidumbre y verosimilitud. Desafortunadamente, esa vision simplificada no permite remarcar
el hecho de que cada una de esas “imperfecciones” responde a una semdantica diferente. A con-
tinuacién, trataremos de dar una descripcién ortogonal de cada una de esas tres “imperfecciones”
con el fin de clarificar su distincién para luego indicar como pueden ser combinadas. Los tres ejes
de andlisis corresponden a interpretaciones bivaluadas versus multivaluadas, informacién completa
versus incompleta, e informacién segura versus errénea.

El Problema de la Interpretacion:

Siempre que tenemos (o fijamos) un lenguaje de representacién para describir la informacién que
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14 CAPITULO 1. INTRODUCCION

disponemos acerca del mundo, es necesario estar en condiciones de proveer una forma de interpretar
las sentencias, i.e. de establecer una correspondencia entre significado y verdad (o como Carnap
dice en [Car37]: entre conceptos formales y observacién). Sin embargo no hay consenso acerca de
cudl es la mejor (o mds apropiada) teoria para definir (o establecer) la verdad, si la pragmaética, la
coherentista, la de correspondencia, la de redundancia o la semantica. En nuestra opinion, la teoria
de correspondencia de Tarski es la mas adecuada forma de establecer esa relacién. El afirma que la
verdad de sentencias, afirmaciones, juicios, proposiciones, creencias o ideas viene dada por su “cor-
respondencia” con la realidad, el mundo, o los hechos facticos. En la visién de Tarski, el valor de
verdad de una sentencia es determinada por una funcién de interpretacién e desde el lenguaje £ a
los modelos 2, donde él entiende que una interpretacién consiste en establecer una correspondencia
entre entidades lingiiisticas en nuestro lenguaje de representacién y entidades no lingiifsticas del
mundo real. En el trabajo original de Tarski [Tar56a], una sentencia ‘F(a)’ es verdadera en relacién
a una interpretacién e si y sélo si la denotacién e(a) de a pertenece a la extensién e(F) de F. En
ese contexto, las sentencias pueden sélo ser interpretadas en forma bivaluada (serdn verdaderas o
falsas). Una de las méas coincidente objeciones a la teoria de correspondencia de Tarski consiste
en senalar que la misma es aplicable a lenguajes formales, pero no al lenguaje natural. Es bien
conocido que la mayoria de las afirmaciones, juicios, proposiciones, creencias o ideas expresables
en el lenguaje natural no tienen una caracterizacién precisa (en términos de verdad o falsedad) de
su significado. Ellos no estdn semdnticamente determinados (en el dltimo sentido) porque suelen
contener (entre otras cosas) diferentes clases de expresiones vagas, al incluir predicaciones tales
como ’grande’, ’corto’, ’largo’, etc., modificadores como 'muy’, 'més o menos’, algo, etc., y cuan-
tificadores como ’la mayoria’, ’algunos’, 'muchos’, ’poco’; etc.

En algunos casos, el uso de expresiones vagas estd esencialmente basado en razones pragmaticas.
Esa es la situacién, cuando nuestro lenguaje L es semanticamente indeterminado pero existe una
extensién L' que estd semdnticamente determinada. Asi, ain cuando L’ da una ajustada inter-
pretacién del uso de las expresiones de L, este tltimo puede todavia ser mas interesante y atractivo
debido a razones practicas tales como la dificultad o el alto costo para determinar o caracterizar
los conceptos en L' (como por ejemplo el grado de detalles o granularidad, la previsién de las
excepciones en una regla, etc.). La relacién entre lenguaje ordinario y lenguaje cientifico es a
menudo de este tipo: términos cualitativos y vagos como 'masa puntual’ o 'pequenas oscilaciones’
(en el contexto de un movimiento oscilatorio arménico) pueden ser reemplazados por conceptos
cientificos de mayor precision, pero el uso de estos iltimos haria m&s complicadas y opacas las
explicaciones. Carnap denomina ezplicaciones, a ese método de procesar expresiones vagas para
obtener su contraparte precisa. Asi, la vaguedad de origen pragmético no es un problema para
una teoria de la verdad puesto que toda sentencia vaga del lenguaje L puede ser traducida a otra
sentencia del lenguaje L' para el cual existe una interpretacién precisa para cada uno de sus ele-
mentos a través de una definicién tarskiana de verdad.

Sin embargo, algunas veces la aplicacién del método de explicacién para precisar un concepto
tiene efectos arbitrarios y antinaturales. Por ejemplo si en lugar de describir la altura de una
montana en términos de una magnitud de entre 1.000m y 10,000m, sélo nos referimos a ella como
‘alta’ ("'mediana’ o ’baja’). Esta tultima descripcién es a menudo mucho més util (y sintética)
ain cuando es vaga y menos especifica. Pero, ;Cudl es el significado de ’alta’? Intuitivamente
hablando, si bien no podemos usar ese término para significar que la montafia tiene una altura
precisa de 5.000m, tampoco dirfamos que la magnitud ’alta’ es totalmente arbitraria. En general,
aceptariamos que ’alta’ lleva implicito cierta nocién de altura, como por ejemplo que toda montana
con mas de 6.500m es ’alta’ y que toda montafia con menos de 4,000m no puede ser considerada
‘alta’. Pero, ; Qué podemos decir acerca de los valores “intermedios”? o0, en otros términos, ;Cuél
es el valor limite a través del cual una montafia deja de ser ’alta’? En este caso, es imposible (al
menos dificil) determinar cuél es el valor de altitud a partir del cual el término alta es aplicable o
no. Para resolver este problema de “limites” para el concepto ’alta’ se ha propuesto “calificar” los
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valores de transicién que van desde los valores de altura que son aplicables al concepto (en nuestro
caso mayores a 6.500m) y aquellos que no lo son (menores a 4.000m) con un grado de aplicabilidad.

En términos mas generales, diremos que la vaguedad de un concepto se manifiesta en el hecho
que este no puede ser claramente definido en tanto y cuanto no es posible precisar cuando es apli-
cable y cuando no.

En resumen, algunas expresiones por ser inherentemente o semanticamente vagas, se resisten
a ser “desambigiiadas” con el método de las explicaciones. En tales casos, no es posible dar una
caracterizacién de su significado en términos de interpretaciones de verdad-falsedad. Por lo tanto
si buscamos representar conocimiento del tipo “la montana es alta”, necesitaremos incrementar
nuestra capacidad de interpretacién abandonando principios tales como: el del tercero excluido
(p V —p es siempre verdadero) y de no contradiccién (p A —p es siempre falso). En respuesta a
esa necesidad Lotfi Zadeh introdujo en 1965 ([Zad65]) la teoria de conjuntos borrosos (en inglés:
fuzzy set theory). Su idea fundacional consistié en considerar aplicaciones entre un dominio y un
reticulo como una generalizacién de la funcién caracteristica de un conjunto, dando lugar a una
nueva clase de conjunto (que incluye a los cldsicos) que denominé conjuntos borrosos (fuzzy sets).
La definicién original de Zadeh fue:

Un conjunto borroso A en un dado universo X es caracterizado por una funcién de pertenencia
o caracterfstica pa(x) la cual asocia a cada elemento x € X un nimero real en el intervalo
[0,1] (o en un conjunto parcialmente ordenado conjunto L), donde el valor p4(z) representa
el “grado de pertenencia” de z a A.

En el contexto de la teorfa de conjuntos borrosos, la légica borrosa (F'L) tuvo su nacimiento
como un sistema légico que sirviera como herramienta a la formalizacién del razonamiento con
proposiciones vagas. A partir de alli, el término de l6gica borrosa ha sido usado en dos diferentes
sentidos: uno estricto y otro amplio.

En el sentido estricto la légica borrosa, F'L., es una extension de la 16gica multivaluada, donde
la nocién de “grado de pertenencia” de un elemento x de un universo X con respecto a
un conjunto borroso A sobre X es asumido como el grado de verdad de la sentencia “A(z)”
(usualmente leida como “x es A). Sin embargo, como los sefiala Zadeh en [Zad94], las motiva-
ciones y los alcances de F' L. es completamente diferente de los que promovieron los sistemas
de légicas multivaluadas tradicionales, como por ejemplo las légicas de Lukasiewicz. El re-
marca que conceptos tales como variables lingiiisticas, formas candnicas, reglas Si-entonces
borrosas, cuantificadores borrosos, y modos de razonamiento como interpolativo, disposi-
cional y silogismos aproximados, no son parte de los intereses cubiertos por los sistemas de
l6gicas multivaluadas tradicionales.

En el sentido amplio la légica borrosa, F'L,, es casi sinénimo de teoria de conjuntos borrosos
vista ésta como una teoria general para representar y razonar sobre “clases” o relaciones
cuyos “limites definicionales” no son precisos. En este sentido la légica borrosa incluye a la
aritmética borrosa, la programacién lineal borrosa, la topologia borrosa, la teoria de grafos,
y el andlisis de grafos borrosos.

A lo largo del presente trabajo, consideraremos, en coincidencia con Hajek ([H4j98]), que el
nicleo o base de una légica borrosa en el sentido estricto es definible a través de un cdlculo formal
de logica multivaluada . En ese sentido, en los ultimos afos, se han dedicado muchos esfuerzos
para explicar, representar e incluir dentro de ese nucleo esas cosas que Zadeh llamaba aspectos “no-
tradicionales”. Asi, por ejemplo, Pavelka propone extender una légica multivaluada cldsica por la
inclusion de constantes de verdad 7 por cada elemento del reticulo que sirve a nivel seméantico para
interpretar las férmulas (ver [Pav79] o para un resumen [Pan95; H4j98]). Este enfoque permite
representar sintictica y explicitamente la verdad parcial de una férmula y derivar consecuencias
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desde premisas que sélo son parcialmente verdaderas. Varios autores tales como Hajek, Novak,
Godo and Esteva (entre otros) han extendido el enfoque de Pavelka con el propésito de cubrir
diferentes aspectos de la légica borrosa tomada en el sentido amplio. Hajek y Godo in [HG97]) han
mostrado la posibilidad de expresar o reducir reglas de inferencias borrosas (como modus ponens
generalizado, proyeccién, max-min, etc.) como una nocién de prueba en una légica multivaluada
y multiérdenes “clasica”’. Esteva y Godo han propuesto nuevas légicas donde en una conviven
y se combinan diferentes operadores 1égicos tales como las conjunciones de Lukasiewcz, Godel,
Product y sus respectiva implicaciones definidas por residuacion, y en otra las conjunciones de
Godel y Product coexisten con una negacién involutiva (see [EG98] y [EGHN98]). También, es
interesante mencionar los trabajos de Novak hechos en esa misma direccién (ver [Nov90]) entre los
que podemos resaltar el que corresponde a tratar la inferencia interpolativa en una extension de la
l6gica de Pavelka ([KN96]).

En sintesis, en nuestro trabajo, consideraremos a la vaguedad como un problema de inter-
pretacién y serd formalmente superado por medio del uso de alguna clase de l6gica multivaluada.
Mas alin, asumiremos que toda sentencia del lenguaje de representacién le corresponde, al menos
potencialmente, un valor de verdad. Como haremos notar a continuacién, no siempre es posible
determinar ese valor porque en general no tenemos (y/o no es posible tener) un conocimiento total
(o una descripcién completa) del mundo real.

Finalmente, es importante remarcar que, aunque la teoria de conjuntos borrosos puede ser
usada para la formalizacién de un inferencia con incertidumbre como es la posibilistica y para
tratar de conciliar 16gica e interpolacién (como Dubois, Prade y Bezdek positivamente sefialan en
[DPB99] sobre la légica borrosa en el sentido amplio), la l6gica borrosa en el sentido estricto no se
corresponde ni con lo uno ni con lo otro, i.e. ni con incertidumbre ni con interpolacion.

El Problema de la Informacién Incompleta:

En la légica cldsica, hay una clara distincién entre la definicién de verdad (tal como fue men-
cionado con anterioridad) y el criterio para reconocer esa verdad. En ese ultimo sentido, la verdad
de una conclusién C' es a menudo definida en términos de una lista de argumentos I' llamados
premisas (también suele referirse a I' con el nombre de base o teoria de conocimiento). Asi, si toda
interpretacién que satisface a I' (i.e. modelos de I') también satisface C' solemos decir que en el
contexto del conjunto de premisas la conclusién es verdadera. Por otra parte, la falsedad de C se
establece si ninguno de sus modelos lo es ademés de I'. En este ultimo caso, decimos que C' es
falso en el contexto de I'. Cualquier otra alternativa (como por ejemplo que sélo algunos, pero no
todos, modelos de T" son también modelos C) nos enfrenta con la incertidumbre sobre la verdad
o falsedad de la conclusién. Por lo tanto, excepto en el caso que la teoria que describe nuestro
conocimiento acerca del estado del mundo sea completo (o equivalentemente, un conjunto maximal
consistente de férmulas), es imposible determinar la verdad o falsedad de una férmula cualquiera en
el contexto de una teoria incompleta. Esa indeterminacién sera lo que denominaremos el problema
de la informacion incompleta.

En la préctica, cualquiera que se haya enfrentado con la tarea tomar una decisién o hacer una
prediccion, sabe que usualmente no se cuenta con la suficiente informacién acerca del presente
estado de situacién como para llevar a cabo la tarea sin ningin margen de duda. Asi, por una
parte, eso lo pone frente al problema de aceptar que su capacidad predictiva estd limitada. Por
otra, lo obliga a abandonar la légica clisica como formalismo de representacién del conocimiento
porque la misma lo condena a la “inaccién”.

Afortunadamente, no necesitamos tener un conocimiento omnisciente del mundo sino que al-
gunas veces la informacién disponible es suficiente. Por ejemplo, el conocimiento respecto de las
leyes de evoluciéon de un sistema fisico pueden ser utiles para afirmar que dado un gas ideal si
conocemos de éste su presién y su temperatura entonces su volumen estard determinado por la
ecuacion Vol = k%. Por supuesto, si el gas es real el resultado de esa ecuacién no es exacto.
Por lo tanto, en el sentido estricto, no es posible conocer el volumen de un gas real al menos de
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esa forma. O dicho en otros términos, esa clase de leyes precisas no son aplicables en un dominio
préactico. Asi, en el caso real debemos cambiar de paradigma. La mecédnica estadistica da una
respuesta a este problema utilizando la teoria de probabilidades, entendida ésta como una teoria
que tiene el propésito de capturar la incertidumbre. Como resultado de la aplicacién de la teoria de
la mecanica estadistica para la prediccién del comportamiento de los gases reales, una distribucién
de probabilidades sobre los valores que puede tomar el pardmetro volumen es obtenida, tomada
ésta como una medida (objetiva o subjetiva) de la confianza sobre la exactitud de un determinado
valor de la propiedad fisica en cuestién (en nuestro ejemplo: el volumen). Otras teorfas usadas para
formalizar y cuantificar la incertidumbre son la teoria de posibilidad y la teoria de la evidencia.

En general, un modelo de incertidumbre asocia un nimero a una férmula, el cual no indica un
grado de verdad (como erréneamente algunos autores interpretan) sino un grado de confianza o
creencia en el valor de verdad de la férmula en cuestiéon. En ese sentido, la medida de incertidum-
bre compensa la falta de conocimiento a nivel proposicional con informacién de un mayor grado
de abstraccién. Sobre este punto es importante sefialar la diferencia entre la vaguedad a nivel
proposicional (como fue mencionado en el apartado anterior) y la vaguedad a nivel de modelos
(como es el caso de la teorfa posibilistica). En el segundo caso, un grado de vaguedad es asociado a
cada interpretacién estimando la posibilidad que dicha interpretaciéon pueda representar al estado
del mundo real. En ese sentido, los grados de posibilidad y de necesidad en la légica posibilistica
pueden ser entendidas como medidas de la incertidumbre producida como consecuencia de que sélo
conocemos vagamente cual es el mundo real. Sin embargo, a pesar de este vinculo que manifiesta
que la vaguedad sobre las interpretaciones genera incertidumbre a nivel del lenguaje interpretado,
la idea de que una férmula vaga es completamente diferente a la idea de que una férmula es incierta.
Por ejemplo, tal como es mencionado en [DP88], si sélo se sabe que “Juan es alto” (i.e. tenemos
un conocimiento vago sobre la altura de Juan) entonces sobre la verdad de la afirmacién de que
“la altura de Juan es 1.80 m” sélo se puede decir que es mas o menos posible. Mas formalmente,
Dubois y Prade en [DP91a] proponen entender a cada afirmacién vaga del tipo “X is Alto” (donde
Alto es un conjunto borroso de un universo de discurso U y X es una variable tomando valores en
U) como una restriccién sobre el desconocido o parcialmente conocida distribucién de posibilidad
de la afirmacién precisa X = z con z € U (en simbolos II(X = z) < prp(z)). Ese ejemplo sirve para
destacar el hecho que informacién vaga e incompleta produce incertidumbre en las conclusiones.
Ese mismo anélisis pueden ser extendido a los valores de verdad borrosos de una sentencia borrosa,
“X es aproximadamente 1.80m” dado que “X is T'all 7 es asumido como premisa y considerarlos
como una distribucién de posibilidad del grado de verdad de la primer sentencia con respecto a la
segunda. Generalmente, una medida de compatibilidad 7, definida via el principio de extensién
es usada para estimar esa medida de posibilidad:

() = supy, {firai(v) | tappros.1,8(u) =1}, si /J’;plproz.l,S(t) #0
T 0, en cualquier otro caso

Usando el principio de minima especificidad, el cual dice que dado un conjunto de restricciones
al valor de posibilidad de una variable o sentencia X, la distribucién de posibilidad generada sobre
los modelos 7x deberia ser definida como el maximo grado de posibilidad alcanzable en cada model
w de acuerdo con las restricciones, entonces es posible redefinir el valor de verdad borroso 7 como:

o (t) = { supyew {7x (W) | Happroz.1,s(w) =ty wi= (X =w)}, sty s(t) # 0
0, en cualquier otro caso
Una primera aproximacién a una formalizacién semdantica de una légica de valores de verdad
borrosos fue dada en [EGG94b]. Los autores consideran modelos (W*, ) dénde W* es el conjunto
de las interpretaciones multivaluadas sobre un leguaje proposicional £ y 7 es una distribucién de
posibilidad sobre el conjunto W* de mundos posibles, esto es, 7 : W* — [0,1]. En tal modelo, el
grado de posibilidad de que el grado de verdad de una proposicién p sea t, es estimado como:

Tp/ﬂ (t) = SUPweWw= {W(w) | w(p) = t}
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el cual es muy similar al anterior.

Més recientemente, Hajek propuso [H4j00] una axiomatizacién para el caso particular en que
el significado del valor de verdad borroso es “very true”.

Para finalizar creemos importante rescatar los argumentos dados por Resconi, Klir y St. Clair
[RK(C92], afirmando que la incertidumbre es intrinsecamente una nocién intensional o metatedrica.
Bajo ese argumento, ellos afirman que las légicas modales proveen un marco de trabajo unificado
para representar las diferentes teorias de incertidumbre (ver [RKCH93]). Més atin, la mayoria
de ellas son naturalmente relacionadas con extensiones del sistema modal S4.3. Los ejemplos
mas conocidos son las légicas: probabilistica de Carnap ([Car50]), posibilistica ([FH91; KH94;
LL96]) y de Dempster-Shafer ([Rus87]).

A modo de sintesis podemos decir que en el presente analisis asociaremos el término incer-
tidumbre con un grado de creencia acerca de la verdad de una proposicién. Formalmente, la
incertidumbre serd modelizada a través de un operador modal en una légica intensional el cual no
serd veritativo funcional (ver Dubois y Prade en [DP88]).

El Problema de la Informacién Errdnea:

En légica clasica, si el conocimiento es falso entonces de él se derivara cualquier sentencia. Pero,
en muchas ocasiones, se busca usar premisas “falsas”, por ejemplo, cuando la Teoria Gravitacional
de Newton es aplicada. Puesto que aunque esa teoria no es estrictamente verdadera, es una buena
aproximacion a la verdad. Remarquemos que no nos estamos refiriendo a teorfas en si mismas
contradictorias, sino empiricamente o factualmente falsas, i.e. teorias que explican adecuadamente
la mayoria de las observaciones pero tienen contraejemplos. A primera vista, podemos tratar de
medir la cercania de una teoria a la verdad de acuerdo a la cantidad de contraejemplos. Respecto
de esa mesura, es posible afirmar que hay buenas razones para conjeturar que la Teoria Gravita-
cional de Einstein (la cual tampoco es estrictamente cierta) es una mejor aproximacién a la verdad
que la respectiva Teoria de Newton.

En un sentido mas general, nos referiremos a la nocién de que una sentencia sea o esté “préximo
a la verdad” (aun cuando no sea verdadera o probable) como verosimilitud.

Popper hizo una observacién que hecha luz sobre la distincién entre incertidumbre y verosimil-
itud, y creemos que vale la pena reproducirla aqui. El sefiala que por usar la inferencia bayesiana
para establecer el grado de creencia en una hipétesis h a partir de un conocimiento previo K mas
cierta evidencia observada e, resulta que “... si la evidencia e contradice la hipétesis h entonces
la probabilidad P(h | e, K) de h dada e (en el contexto de K) es cero; aun cuando, h pueda ser
altamente verosimil, puesto que una teoria aunque falsa puede ser ‘cercana’ a la verdad”. Este
argumento resalta la diferencia entre incompletitud y “falsedad” de una teoria. El primer concepto
representa el fracaso de una teoria para expresar la omnisciencia (la verdad como un todo) y el
segundo indica la aceptacién de proposiciones que no sean verdaderas. Por ejemplo, un testigo
en una corte que no miente pero tampoco revela algin hecho “relevante”!, daria una informacién
imcompleta. Por el contrario, si su testimonio es parcialmente verdadero, presentaria informacion
falsa.

En un sentido mas pragmatico, el concepto de verosimilitud aparece, por ejemplo, cuando se
busca dar respuesta a una consulta hecha sobre una base de datos. Si ésta fuera comparada
exactamente contra cada elemento de la base, seguramente que dispensaremos mucho tiempo en
este chequeo. Pero, si permitimos que la comparacién sea aproximada entonces es posible que

IRelevancia es una importante nocién la cual no consideraremos aqui en profundidad, pero que deberia ser
tomada en cuenta en un andlisis mds detallado de la verosimilitud
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ahorremos mucho tiempo. Obviamente, en el segundo caso, deberemos decir que la respuesta es
préxima a la verdad. En este dltimo sentido la nocién de “aproximacion” a la verdad puede ser
directamente equiparada a la de error en un método de cdlculo numérico.

Si aceptamos esa idea, estaremos en condiciones de afirmar que una sentencia es casi verdadera,
cercanamente verdadera o aprozimadamente verdadera, indicando por ello que es falsa o improbable
pero cercana a la verdad. Asi, continuando con nuestro ejemplo acerca de la altura de una montafia
podemos asegurar que la afirmacién “la altura del monte Everest es de 8.800 m” es cercana a ser
verdadera 2. Este concepto de “cercania” a la verdad presupone la existencia de alguna métrica
que nos permita expresar el grado de proximidad a la verdad.

Note que este ultimo concepto es diferente de los dos anteriores: imprecisiéon e incertidumbre.
El valor de verdad de nuestro ejemplo “la altura del monte Everest es de 8,800 m” es ciertamente
falso y precisamente formulado, por lo tanto no es ni incierto ni vago.

La definicién moderna de verosimilitud estd basada en la nocién de similitud y fue propuesta
independientemente por Risto Hilpinen dentro de una seméantica de mundos posibles (ver [Hil76])
y por Pavel Tichy en el contexto de una légica proposicional (ver [Tic74]). La idea béasica del
enfoque basado en similitud, en ambos casos, es que el grado de verosimilitud de una sentencia ¢
depende de la similitud entre las situaciones o estados que son compatibles con ¢ y la situacién
o estado que describe al mundo real (ver [Nii87] p. 198). Asi, la nocién de verosimilitud puede
ser vista como un concepto derivado del concepto mas primitivo de similitud. Por otra parte este
dltimo a menudo también es asociado con el razonamiento por analogia que es otra importante
forma de inferencia no deductiva.

Este moderno enfoque de la verosimilitud da sustento a un tipo de razonamiento aproximado
usualmente denominado razonamiento basado en similitud (un buen resumen de este modelo es
presentado por Dubois y Prade en [DP94al]). A partir de modelar la nocién de verosimilitud a
través del concepto de similitud, podemos estudiar cudles clases de relaciones de consecuencia
l6gica tienen sentido en esa asociacién. Obviamente un primer operador de inferencia basado en
similitud deberia cubrir patrones tales como: “si ¢ es verdadero entonces ¢ esta cercano a la
verdad”, en el sentido que, aunque v puede ser falso (o no probable), conociendo que ¢ es cierto
podemos concluir que ¢ estd semanticamente cercana o similar a alguna otra proposicién la cual
si es verdadera. Nuevamente el hecho de que de ¢ sélo podamos determinar que estd cercana (o
préxima) a la verdad, no tiene nada que ver con el problema del indeterminismo producto de la
incertidumbre, i.e. con el problema de que por falta de informacién no es posible conocer si ¢ es
verdadera o falsa [DP95].

Por otro lado, el razonamiento basado en similitud ha alcanzado una importante relevancia en
el contexto del razonamiento borroso en la ultima década. Originariamente, Zadeh propuso usar
una medida de similitud (como una relacién borrosa) en técnicas de categorizacién y clasificacién
([Zad71]. Pero més recientemente, ha sido establecida la dualidad entre conjuntos borrosos y
relaciones de similitud borrosas la cual a su vez genera otra dualidad entre razonamiento borroso
y razonamiento basada en similitud. Esta dualidad es intrinseca, tal como senalan Klawonn y
Castro [KC95], puesto que ain cuando la nocién de similitud no sea la herramienta por la cual
se interpreta a los conjuntos borrosos, uno no puede evitar los efectos de la similitud inherente
a los conjuntos borrosos en el proceso del razonamiento borroso. Especificamente, ellos logran
determinar para cada conjunto borroso cudl es la medida de indistinguibilidad asociada y prueban,
por ejemplo, que en la regla de modus ponens generalizado no se obtienen conclusiones menos
erréneas si buscamos satisfacer las premisas con informacién mas precisa que la que su grado de
indistinguibilidad le permite discriminar.

2La altura del monte Everest certificada en una enciclopedia es de 8,835m
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Desde un punto de vista l6gico-formal, tres diferentes lineas de investigacion son sostenidas
por esta dualidad, de acuerdo a considerar que la similitud es definida entre mundos (modelos),
proposiciones, o elementos de un universo del discurso.

A continuacién mencionaremos brevemente y a modo de ejemplo, trabajos que se encuentran
subscritos a cada uno de estos enfoques:

e El primero ha sido iniciado por Ruspini en [Rus91], donde presenta una caracterizacién
semantica de los conceptos y operaciones de la légica borrosa en términos de la nocién de
similitud, cercania o proximidad entre estados posibles (mundos). Siguiendo las ideas de
Ruspini, una familia de relaciones de consecuencia graduadas han sido propuestas y apli-
cadas al razonamiento basado en casos y al razonamiento interpolativo ((DEGT95; DEGT97;
DEG198]). En esos trabajos, la caracterizacién es estrictamente semdntica. Justamente en
esta tesis trataremos de ofrecer una representacion sintactica de dichos operadores.

e Ming-Sheng Ying present6 en [Yin94], un calculo proposicional en el cual los valores de
verdad de una sentencia son sélo verdadero o falso, pero que aun asi el razonamiento puede
ser aproximado debido que permite que el antecedente de una regla sea satisfecho en forma
aproximada. Asi, él busca dar una nocién de prueba aproximada parecida a la que existe
en el calculo numérico donde, por ejemplo, podemos resolver un sistema de ecuaciones con
mayor precisién con sélo continuar la bisqueda. En esa linea, Barcino y Gerla en [BG9S]
proponen generalizar las ideas de Ying, reduciendolas a una légica borrosa en el estilo de
Hilbert usando el esquema dado por Pavelka in [Pav79).

e Klawonn et al. han desarrollado métodos de interpolacién para control borroso los cuales
son modelados a través de relaciones de similitud entre elementos del dominio (ver [KK93;
Kla94; Kla95; KC95; KGK95; KN96]). En esos casos, la nocién de extensionalidad aparece
como fundamental en sus estudios.

Por otra parte y en forma independiente, Boixader y Jacas han propuesto modelos de ra-
zonamiento aproximado a través de ese mismo concepto de extensionalidad con respecto a
un operador natural de ®-indistinguibilidad. Ellos consideran el grado de indistinguibilidad
entre conjuntos borrosos como su grado de similitud ([BJ98]).

La mayoria de los trabajos mencionados arriba representan la nocién de similitud como una
relacién de equivalencia borrosa, i.e. satisface reflexividad, simetria y una versién relajada de tran-
sitividad (de ella hablaremos con méas detalle a lo largo de toda esta presentacién). Sin embargo,
una representacién mas débil puede ser tomada en cuenta sin abandonar la nocién de verosimilitud.

De ahora en més, y en concordancia con la propuesta de Niiniluoto ([Nii87]), consideraremos
el valor de verosimilitud de una sentencia como su grado de “proximidad a la verdad”, ain cuando
ella no sea verdadera o probable. Ese grado vendra dado por la “distancia” que separa los modelos
de esa sentencia y los modelos de la “realidad”. Desde un punto de vista de la légica formal, los
sistemas correspondientes a la verosimilitud son modelos de Kripke donde la relacién de accesi-
bilidad es una relacién binaria borrosa que representa la medida de similitud entre modelos. Tal
vez ese aspecto es la principal diferencia entre esos modelos de verosimilitud y aquellos modelos
de incertidumbre que tienen una medida sobre los mundos en lugar de una relacién binaria entre
ellos.

En resumen, podemos decir que vaguedad, incertidumbre y verosimilitud, hasta hace pocos
anos, fueron nociones no claramente diferenciadas unas de las otras, posiblemente porque todas
ellas fueron usualmente codificadas a través de nimeros reales en el intervalo [0,1]. Sin embargo,
en los dltimos afios, un gran esfuerzo ha sido dedicado a clarificar sus diferencias conceptuales. Por
ejemplo la distincién entre vaguedad e incertidumbre es exitosamente establecida en [BDG199].
No obstante, la discriminacion entre esas dos nociones y la de verosimilitud no ha sido claramente
planteada en la literatura. Por ejemplo, Dubois y Prade en [DP91b] bajo el titulo “Approximate
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truth y alternative views de graded truth”, introducen varios ejemplos donde, en nuestra opinién,
la implicita nocién de verosimilitud es alternativamente confundida con vaguedad e incertidumbre.
En [DPB99], Dubois, Prade y Bezdek identifican la légica de similitud con una légica no veritativa
funcional que trabaja con sentencias vagas. Creemos que es tutil remarcar sus discordancias, con el
objetivo de establecer sus respectivas condiciones de uso y aplicabilidad al momento de representar
el conocimiento y de razonar sobre el.

Destacamos la importancia de dejar claro los contextos de uso de cada una de esas tres no-
ciones, vaguedad, incertidumbre y verosimilitud, porque pensamos que ellas constituyen los ejes
basicos e independientes que permiten dar cuenta de cualquier otro modelo de razonamiento aprox-
imado. Por otra parte, creemos que pueden ser formalizadas y combinadas bajo un mismo marco
homogéneo y que en nuestra opinién este marco légico-formal corresponde a extensiones modales
de una légica borrosa (tomada ésta en su sentido estricto). Varias propuestas han sido hechas en
esa direccion. Por ejemplo,

e Zadeh en [Zad86] combina vaguedad y probabilidad sugiriendo la utilizacién de una dis-
tribucion de probabilidades sobre las proposiciones borrosas.

e En [DP93], los autores resefian y analizan extensamente las relaciones entre conjuntos bor-
rosos y teorfas de probabilidades que aparecen en la literatura. En ese trabajo, ademds
de senalar las diferencias entre ellos, los autores establecen un puente entre ambas teorias,
resaltando en ese contexto la importancia de la teoria de la posibilidad.

e En el trabajo de Hajek et.al. ([HGE95]) hay un intento de contribucién a la construccién
de esa coneccién. En este caso los autores proponen tres diferentes extensiones de la logica
de Lukasiewicz-Pavelka para tratar con funciones de probabilidad, necesidad y creencias,
para dar cuenta de una légica de probabilidades, de posibilidad y de Dempter-Shafer, re-
spectivamente. La principal idea detrds de ese enfoque consiste en asumir que el grado de
incertidumbre de una proposicién puede ser reinterpretado como el valor de verdad de una
proposicién borrosa asociada a la proposicién original (es importante sefialar que si bien el
articulo mencionado sélo trabaja con variables proposicionales que tienen una interpretacién
bivaluada, no hay ninguna hipétesis del mismo que impida extenderlo al caso de interpreta-
ciones multivaluadas).

Siguiendo este ultimo enfoque, la hipdtesis de trabajo en lo que sigue de esta disertacion serd
que todos los bien conocidos métodos de razonamiento aproximado pueden ser modelados dentro
de una légica borrosa extendida.

1.2 Objetivos de la Tesis

El principal propésito de esta memoria es presentar una formalizacién completa (sintdctica y
semantica) del razonamiento basado en similitud de manera que la nocién de similitud acepte
interpretaciones mds generales que la usual. En el contexto de nuestro trabajo entenderemos al
razonamiento basado en similitud como un modelo de razonamiento aproximado que trabaja sobre
la nocién de verosimilitud, de la misma manera que otros modelos tratan con incertidumbre o
con vaguedad. Nuestra primera tarea sera justamente, clarificar la distincién entre el concepto de
verosimilitud y aquellos de incertidumbre y vaguedad, para entonces proponer una caracterizaciéon
semantica de la verosimilitud en términos de una relacién de similitud borrosa. Para tal propuesta
nos inspiraremos en las ideas que Ruspini presenté en [Rus91] y las plasmaremos en una estructura
de modelo similar a la de Kripke, i.e. un modelo serd una terna (W, S, =), en la cudl W es un
conjunto no vacio de mundos posibles, = representa una aplicacién que a cada mundo posible le
asigna una valoracién de las variables proposicionales, y S es una relacién borrosa sobre W x W.

Paralelamente, mostraremos como la nocién de verosimilitud puede ser interpretada a través de
lo que daremos en llamar aplicaciones de aprorimacion superior, i.e, relaciones borrosa reflexivas
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sobre el dominio de los mundos posibles. Ademas, atendiendo a la preponderancia que tienen los
conjuntos borrosos normales en la modelizacién del razonamiento borroso, trataremos de caracteri-
zarlos en términos de esas aproximaciones superiores. Luego usando ese vinculo, flexibilizaremos
la definicién clasica de consecuencia légica, con el propésito de obtener diferentes familias de rela-
ciones de consecuencia basadas en similitud, algunas de las cuales resultaran ser bien conocidas en
la literatura. En particular nos concentraremos en las relaciones de consecuencia aproximadas y
de proximidad, describiendo sus propiedades y completando su caracterizacién.

Paso seguido, nos impondremos el objetivo de capturar axiomdaticamente esas dos relaciones
de consecuencia. Para lo cudl utilizaremos dos enfoques, uno condicional y otro modal. Dentro
de cada uno de ellos consideraremos dos estrategias una bivaluda pero con operadores multiples y
otra multivaluada pero con sélo dos operadores.

Luego, con el objetivo de conseguir un marco donde fuera posible representar y combinar en
un mismo formalismo las nociones de verosimilitud, incertidumbre y vaguedad, extenderemos la
caracterizaciéon semantica ya mencionada, permitiendo asociar interpretaciones multivaluada a los
mundos. Esta nueva seméntica serd capturada con una légica bimodal multivaluada.

Con el objetivo de poder presentar las relaciones de consecuencia légica basadas en similitud
en un contexto mas abstracto que permita compararlas y ubicarlas en relacién a otros modelos
es que propondremos varias definiciones abstractas al estilo tarkiano de las consecuencias légicas
borrosas.

Finalmente, combinaremos los modelos de razonamiento basados en similitud con otros, tales
como los contrafacticos y los nomondtonos. Completaremos nuestro trabajo formulando aplica-
ciones al Cambio y a la Actualizacién de Teorias de las medidas de similitud.

Resumiendo, los objetivos de esta memoria seran:

1. Recuperar la propuesta seméntica de Ruspini y plasmarla de una estructura concreta como
es la Kripke. Generalizar dicha semdntica, en el sentido de no solo considerar el caso de una
relacion de equivalencia borrosa.

2. Marcar la diferencia, dentro del contexto de esta semantica, entre el razonamiento posibilistico
y el basado en similitud.

3. Analizar dentro de la semdantica propuesta diferentes relaciones de consecuencia graduada
presentes en la literatura dando una interpretacién que es extension natural de la clasica en
términos de conjuntos difusos.

4. Establecer varias légicas que capturen dicha semdntica y describir las diferentes relaciones
de consecuencias graduadas dentro de ellas.

5. Establecer un vinculo entre los nociones formales (sintacticas y semdnticas) propuestas y
otros enfoques de razonamiento basado en similitud como son los de Klawonn y Castro, y de
Boixader y Jacas.

6. Establecer la relacién entre las nociones de consecuencia graduada que surgen en el contexto
semantico indicados en esta memoria y las nociones generalizadas de la consecuencia légica
en el contexto difuso.

7. Proponer modelos de razonamiento no-mondétono y cotraficticos, como asi también de Cam-
bio y de Actualizacién de Teorias, basados en similitud.

1.3 Trabajos Relacionados

Las relaciones borrosas reflexivas o, segin nuestra denominacién, aprorimaciones superiores son
una generalizacion de las bien conocidas relaciones de similitud borrosa definidas por Zadeh a fines
de la década del sesenta ([Zad71]) como generalizaciones de las relaciones de equivalencia.
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La mayor parte de los trabajos iniciales trataban de la aplicacién de estas relaciones al analisis de
agrupamientos (clusters). En la década de los ochenta, Trillas y Valverde vincularon las relaciones
de similitud borrosa con las conectivas de equivalencia en 16gica borrosa ([TV84]). En la década
de los noventa este tipo de relaciones borrosas comenzé a ser utilizado con el fin de obtener una
semantica de la 16gica borrosa y para construir un marco légico que permitiese tratar con sentencias
como "cerca de ¢”, "no lejos de ¢” o ”similar a ¢” siendo ¢ una proposicién. En 1991 Ruspini
publicé su semdntica para la 16gica borrosa basada en relaciones borrosas([Rus91]).

Sobre la base de este enfoque, Esteva, Garcia y Godo definen en [EGG95] implicaciones grad-
uadas que corresponden a diferentes clases de aproximacion. En nuestro trabajo, estas clases de
implicaciones graduadas son generalizadas mediante aproximaciones superiores en lugar de rela-
ciones de similitud. Adem4s, veremos que las aproximaciones superiores permiten interpretar las
implicaciones graduadas como una extensién natural de las implicaciones clasicas. Todos estos ele-
mentos semdnticos constituyen el nicleo de nuestro enfoque acerca del razonamiento por similitud
que deseamos formalizar sintacticamente.

Para realizar esta formalizacién, propondremos dos enfoques diferentes: Condicional e Inten-
cional. El propésito original de las logicas condicionales era proveer una herramienta formal para
el analisis del condicional subjuntivo en el lenguaje natural(véase [Nut80]). M4s recientemente, se
establecieron algunas conexiones entre las légicas condicionales por un lado y el razonamiento no
monoténico y la revisién de creencias por el otro (véanse [FHL94], [NC00]). Los sistemas condi-
cionales propuestos por Lewis ([Lew73]) son los que méas estrechamente relacionados estdn con
nuestras ideas sobre el razonamiento basado en similitud. Exploraremos esta conexién en el tltimo
capitulo, donde estudiaremos una reformulacién de la semdantica de sistemas de esferas definidos
por una medida de Consistencia e Implicacién.

Las légicas intensionales nuclean a los formalismos que incorporan operadores que reflejen “in-
tensién” ; usualmente mondicos y casi siempre no veritativos funcionales. Por ejemplo, Aristételes
propuso una nocién intensional para representar los futuros contingentes y Leibniz la propuso para
caracterizar la nocién moderna de necesidad. En general las logicas intensionales se asocian a las
modales y aqui las hemos distinguido para hacer més clara la presentacion. Las légica intensionales
han recibido siempre mucha atencién por parte de los filésofos y 16gicos, y, desde la publicacién
de la semdntica de Kripke ([Kri59a; Kri59b]), la nocién de mundos posibles estd inseparablemente
asociada a esta légica. En particular, en [EGG95] se presenta una teorfa tipo modelo de Kripke de
los operadores légicos graduados de necesidad y posibilidad para modelizar el razonamiento basado
en creencias.

A continuacidn, sintetizamos algunos de los antecedentes de cada una de nuestras formaliza-
ciones sintécticas:

Enfoque Multimodal Condicional En [Lia98], Liau define lo que denomina operadores de im-

plicacion residuada = and a:+> correspondientes a nuestro >, y su contraparte estricta,
respectivamente. Muestra cémo capturar la implicacién aproximada y de proximidad prop-
uestas en [DEG195] mediante estos operadores de implicacién. Sin embargo, sus consid-
eraciones son puramente semdnticas. Ademds, su motivacion es diferente, porque €l desea
formular un sistema légico en el que puedan ser combinados la incertidumbre cuantitativa y
cualitativa. Segun este autor, las teorias probabilistica, de Dempster-Shafer y posibilistica
pertenecen a la primera clase de incertidumbre, mientras que los “rough sets” y las teorias
no monoténicas pertenecen a la segunda clase. De hecho, sus operadores de implicacién
residuada pueden ser considerados generalizaciones graduadas de las relaciones posibilisticas
cualitativas [Dub86].

En [LL96], se propone una légica de la posibilidad condicional (CPL, sigla en inglés) basada
en la regla condicional de Dempster, pero como no considera ninguna t-norma, la CPL solo
es capaz de modelizar la implicacién basada en similitud cuando la relacion de similitud es
min-transitiva. Ademds, aunque los autores exhiben en el apéndice un sistema axiomatico
para la CPL, no establecen el resultado de completitud. Mencionan que su principal dificul-
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tad para poder obtener un resultado de completitud radica en la infinitud del lenguaje. Este
problema es diferente del nuestro porque nosotros debemos considerar un lenguaje finito para
axiomatizar las propiedades de simetria y disyuncién a derecha.

Enfoque Condicional Multivaluado Este enfoque se inspira en el trabajo de Hajek et al.
([HGE00]), donde las medidas de incertidumbre de las proposiciones clésicas se interpretan
como valores veritativos de algunas proposiciones borrosas asociadas a las clasicas. En par-
ticular, introducen el operador binario P(|) cuya interpretacion intencionada es en términos
de probabilidad condicional, y formalizan la nocién de probabilidad condicional usando la
légica LII. Consideran una estructura probabilistica de Kripke K = (W, u, =) dénde W y
E son como en nuestros modelos, y u es una medida de probabilidad finitamente aditiva
sobre el conjunto potencia de W. En su caso, no es necesario fijar W = (1, es decir, hacer
que W sea igual al conjunto de todas las interpretaciones booleanas, porque demuestran que
para cada estructura probabilistica general de Kripke K = (W, u, |£), existe una estructura
particular (Qw, u*, =) que satisface las mismas férmulas modales que K. En nuestro caso,
un resultado similar es imposible porque podemos tener, en el caso general , dos mundos
que satisfacen las mismas férmulas proposicionales pero que poseen diferente similitud con
el resto de los mundos y, por lo tanto, no pueden ser reducidos a uno solo que satisfaga las
mismas férmulas.

Enfoque Intencional Multimodal Las Modalidades Graduadas son una herramienta bien cono-
cida en Filosofia y Computacién. Varios autores, por ejemplo Goble [Glo70], Fine [Fin72],
Fattorosi-Barnaba y De Caro [FD85], formulan operadores modales graduados O, (con
n € N) interpretados como “hay mds de (o por lo menos) n mundos accesibles tal que...”. Los
lenguajes graduados con esta interpretacién fueron aplicados a las dreas de légica epistémica
[HM92] y cuantificadores generalizados [HR91]. Pero aqui, adoptaremos un marco conceptual
y caracteristicas técnicas completamente diferentes de aquellos. Nuestro enfoque multimodal
es mas coherente con los trabajos realizados en el marco del razonamiento aproximado. En
esta drea, se propusieron varios sistemas de 1dgica modal para formalizar diversos tipos de
modelos de razonamiento(véanse [HHET94; FH91; HK94].etc.). A continuacién, daremos
una breve descripcién de los trabajos mas proximos al nuestro:

e En [LL92; LL95], Liau y Lin definen un sistema multimodal como el que presentamos
aqui. Uno de los objetivo de ese trabajo es definir la relacién de su sistema modal con la
légica posibilistica y, por lo tanto, consideran modelos dénde la relacién R sélo satisface
la denominada propiedad serial, es decir, para todo w € W, sup,, ¢y R(w,w’) = 1.
Obviamente esta propiedad es mdas débil que la reflexividad, pero para modelizar la
verosimilitud no parece significativo considerar relaciones que no sean reflexivas, ya
que en ese caso la aplicacién correspondiente podria ser tal que la aproximacién p*
de una proposicién p no contendria al conjunto [p] de interpretaciones de p. En sus
articulos, Liau y Lin proponen una Légica Modal Cuantitativa (QML, sigla en inglés)
con G = [0, 1] y demuestran los siguientes resultados de completitud :

— El sistema axioméatico SK consistente de PL, K¢, K°, CO, OC, EX®¢, EX?, junto
con las reglas de inferencia M P y RN es completo respecto de la clase de modelos

Yo.

— El sistema axiomatico SKD = SK + D es completo respecto de la clase de modelos
Y.

— El sistema axiomatico SKT = SK + T es completo respecto de la clase de modelos
3.

e En [Suz97], se introduce un trabajo muy interesante. Allf, Suzuki propone una seméntica
maés general que la nuestra al considerar una funcién de accesibilidad borrosa parcial en

3Ver la seccién 1.5 para caracterizacién de las clases de modelos
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lugar de una funcién borrosa total, como en nuestro caso. También describe casi todas
las familias de sistemas modales que proponemos aqui. Pero sélo formula una légica de
relaciones de similitud cuando éstas son min-transitivas. Ademds, dnicamente establece
resultados de completitud para los casos en que el rango de la funcién borrosa parcial
es un subconjunto finito arbitrario de [0,1]. M4ds atn, la completitud fuerte no estd
disponible para el caso general. Sin embargo, pensamos que este trabajo es importante
porque alli se presentan algunos resultados generales que son extensiones naturales de
otros bien conocidos en la légica modal cldsica, como por ejemplo, la definicién de
F-filtracién, el teorema de interpolaciéon de Craig, etc.

e Finalmente, en [CF92] se propone otra légica similar a la nuestra. Esta es denominada
logica graduada basada en reticulos y contiene operadores modales O, formados para
todo a de una estructura reticular finita en lugar de nuestro conjunto enumerable G (i.e.
{0,1} C G C [0,1]). Los autores adoptan una seméntica que involucra a una familia
de relaciones de accesibilidad R, para cada « en el reticulo(también llamado modelo
multirrelacional en [FH91]). En el caso finito, mostraremos que, cuando las R, son
relaciones de equivalencia anidadas, su seméntica es equivalente a la nuestra que utiliza
relaciones de similitud.

Enfoque Intencional Multivaluado Han existido muchos intentos de mezclar la 16gica multi-
valuada y la l6gica modal, que obedecian a motivaciones muy diferentes. Desde el punto de
vista semdntico, estas logicas aceptan valuaciones borrosas (multivaluadas) y/o relaciones de
accesibilidad borrosas en un modelo de Kripke. En [Thi93] se proporciona un andlisis de
todas las semdanticas alternativas. Como Thiele informa, existen diferentes modos de encarar
el problema de cémo los valores de verdad de una férmula p en dos mundos w y w' pueden
combinarse con el “grado de accesibilidad” de w' desde w expresado en la forma R(w,w’).
Por ejemplo, en [DPT88], los autores introducen e investigan las modalidades graduadas en
busca de una légica para la teoria posibilistica. Sus ideas pueden introducirse del siguiente
modo, para todo nimero real « € [0, 1] se proporcionan operadores modales ¢, y O, con la
siguiente interpretacion:

Fu (@, Qap) = sup{lEu (W,p) | R(w,w') 2 a}
Fu (W, 0ap) = inf{lEn (Wp) | Rw,w') > a}

con M = (W,R,|=p), dénde =p es una interpretacién multivaluada, y w € W. Noétese
que si =) es una interpretacién booleana entonces las ultimas definiciones se reducirian a
aquellas dadas en nuestro enfoque multimodal. Ma&s atn, es facil verificar que ambos oper-
adores son interdefinibles, es decir, O,p = =< y—p. En [Mor99], el autor desea formular una
16gica modal S5 multivaluada modelando “rough sets” borrosos ([DP90; DP92b]) y asociar
los operadores <, y O, con el a-corte de aproximaciones superiores e inferiores, respecti-
vamente. Morikawa obtiene resultados de completitud para el caso en que el conjunto de
valores de verdad es finito.

Otras alternativas surgieron de una generalizacién mas directa de las definiciones clasicas
de necesidad y posibilidad. Es facil ver que las definiciones clasicas son equivalentes a las

siguientes:
Fu (W, 0p) = supyew(R(w,w)A Eu (W' p))
Fu (w,0p) = infuew(Rw,w') = Fum (W'p))

donde los cuantificadores existencial y universal son interpretados por operadores supremo
e infimo, respectivamente. Por lo general, la conjuncién estd asociada a una t-norma (p.
ej. Godel, Lukasiewicz o Producto), y la conectiva de “implicacién” tiene dos posibles inter-
pretaciones principales, ya sea como s-implicacién o como implicacién residuada.

Ying, en [Yin88], adopta la primer alternativa para representar un modelo de légica modal
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borrosa que utiliza el minimo como ¢-norma y el méximo como t-conorma. Formula la sigu-
iente condicién de satisfacibilidad:

Fu (w,Op) = supmin(R(w,w'),Fum (W',p))
Erv (w,0p) = infmax(l — R(w,w'),Em (W', D))

También en este caso, la logica es normal, y los operadores de necesidad y posibilidad son in-
terdefinibles. Bajo esa semdntica, en [Lia01], Liau propone una légica modal borrosa hibrida
la cual es presenta mediante reglas deductiva de Tableaux que demuestra correcta. Como en
nuestro caso, un resultado de completitud queda pendiente.

La segunda alternativa es adoptada por Fitting (véanse [Fit91; Fit92; Fit95]). El autor desea
modelizar el caso en que varios expertos, cada uno con su propia opinién sobre si una sentencia,
pes verdadera o falsa, y donde algunos dominan a otros, cooperan e interactian para producir
una solucién comin a un problema. La idea es representar el grado de acuerdo como un grado
de verdad. Ningin acuerdo es falsedad, acuerdo total es verdad. La dominancia entre unos y
otros se representa mediante la relacién de accesibilidad, tal que, 0 indica independencia y 1
representa sumision. Su légica incluye constantes de verdad que son la contraparte sintactica
de los valores de verdad, pero se limita al caso en que el conjunto de valores de verdad es
finito y la t-norma es min. Por lo tanto, su enfoque corresponde al caso finito de nuestra
légica FM(min) (ver capitulo 5 para una definicién).

Finalmente, debemos mencionar el trabajo de Héjek and Harmancové ([HH96]) como el en-
foque més cercano de nuestra logica FM(G, L) (ver capitulo 5). All{, los autores estudian una
l6gica modal sobre una extensién tipo Pavelka de la 1égica de infinitos valores de Lukasiewicz
(véanse [H4j95; Pan95]). Su légica es la contraparte multivaluada del sistema cldsico bien
conocido S5. Proponen un sistema axioméatico simple y elegante de su légica y demuestran
su completitud. Pero su semantica es menos general que la nuestra, porque toman modelos
de Kripke de la forma M = (W, |=ps) e interpretan el operador de necesidad como:

Fu (w,0p) = infuew(Fum (Wp))

Noétese que esto es equivalente a adoptar una relacién universal en nuestra seméntica (i.e.
Vw,w' : R(w,w") = 1). A diferencia de nuestra semantica, ésta, que es mucho mas simple,
siempre resulta normal (es decir, el axioma K es valido).

Como comentario final senalamos que nuestro enfoque es diferente del propuesto por Gabbay
en [Gab96] y [Gab97]. Alli, este autor propone un método de fibrado para construir légicas
borrosas modales. Se trata esencialmente de un método general para combinar dos légicas,
como por ejemplo la légica de infinitos valores de Lukasiewicz L y la 16gica modal normal
K. El resultado de aplicar este método de fibrado es una semantica apropiada para la nueva
légica, aunque esta técnica no proporciona un modo (al menos no directamente) de obtener
una axiomatizacién de la légica combinada. Asi, por ejemplo, los articulos mencionados de
Gabbay no hacen comentarios acerca del hecho de que la légica resultante Lo (K ( L)) (una
légica que vuelve borrosas la asignacion y la relacién de accesibilidad) no es normal.

En los tdltimos anos, se realizaron muchos trabajos dedicados a extender las nociones de oper-

adores de clausura, sistemas de clausura y relaciones de consecuencia desde la légica bivaluada a la
l6gica multivaluada. La definicién méas conocido de operadores de clausura multivaluados se debe
a Pavelka [Pav79]. El autor define estos operadores (en el sentido estdndar de Tarski [Tar56a])
como aplicaciones de conjuntos borrosos de féormulas en conjuntos borrosos de férmulas.

Por otro lado, Chakraborty extiende en [Cha88] el concepto de relacién de consecuencia definiendo

Relaciones de Consecuencia Graduada como relaciones borrosas entre conjuntos clasicos de férmulas

y férmulas que satisfacen propiedades tales como reflexividad, monotonia y corte. En [Ger96] Gerla

examina los vinculos entre los Operadores de Clausura Borrosa y las Relaciones de Consecuencia
Graduada. Castro et al. sefialan en [CTC94] que diversos métodos de razonamiento aproximado
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en Inteligencia Artificial no se encuentran cubiertos por las Relaciones de Consecuencia Graduada
e introducen un concepto mas general de Relacién de Consecuencia Borrosa.

La nocién de sistemas de clausura en un reticulo fue estudiada por primera vez por Ward
[War42]. Murali en [Mur91] retorna a este concepto y establece algunos resultados acerca de los
sistemas de clausura algebraicos e inductivos.

Maés recientemente, Biacino y Gerla en [BG99] proponen un estudio de operadores de clausura en
la teoria de conjuntos borrosos. En su trabajo, mencionan algunos conceptos como los operadores
de clausura en un reticulo, la nocién de continuidad y légicamente compacto para un operador
de clausura y la relacién entre compacticidad légica y ultraproducto. Mds aun, proporcionan un
modo candnico de aplicar el principio de extensiéon de Zadeh a un operador de clausura clasico
con el fin de obtener uno borroso. Asi, dado un operador de clausura clasico C, su definicién de
extension candnica C* de C' es:

C*(A)(p) = sup{e € [0, 1] | p € C(4a)}

para todo A € F(L) (dénde A, es el a-corte de A). En el mismo sentido, proponen extender un
sistema de clausura y una relaciéon de consecuencia y analizan la correspondencia entre las tres
extensiones candnicas. En este contexto, caracterizan la relacién de consecuencia graduada de
Chakroborty como asociada a un operador de clausura borrosa cuyos a-cortes son operadores de
clausura clésicos (como fue sefialado por Castro en [Cas94], para el caso general esto no es verdad).
Finalmente, exploran una légica de similitud desde un punto de vista abstracto y demuestran que
el enfoque de Ying ([Yin94]) puede ser anidado en su légica de similitud.

Respecto de la relacién entre razonamiento no monotdénico y razonamiento basado en similitud,
no conocemos ningun trabajo, exceptuando el nuestro, que estudien el tema. Por el contrario si
se conocen muchos trabajos dedicados a desarrollar diversos enfoques de razonamiento bajo: in-
formacién incompleta, incertidumbre y conocimiento parcialmente inconsistente. Algunos de ellos
son simbolicos y se basan en un marco légico o en la programacion légica; otros tienen una ori-
entaciéon mas numérica y utilizan probabilidades, funciones de creencias y plausibilidad, o posibili-
dades cualitativas. Aqui empleamos, como inspiracién, los modelos basados en expectativas prop-
uestos por Makinson y Gérdenfors [GM94]. Ese modelo se encuentra relacionado con la semdntica
basada en preferencias de la l6gica no monoténica originalmente considerada por Shoham [Sho87;
Sho88] e independientemente desarrollada por Makinson [Mak89], y Kraus, Lehmann y Magidor
[KLM90]. La idea detras de los modelos de preferencias es considerar que las preferencias de
un agente pueden modelizarse mediante un orden parcial entre modelos o conjuntos de modelos
(i.e. proposiciones). También, Makinson y Gérdenfors establecieron conexiones entre la l6gica no
monoténica y los mecanismos de revisién de creencias (véase también [GM91]), y entre ordenamien-
tos de expectativas y relaciones de atrincheramiento (entrenchment) epistémico, que utilizaremos
aqui.

Por otra parte, en [Sch97], Schlechta reduce la seméntica de condicionales contrafacticos de
Lewis y la seméntica de preferencias de las 1égicas no monoténicas a la nocién de distancia. En
nuestro trabajo, exploraremos este enfoque reduccionista empleando relaciones de similitud en
lugar de distancias.

Finalmente, en [RS95], Ryan y Schoobbens proponen una aplicacién de la nocién de verosimil-
itud a la Teoria de Cambio. Pero a diferencia de la nuestra, su interpretacién de dicha nocién es
cualitativa. Justamente, en nuestro trabajo la originalidad corresponde al enfoque cuantitativo.

1.4 Estructura de la tesis

La tesis se encuentra estructurada de la siguiente manera:

Capitulo 1: Primero, restringiremos el uso del término “sistema de razonamiento basado en
similitud” a un sistema de razonamiento aproximado que formaliza la nocién de verosimil-
itud. Luego, clarificaremos la distincién entre la nocién de verosimilitud y las nociones de
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incertidumbre y vaguedad, y describiremos las motivaciones generales de esta tesis.
Finalmente, en este capitulo, incluiremos todos los conocimientos previos necesarios y hare-
mos mencién de las investigaciones relacionadas.

Capitulo 2: Propondremos una caracterizacién de la verosimilitud en términos de aproxima-
ciones superiores. Utilizaremos estas relaciones borrosas para extender la nocién clasica de
consecuencia légica y para generar, de esta manera, diversas familias de consecuencia grad-
uada, algunas de ellas ya mencionadas en la literatura. De esta manera, veremos como cada
una de esas relacién de consecuencia aplica la nocién de verosimilitud, al considerar el grado
de consecuencia de ¥ dado un conjunto de férmulas I' como el grado de verosimilitud de
respecto de la informacién I'.

Concluiremos este capitulo definiendo una seméantica que sera utilizada a lo largo de toda la
tesis. Est4 se inspira en las ideas de Ruspini en [Rus91] y es capturada en una estructura de
Kripke.

Capitulo 3: Luego de mostrar cémo puede caracterizarse la nocién de verosimilitud mediante
relaciones borrosas reflexivas sobre el conjunto de modelos, proporcionaremos una primera
formalizacién sintactica de las relaciones de consecuencia basadas en similitud mediante una
l6gica condicional. Propondremos dos clases de sistemas: multicondicional y multivaluado.
En ambos casos presentaremos resultados de completitud para el caso de lenguajes finitos.

Capitulo 4: Dado que nuestros sistemas condicionales estdn restringidos a lenguajes finitos,

y que nos gustaria evitar este supuesto, introduciremos una légica intensional basada en
un lenguaje multimodal. Luego de introducir la sintaxis, presentaremos una coleccién de
sistemas modales. Se formulard una axiomatizacién para cada uno de ellos. También se
presentaran resultados de correctitud y completitud. Luego compararemos nuestra logica
con la Légica Posibilistica.
A continuacién mostraremos de qué manera es posible describir las relaciones de consecuencia
graduadas antes mencionadas en nuestra légica. Desde un punto de vista técnico, adaptamos
los métodos clasicos de modelos canénicos para demostrar completitud, y los de filtrado
para establecer la propiedad de modelo finito. La mayor parte de las contribuciones en este
capitulo fueron publicadas en [RGGI5b], [EGGRIT], y [RGGIS].

Capitulo 5: Con el objetivo de construir un marco general homogéneo dentro del cual representar
y combinar las nociones de verosimilitud, incertidumbre y vaguedad con el mismo formalismo,
propondremos una nueva légica modal. Su seméntica serd una extensién de la mencionada
mas arriba, con el fin de permitir interpretaciones multivaluadas (asociadas con cada mundo).
Su sintaxis serd una extension de la sintaxis definida en la légica Racional de Pavelka con dos
operadores modales. Nuevamente, se introduciran detalladamente varios sistemas modales
y se formularan los resultados de correctitud y completitud. Finalmente, estableceremos la
conexion entre la légica multimodal y la légica modal multivaluada. Técnicamente, uno de
los puntos principales aqui es la utilizacién y adaptacién de la teoria de correspondencia
entre la 16gica modal y la légica de primer orden. Este capitulo elabora y generaliza las ideas
contenidas en [GR99).

Capitulo 6: Analizaremos y compararemos las relaciones de consecuencia basadas en similitud
con otras relaciones de consecuencia del razonamiento aproximado. Debido a la diversidad
de las formas de razonamiento aproximado desarrolladas en Inteligencia Artificial, la pre-
gunta que surge naturalmente es la de si podemos discernir algin patrén en esta diversidad,
esto es, si existen caracteristicas razonablemente generales que nos puedan ayudar a com-
prender cudles son sus similitudes y sus diferencias. Para responder esta pregunta, debemos
considerar una nocién abstracta de consecuencia que nos ofrezca un marco general dentro
del cual realizar el andlisis y la comparacién. Con este propdsito, resumiremos las nociones
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de operadores de clausura borrosa, sistemas de clausura y relaciones de consecuencia bor-
rosa formulados por diferentes autores. Luego introduciremos una nueva clase de operadores
de clausura borrosa que completan, generalizan y unifican los operadores previos. A contin-
uacion definiremos la axiomatica de los diferentes operadores de clausura borrosa y relaciones
de consecuencia borrosa, sus interrelaciones y los sistemas de clausura asociados a cada uno,
mediante varios teoremas de representacion. Finalmente, mostraremos que estas definiciones
capturan algunas Relaciones de Consecuencia usuales usadas en el Razonamiento Aproxi-
mado, como las Relaciones de Consecuencia Aproximada y de Proximidad, el Operador de
Inferencia Natural, la extensién canénica del operador de clausura clasico, y las 1égicas con
premisas aproximadas. Los resultados de este capitulo fueron publicados en forma abreviada
en [REGG99] y [REGGO00].

Capitulo 7: Hasta ahora, sélo hemos descrito y considerado sistemas de razonamiento basados
en similitud que satisfacen la propiedad monoténica, esto es, si T C T” son dos conjuntos
de férmulas y ¢ es una férmula, entonces el grado de verosimilitud de ¢ respecto de T" es
mayor que (o igual a) su grado respecto de T'. Sin embargo, si T'y T" contienen informacién
con diferentes valores de confianza o fiabilidad, bien podria ocurrir que aceptemos la cercania
de ¢ a T, pero una nueva férmula en 7", agregada a T, puede contradecir las bases que nos
llevaron a considerar que v era cercana a T'. Por lo tanto, si se considera la nueva férmula maés
fiable que la antigua razon para sostener la cercania de 1, no necesariamente continuaremos
aceptando ¢ con el mismo grado de proximidad que antes.

De esta manera, con el objetivo de explorar una versién no monoténica del razonamiento
basado en similitud, seguiremos algunas de las ideas de Schlechta en [Sch97]. Alli, reduce
la nocién de razonamiento no monotdnico a la nocién de distancia. Aqui, proponemos la
posibilidad de considerar la similitud, en lugar de la distancia, como la nocién central medi-
ante la cual definir operadores de revisién de teorias y razonamiento no monoténico. En este
sentido, estudiaremos sistemas de esferas definidos por medidas de consistencia e implicacion.
Finalmente, relacionaremos esos sistemas de esferas con el ordenamiento entre férmulas a la
Gérdenfors y Makinson.

Las contribuciones principales de este capitulo fueron publicadas en [RGG95a], [RGG96] y
[GROO]

Capitulo 8: Concluimos nuestra tesis resumiendo las contribuciones principales, enumerando
cudles son los problemas abiertos remanentes mas interesantes, y describiendo los temas de
investigacién que serdn encarados en el futuro inmediato.

1.5 Semantica utilizada

Como ya fue mencionado y justificado en la introduccién del presente capitulo, la interpretacién
que daremos de la nocién de verosimilitud serd en términos de una relacién de similitud borrosa
entre modelos. Cabe preguntarse entonces cual serd la estructura de modelo que represente formal-
mente ese esquema de interpretacién. Como se sabe hay muchas teorias de modelo alternativas,
la mayoria de las cuales utiliza el concepto kripkiano de mundo posible. Las més conocidas son
la de modelo relacional ([Kri59b], la de modelo con funcién de seleccién ([Lew73]) y la de modelo
de vecindad ([Mon74]). Las dos primeras semdnticas son equivalentes y por eso prescindiremos de
la segunda hasta el capitulo 7 cuando mencionemos los sistemas de esferas. El tercero permite la
modelizacién de légicas no normales, la cual abordaremos lateralmente en el Capitulo 5. Aquii,
nos decidiremos por la formulacién relacional de Kripke como estructura seméntica por resultar
la més natural al incluir explicitamente una relaciéon entre mundos. Por lo tanto, en el resto del
trabajo consideraremos una estructura de modelo relacional M = (W, R, =) (comun a todos
los capitulos) donde W serd el conjunto de mundos posibles, R serd una L-relacién borrosa so-
bre W, ie. R: W x W — L donde L es un reticulo, y |=p estard definida como una funcién
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con dominio W x Prop y rango {0,1}, en el caso bi-valuado, o como una funcién con el mismo
dominio pero con rango en L en el caso multivaluado. En ambos casos, |=p¢ indicard, para cada
mundo, una asignacién de valores de verdad para las variables proposicionales (Prop) del lenguaje
L. La relacién borrosa R corresponderd a la medida de aproximacién mencionada en los parrafos
anteriores, de aqui la razén para elegir la semantica relacional. En algunos casos seran consider-
adas algunas restricciones o condiciones particulares sobre esta estructura. Por ejemplo a veces se
pedird que el reticulo L esté provisto de una operacién interna ®, o serd restringido a una cadena
{0,1} C G C [0,1], y en otras oportunidades se establecerd que el conjunto W sea finito o que
quede fijado en el conjunto de todos los modelos booleanos de un lenguaje L.
En los diferentes capitulos tomaremos en consideracién las siguientes clases de modelos?:

Yt = {(W,R,[E) | R es una relacién borrosa },

L = {(W,R,E)| R es una relacién borrosa serial},

2 = {(W,R,E)| R es una relacién borrosa reflexiva },

vl = {(W,R,E) | R es una relacién borrosa reflexiva y simétrica },
vl = {(W,R,E) | R es una relacién borrosa reflexiva y ®-transitiva },
¥t = {(W,R,E)|R es una relacién de ®-similitud}.

siendo L un conjunto recursivamente enumerable y ® una operacién cerrada en L.

Ademas, usaremos los simbolos Ef+ y EiLf para denotar la subclase de £X (i € {1,2,3,4,®})
donde la relacién borrosa es ademds de separacién, y cuando el conjunto de mundos es finito,
respectivamente. Como es obvio, tendremos que Xf 2 £ D ¥ D £, %F D ©L y por lo tanto,
sus correspondientes conjuntos de férmulas validas satisfacerdn la inclusién inversa.

4Como se mencionars en el apartado 9.4 esta clase de modelos recibe el nombre mas apropiado de marco



Capitulo 2

Aproximaciones Superiores y
Consecuencilas Graduadas.

En este capitulo, propondremos una familia de medidas de proximidad que llamaremos aproxi-
maciones superioriores y que seran mds generales que las bien conocidas funciones de similitud.
Demostraremos que esta familia tiene una correspondencia biunivoca con los conjuntos borrosos
normalizados. Utilizando estas medidas de proximidad, presentaremos varias nociones de conse-
cuencia graduadas que resultardn extensionales respecto de la clasica. Finalmente, daremos algunos
ejemplos del uso de esas nociones de consecuencia graduada aplicados al razonamiento en casos y
a interpolacién.

2.1 Un Ejemplo motivador:

Para fijar algunas ideas generales sobre cual es el tipo de razonamiento que pretendemos caracteri-
zar, consideremos el siguiente consejo de un experto en finanzas para pequenos inversores:

Si Ud. tiene ahorrados entre $ 10.000 y $ 25.000 (p)
entonces
Ud. deberfa reservarse $ 5.000 (q1)
e

invertir el resto de su capital en la Bolsa  (¢2)

Supongamos ademds que el monto minimo de inversién en Bolsa es de $ 5000 (T') y que tan
s6lo se dispone de $ 9.500 (p'). Considerando el auge de las inversiones bursatiles, nadie esperaria
ahorrar los $ 500 faltantes para aceptar el consejo e invertir parte de sus ahorros. En tal sentido,
el eventual inversor tomaria la decisién de asumir el riesgo de conservar una suma menor de dinero
como resguardo y colocar el resto en la Bolsa. Seria de esperar que se minimizara haciendo que el
monto de la reserva ¢’ esté tan cercano al sugerido g1 como p' lo esté de p. Obviamente, en este
caso la nocién de cercania viene dada por la estructura métrica con que estd equipada la unidad
monetaria. Ahora bien, usando un modelo de razonamiento clasico, esta pequena toma de decisién
no puede ser modelada, puesto que p’ = p y por lo tanto p’ A [p = (q1 A ¢2)] A4 ¢1.

Cabe preguntarse entonces qué tipos de modelos de razonamiento necesitamos, y qué propiedades
son razonables requerir de éstos. La intuicién indicaria que si bien de p’ no se deduce cldsicamente p,
no esté lejos de hacerlo, y por lo tanto seria deseable disponer de una “medida” que nos permitiera
establecer en que grado una proposicién deduce otra. Por otra parte, seria esperable también
que las reglas que modelizan consejos como el de nuestro ejemplo sean flexibles y robustas en el
sentido que me aseguren que estando préximo a satisfacer sus precondiciones estaremos préximos
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a satisfacer sus poscondiciones.

Volviendo al ejemplo, supongamos que nuestro lenguaje ademds de las proposiciones clésicas,
cuenta con sélo tres variables XY, Z que representaran el dinero disponible, el de resguardo y el
de inversién, respectivamente. Asumamos ademds, que disponemos de un conjunto de constantes
0,1,2,....,1000, 1001, ...., 2000, ... que corresponden a montos de dinero y expresiones del tipo X =
r oY =y o Z = z tales que z, y, z son una de las constantes anteriores. Si cada modelo
es restringido a aceptar un unico valor de instanciacién para las variables X, Y y Z, entonces
podemos considerar dichos valores como una forma de indexacién de los modelos, i.e. podemos
interpretarlos como puntos de un espacio tridimensional con ejes (X,Y,Z). Note que la regla
propuesta establece dependencias entre los valores que pueden tomar esas tres variables, como por
ejemplo que Z = X — Y. Supongamos ahora que a cada proposicién cldsica le asociamos una
proposicién borrosa que es a su vez caracterizada por un conjunto borroso de modelos cuyo niicleo
es el conjunto de modelos de la proposicién original. Asi, podemos graficar el plano de modelos
proyectados sobre (X,Y"), donde tiene influencia la parte p — ¢l de la regla de nuestro ejemplo,
como sigue:

_{ 10000

_| 5000

.

T
5000 10000 25000

dénde las funciones graficadas (por debajo y en el costado izquierdo) representan los conjuntos
borrosos de modelos asociados a las proposiciones borrosas p* y ¢1*, que tienen como nucleo los
modelos de las proposiciones clasicas p y g1, respectivamente. La linea en el centro del grafico
representa los modelos donde la regla es verdadera, i.e. los mundos donde $ 10.000 < X < §
25.000 y Y = $ 5.000 satisfacen plenamente a la regla. En cambio cada modelo que aparece en
la parte sombreada (representados por ¥ < X, $ 5.000 < X < $ 30.000y $ 0 <Y < $ 10.000)
la satisface parcialmente, en un grado que depende de cuan alejado esté del nicleo (la linea en el
centro). Finalmente los modelos que aparecen en la zona blanca no satisfacen la regla.

La restriccién de inversiéon minima condiciona ain més la satisfactibilidad y algunos modelos
de la parte sombreada dejan de ser aceptables y el grafico anterior queda como sigue:
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YJL

_{ 10000

_| 5000

.

T
5000 10000 25000

e

qt*
/
S

En una situacién como la planteada, donde sélo contamos con un monto de dinero entre $ 5.000
y $ 10.000, la flexibilizacién de la regla significa encontrar una interpretacién mas permisiva que
cubra a la familia de reglas: “Si X = § 10.000 entonces Y = § 5.000”, “Si X = $ 9.999 entonces
Y = $ 49997, “Si X = § 9.998 entonces Y = $ 4.998” y asf siguiendo. Nuestra idea es emular
esta familia con un mecanismo que sea representacional y computacionalmente méas econémico,
teniendo en cuenta que tan cercano como esté el dinero que disponemos a los $ 10.000, lo estara la
reserva que tomaremos a los $ 5.000. Esta idea lleva implicita la suposicién que estamos buscando
satisfacer lo mas posible la regla de inversién y en tal sentido no serd esperable ni deseable una
invercién, por ejemplo, del total de los $ 9.500. Lo que en definitiva senala nuestro ejemplo es la
necesidad de una nocién de consecuencia mas débil que la clasica pero conservativa respecto de
ella, es decir una nocién que nos permita realizar las inferencias usuales en una légica clésica y
mas. Ademas el ejemplo resalta el rol que para nosotros jugara el concepto de cercania en el tipo
de razonamiento a modelar.

En términos maés precisos, el patrén inferencial que pretendemos caracterizar serd uno denom-
inado silogismo eztrapolativo y que puede ser esquematizado de la siguiente manera:

P es cercano a ser verdadero
P aprozimadamente implica q
q no estd lejos de ser verdadero

donde cercano, aprorimadamente y no estd lejos son expresiones relativas a una nocién de me-
dida, mientras p y g son proposiciones cldsicas.

En nuestro ejemplo aparecen involucradas dos nociones diferentes de inferencia aproximada.
Por un lado buscamos determinar que p es aproximadamente verdadero a partir de conocer p'.
Para modelizarlo, una idea es utilizar una medida entre modelos que nos permita dar cuenta del
grado de proximidad de la proposicién p a la p'. En una primera instancia podriamos decir que p'
deduce a p en grado « si podemos garantizar que todo modelo de p tiene algin modelo de p' a una
“distancia” menor o igual que el valor . Graficamente eso seria:
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i

P =P

Por otro lado buscamos que las reglas nos garanticen en algin grado «a, que la cercania en la
satisfaccién de las premisas se corresponda con cercania en la satisfaccion de las conclusiones.
Gréaficamente podria representarse de la siguiente forma:

@ p=g

Noétese que esta nocién de consecuencia es mas fuerte que la anterior dado que no sélo pide que
los modelos de p sean a-cercanos a los modelos de ¢, sino también que todo modelo 3-cercano a p
deberd ser a-cercanos a los -cercanos modelos de ¢, para cualquier (.

Estas dos nociones de inferencia son también las que aparecen involucradas en el silogismo
extrapolativo y serdn las que analizaremos, formalizaremos y compararemos, a lo largo de todo
nuestro trabajo.

2.2 Similitud y Conjuntos Borrosos

Una de las posibles seménticas de los conjuntos borrosos es en términos de similitud (ver [EGG94b)),
especificando el grado de pertenencia de un elemento a un conjunto borroso como el grado de
proximidad entre él y los casos paradigmaticos o prototipicos del conjunto dado.

Con esa idea en mente, en [Nii87] pag.143, una nocién de conjunto borroso es presentada como una
definicién extensional al estilo de Zadeh pero donde los grados de membrecia corresponden a grados
de similitud o indistiguibilidad respecto a los casos mdas paradigméticos. Mas especificamente,
Niiniluoto supone que un concepto vago ® es representado por un conjunto de casos paradigmaticos
©1,---,pn en un universo U y una medida S para establecer el grado de similitud entre elementos
de U. Entonces cada elemento ¢ de U tiene un grado ue (1) de pertenencia a la extensién de ®.
Mis atin, él sefiala que es muy natural tomar los valores de la funcién pe (1) como:

pa() = sup  S(¥,¢i)

i=1,...,n

Niiniluoto no va mds alld en su propuesta, y no presenta ni definiciones formales ni condiciones
sobre la funcién de similitud S.

La misma idea (pero més sofisticada) es usada por Klawonn en [Kla94] (ver también [KN96]).
Alli; el autor considera el problema de interpolacién borrosa de una funcién f: Xy, x, ..., x, X, —
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Y por medio de un conjunto F' de valores de entrada-salida, i.e., F' = {mgi), . a:%i) Ly | f@;@, . m%

y D =1,...,r)}
Los elementos de F', que podrian ser dados por un experto o corresponder a datos experimen-
tales, son tomados como prototipos. Para cada conjunto prototipico P de un dominio D y dada

una relacién borrosa Sp sobre cada dominio (donde D serd o bien X, o bien Xs o bien ..., o
Xp, 0Y), se define un conjunto borroso como: pp(z) = sup{Sp(z,p) | p € P C D}. Con esas
funciones de pertenencia, él busca obtener el valor y de la funcién f para una tupla (z1,...,zy)

basada en la hipétesis que, si tanto z1 y asgi), como Ty y a:gi), y asi siguiendo hasta z,, y ng) son

todos muy similares, entonces es razonable elegir como valor y, uno que sea muy similar a y(

(donde i = 1,...,7). Esa idea es expresada por la siguiente ecuacion:
Pl ) = max (el (y)}
ie{l,...,r}
donde

it (y) = min{p, i (£1); - 1,0 (@), pyo (¥)}
Esta formulacién da una interpretaciéon del conocido método de Mandani ([Man77]) y considera
cada par entrada-salida como un elemento de una relacién y la funcién de membrecia p*®e(y)
corresponde a un grado de compatibilidad entre esos elementos y el formado por la nueva entrada
y la salida y. Este punto nos permitird después sefialar una importante diferencia con muestro
enfoque.

Ambos ejemplos muestran como la nocién de similitud puede ser usada para dar cuenta de la
indistinguibilidad entre objetos de un dominio U y como a través de esta puede definirse funciones
de pertenencia a la Zadeh. Pero tal como lo sefialan Castro y Klawonn en [KC95], la relacién
entre similitud y conjuntos borrosos es aun maés imbricada. Ellos demuestran que ain cuando las
medidas de similitud no sean el medio a través del cual se definan los conjuntos borrosos, hay una
indistinguibilidad inherente a cada conjunto borroso que es imposible salvar a la hora de utilizarlos
en razonamiento aproximado. De hecho, ellos logran determinar para cada conjunto borroso cual es
la medida de indistiguibilidad asociada y que rol juega al momento de hacer procesos inferenciales.
Estos resultados, vienen a demostrar que la nocién de similitud no sélo es una buena herramienta
para describir conjuntos borrosos, sino que es imprescindible para tal descripcién.

Muchos autores estan de acuerdo en considerar a las relaciones de la equivalencia borrosa como
la forma natural de representar la indistinguibilidad. Esa eleccion es justificada por el teorema de
representacién de Valverde.

Teorema 2.1 ([Val85]) Una relacién binaria borrosa S, definida desde pares de elementos de un
universo U a elementos de un reticulado L, es una relacion de equivalencia borrosa si y sdlo st
existe una familia H de conjuntos borrosos en U tal que

S(u,u') = inf {min((h(u) @ h(u)), (h(u) ©= h(u)))}

para todo v y u' en U. Cada conjunto borroso h € U es llamado un generador de S.

Asi una relacién de equivalencia borrosa S nos permite definir un conjunto borroso normalizado
A* de elementos cercanos a A C U de la siguiente manera:

pra-(u) = sup S(u,u’).
u' €A

Reciprocamente, de cualquier conjunto borroso normalizado ® en U se puede derivar una
relacion de equivalencia borrosa S y un subconjunto clasico no-vacio ®. tal ese

@ = {u|pa(u) =1}y
S(u, u') = min(ps (u) @= pe(u'), pe(v') ©— pao(u)).

i)

)=
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Este resultado justifica formalmente la idea de que un grado de pertenencia de un elemento a un
conjunto borroso us (u) puede ser interpretado como el grado de similitud entre u y los prototipos de
® representados en el conjunto @, i.e., e, (1) = sup, cp. min(ue(u) @—= po(u'), pe(u') @— pe(u)) =
sup, e, (1 ®—= pa(u)) = pe(u). Es importante senalar que, tal como fuera probado en [EGG94b],
si a partir de un conjunto clisico A y una ®-similitud S se define un conjunto borroso A* y desde
este dltimo se intenta obtener una relacién de ®-similitud S’ segun la formulacién anterior, en-
tonces la resultante S’ serd mas general que la original (i.e., aumenta el grado de indistinguibilidad,
Yw,w': S(w,w") < 5'(w,w"))

No obstante, en esta tesis, nos proponemos ser lo méas generales posible y por esos utilizaremos
funciones mas débiles que las de equivalencia borrosa. Justamente la préxima proposicién nos
marca un limite para ese debilitamiento.

Proposicién 2.1 Un conjunto borroso ® € U” es normal si y solamente si existe un conjunto
. £ O (representando el nicleo de ®) y una relacién borrosa reflexiva R : U x U — L tal que

pe(u') = sup{R(uv', u)|u € ®.}

Prueba: Para verificar la proposicion en el sentido de derecha a izquierda es suficiente chequear
que pg es una funcién. Pero eso es trivial.

Para probar la otra direccién, sélo es necesario elegir &, = {u | pue (u) = 1} = {®}; (i-e., el 1-corte
de @) y

1 Siu' =u
R(u',u) =< po(u') Siu € o,
oy €L Siu¢ @,

donde a,,,, puede ser cualquier valor arbitrario en el reticulado L. O

Notese que en general, si a partir de una relacién borrosa reflexiva obtendremos un conjunto
borroso, a partir de este no podemos recuperar la relaciéon que lo generé. A lo sumos si elegimos
ou = 1 en la construccién anterior, podremos garantizar que la obtenida en segundo término es
menos especifica que la original. De ahora en adelante, y debido a nuestro interés en caracterizar
patrones inferenciales extensionales de los cldsicos, concentraremos nuestra atencién en conjuntos
borrosos normales con los modelos de la l6gica proposicional cldsica como universo del discurso.
En ese contexto el tltimo teorema senala que si I' es un conjunto de proposiciones en el lenguaje
proposicional £, del cual  es su conjunto de interpretaciones booleanas, entonces una relacién
reflexiva borrosa induce un conjunto borroso [[']*, donde [['] denota el conjunto (cldsico) de los
modelos de T (el conjunto de interpretaciones donde T' es verdadero). Nosotros podemos asociar
al conjunto [T']* la proposicién borrosa I'*. Intuitivamente I'* significa aprozimadamente T', o no
lejos de T', donde “aproximadamente”, “no lejos de” es matematicamente expresado por la relacién
reflexiva borrosa R. Notar que esta nocién de “proximidad” no es un morfismo respecto de todos
los operadores 16gicos. Por ejemplo en el caso de la interseccidn, aprozimadamente Ty (T2, en el
sentido de [y () T'2]*, no es necesariamente equivalente a aprozimadamente I'y y aprozimadamente
Ty, en el sentido de [[';]* ([T2]*. De aqui en més,  denotars al conjunto de conjuntos de férmulas
en L cuyos elementos, @, serdn maximalmente consistentes.

2.3 Conjuntos borrosos, Consistencia y Consecuencia Grad-
uadas
En esta seccion, la nocién de relacion de consecuencia cléasica es extendida haciendo uso de la teoria

algebraica de los conjuntos borrosos sobre el universo de modelos booleanos 2. Clasicamente, se
dice que un conjunto de férmulas I' deduce una férmula ¢ en el contexto de una teoria T' (donde
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eventualmente T podria ser vacia), si el conjunto de modelos satisfaciendo simultdneamente a I' y
T esta incluido en el conjunto de modelos que satisfacen v, i.e.,

I'Er v <= (T1)) € [¥]

También la nocién de consistencia serd extendida. Recordemos que clasicamente dos conjuntos de
férmulas son consistentes si existe algin modelo que los satisfaga a ambos simultdneamente, i.e.,

2] (\[F2] # 0

Ahora para debilitar esas dos nociones, reemplazaremos en las definiciones las operaciones
clasicas de inclusién e intersecciéon entre conjuntos, por sus correspondientes versiones borrosas.
En ese sentido, primero definiremos la funcién que denominaremos aplicacién de aproximacion, la
cual asocia a cada conjunto de proposiciones clasico I' uno borroso [[']*.

Definicién 2.1 Una funcidn % : P(L) — QL es denominada una aplicacién de aprozimacion
superior si [['] < [[']*, donde < representa el orden puniual entre conjuntos borrosos (i.e. si Ay B
son dos conjuntos borrosos en el universo del discurso U entonces A < B si y sdlo si A(u) < B(u)
para todo elemento u en U ).

Intuitivamente, * asignard a todo conjunto de férmulas cldsico I' un conjunto borroso de mod-
elos [I']* (que serd leido como aprozimadamente I') tal que su nicleo contiene a todos los modelos
del conjunto de férmulas de partida. Una funcién particular que nos permitira hablar de exten-
sionalidad serd aquella aplicacién de aproximacién superior que a cualquier conjunto de féormulas
le hace corresponder exactamente el conjunto de sus modelos. De aqui en adelante nos referiremos
a este tipo de aplicaciones como de aproximacién a secas.

Para abreviar, cuando ¢ sea una sentencia del lenguaje £, escribiremos [¢]* en lugar de [{¢}]*.

La nocién de aplicacién de aproximacion puede ser empleada de diferentes maneras con el
propésito de generar relaciones de consecuencia graduadas a partir de la clasica. A continuacién,
presentaremos diferentes alternativas. Por razones que se aclarardn a medida que avancemos en
la presentacion, consideraremos por separado el caso en que la teoria T es vacia, del que no lo
es. Previamente vale la pena hacer algunas aclaraciones de notacién, como por ejemplo, que los
simbolos M, U indicardn las operaciones entre conjuntos borrosos de interseccién y unién (para
distinguirlos de los clasicos N y U), respectivamente y que los simbolos C, < representardn las
relaciones entre conjuntos borrosos correspondientes al grado de inclusién y el orden puntual entre
conjuntos borrosos. Asi, C tendra rango en el reticulo L, mientras que < serd una relacién con rango
{0,1}. Las definiciones de consecuencias graduadas a partir de una aplicacién de aproximacién que
se daran a continuacién no incluirdn todas las posibles alternativas. Las que hemos seleccionado
se corresponden con las intuiciones presentadas hasta aqui y las motivaciones de nuestro trabajo.

Definicién 2.2 Sean T, ¢ y a un conjunto de proposiciones, una proposicion y un elemento del
reticulo L (con su orden asociado <), respectivamente. Entonces la nocion ‘T’ deduce v en grado
a”(o equivalentemente, “ 1 es una a-consecuencia de I'”) puede ser alternativamente definida
como sigue' :

TRy <= a < [T]C [y (2.1)
Iy <= a < [T C [y (2.2)

M

1Otra alternativa definicién corresponde a:

T2y < a <[] C[¥]

la cual da cuenta de una nocién de consecuencia maés estricta que la clasica y que escapa a los objetivos de nuestro
estudio.
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La expresién a < A C B debe ser interpretada como indicando que el grado de inclusién de A
en B es mds grande o igual que a para A y B conjuntos borrosos.

En términos de interpretaciones o modelos, T’ |i—“w expresa que ¥ es un a-consecuencia de I' si
todo los modelos de T' estan por lo menos en la a-aproximacién del conjunto de los modelos de .
La idea que estd detras de este tipo de derivaciones es que aunque 1 no es exactamente verdadero
en el contexto de I' hay una proposicién cercana a y mas débil que 1, que es verdadera en el sentido
clasico. ,

El caso de I' E*¢) es otra interesante y més fuerte nocién de derivabilidad graduada. La idea
es expresar no sélo que cada modelo de I' es a-cercano a algin modelo de v, sino también que
cualquier modelo que esté cercano de algin modelo de I' también lo estard de algin modelo de .

Una cuestién que aparece rdpidamente es como extender las definiciones anteriores para los
casos en que se dispone de cierta informacién adicional expresada como un conjunto de férmulas
T. Una directa extension de esas relaciones de consecuencia podria ser presentadas como sigue:

Definicién 2.3 Sean T, ¢, a y T, un conjunto de proposiciones, una proposicion, un elemento
del reticulado L y una teoria, respectivamente. Entonces la nocion ‘U deduce v en grado o en el
contexto de T” (o equivalentemente, “ib es una a-consecuencia de T en presencia de T'”) puede
ser alternativamente definida como sigue:

[y a < (] N [T)C 4] (2.3)
Iy e a < (I) N [T])C [ (2.4)
[y e a < (0 N [T C [ (2.5)

En este caso la expresién a < (A M B) C C expresa que el grado de inclusién en C' de la in-
tereseccion entre A y B es mds grande o igual a «, siendo A, B y C conjuntos borrosos.

En todos los casos, denotaremos el grado de consecuencia entre un conjunto de férmulas I' y
una férmula ¢ como:

Thoy=supla [T ¢} 5 TR =supla|TEy)

donde 7 indica la clase de derivabilidad.

En el mismo sentido en que fuera extendida la nocién de derivabilidad, una extensién de la
nocién de consistencia puede ser confeccionada considerando que un conjunto de férmulas I'y es
a-consistente con respecto a otro conjunto de férmulas I'5 si la interseccién clésica entre el a-corte
de “aprozimadamente” T'1, i.e., [['1]%, y [['2] es no vacia. Mds formalmente:

Definicién 2.4 Dados dos conjuntos de formulas I'y y I's, diremos que 'y es a-consistente con
respecto a I's (denotada como I‘l&ﬁafg) si:

[ Mol <= [T1]5 ﬂ[rﬂ #0

Ademds, el grado de consistencia de 'y con respecto a T'y serd definido por 1“1?41“2 = sup{a |
—
INE NP

Note que tanto el grado de consistencia como la «a-consistencia son nociones no simétricas,
. — . — .
i.e., ['1<I'y puede ser diferente de I';><il’; y I'; puede ser a-consistente con respecto a I's pero no
suceder la inversa.

Hasta aqui, hemos presentado algunas generalizaciones borrosas de las relaciones de consecuen-
cia y de consistencia clasicas mediante aplicaciones de aproximacién, pero poco hemos dicho acerca
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de las propiedades que deben verificar esas aplicaciones en tanto son usadas para tal fin. Puesto
que pretendemos que las nuevas nociones incluyan a las cldsicas como casos particulares, parece
muy razonable el requerimiento ya formulado de

A1: V[ C £:[[] < [L]*.

Sin embargo esta propiedad es s6lo una condicién necesaria (pero no suficiente) para garantizar
que las nociones de consecuencias de las definiciones 2.2 y 2.3 sean extensionales en el sentido que
si 1) consecuencia clasica del conjunto I' entonces este deriva en grado 1 a . Dicha propiedad si
alcanza a establecer que los operadores presentados estdn ordenados segin un orden de generalidad

i 2
definido de la siguiente manera: si I' 2t/ entonces I' 24) con j < iy 1 < j,i < 3.
Adicionalmente, podria pensarse que la condicién A1 deberia ser estricta, o sea que el conjunto
original sea exactamente el nicleo:

A1: VI C L: [T =[T;.

Adems4s si tenemos en cuenta que es de esperar que el grado de proximidad de un modelo a una
reunién de conjuntos de modelos sea igual al “mejor” de los grados de proximidad entre dicho
modelo y cada conjunto, obtenemos la siguiente propiedad:

A2: VI' C L : (Si [['] = U [Ti], entonces [T]* = [ ;¢ [Ti]*)-

donde | | denota la unién de conjuntos borrosos definida por el supremo. Como se verd luego Al
vy A2 nos dardn las condiciones necesarias y suficientes para garantizar extensionalidad.

Considerando que en el caso clasico, la definicién de consistencia es simétrica, también parecia
valido estipular que el grado de consistencia entre dos conjuntos cualesquiera, sea independiente
del orden, lo cual nos lleva a establecer la siguiente condicién:

A3: VI,Ty C L,Va € L: (T1X, Ty < [N, Iy)

Finalmente, considerando que cldsicamente para cualquier terna de férmulas, si de p se deriva ¢
y de ¢ se deriva r entonces de p se deriva 7, lo cual es equivalente a pedir que si [p] C [q] v [¢] C [r]
entonces [p] C [r], surge inmediatamente la siguiente condicién graduada de transitividad:

A4: VFl,I‘Z,I‘g g C,Va,ﬂ eL: Si [Fl] g [F2]2¢ y [FQ] g [Fg]g entonces [Fl] g [F?’]:Y@B'

para alguna t-norma ®. Gréaficamente esto puede ser representado como sigue:
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Hasta ahora tampoco hemos mencionado nada acerca de qué tipo de operadores de inclusién e
interseccién entre conjuntos borrosos deberian ser usados para dar cuenta de las relaciones de
consecuencia deseadas. En la préxima seccién entraremos en esas cuestiones y daremos algunas
condiciones en tal sentido.

2.4 Aproximaciones topoldgicas

Como ya hemos mencionado en la introduccién, el grado de verosimilitud de una sentencia
depende de la proximidad entre los modelos que satisfacen ¥ y el o los modelos que caracterizan
“el mundo real”. En el mismo sentido, hemos hablado informalmente de esos grados de proximidad,
como si la proximidad entre modelos se pudiera medir, pero no hemos sugerido cémo deberia ser
tal medida, i.e., qué propiedades le deberian ser requeridas. La mayoria de los autores aceptan
que cualquier medida que trate de dar cuenta de la nocién de verosimilitud debe ser por lo menos
reflexiva, dado que es dificil justificar que entre los méas cercanos modelos a uno dado no esté este
presente. Sin embargo, vale la pena indicar que hay en la literatura algunas razonables propuestas
que no asumen a priori tal condicién. Entre ellas podemos citar la interpretacién de Goldblatt en
[Gol79] pag. 274, donde se considera la relacién de un elemento consigo mismo como su grado de
existencia.

Respecto de las propiedades de simetria y transitividad no existe el mismo consenso.

Por ejemplo, Tversky ha dado una base empirica para rechazar simetria. Sus experimentos
confirman la hipédtesis que cuando se evalia la similitud entre dos objetos a y b, se le da mas peso a
los rasgos que a tiene y que a b le faltan, en desmedro de los rasgos que b posee y que no aparecen
en a ([Tve77]).

En relacién a la transitividad aparecen las paradojas de caracterizaciéon de conceptos vagos tales
como la condicién de ser barato o ser calvo que dan argumentos suficientes para no aceptarla, por
lo menos en su versién fuerte.

Teniendo en cuenta estos antecedentes, y tratando de ser lo méas general posible, tomaremos
en consideracién una nociéon de medida de proximidad representada como una relacién borrosa
reflexiva (R : 2 x Q — L). Usando esta relacién reflexiva, podemos construir una aplicacién de
aproximacion superior que para cada conjunto de férmulas I' C £, asocia a su conjunto de modelos
booleanos el conjunto borroso, con universo €, [['1# definido como:

[1#(w') = sup{R(w',w) | w € [T} (2.6)

Es facil verificar que asi definida [[']# incluye a [[], y que # es distributiva respecto de la
unién, o sea que satisface las propiedades A1l y A2. De aqui en adelante, nos referiremos a
las aplicaciones que satisfacen estas dos condiciones como aplicaciones de aproximacién superior
topoldgicas o simplemente como aproximaciones topoldgicas.

Lo interesante es que las propiedades A1l y A2 caracterizan completamente tales aproxima-
ciones topoldgicas y por lo tanto ellos proveen una axiomatizacién de dichas aplicaciones.

Proposicién 2.2 Una aplicacion x : P(L) — QF, satisface A1 y A2 si y solo si eviste una
relacidn borrosa reflexiva R : Q x Q — L tal que [T']* es definida por (2.6) para cualquier conjunto
de proposiciones I'.

Prueba: Si x : P(L) — QF satisface A1 y A2 entonces la relacién definida por R(w',w) =
[@]*(w') 2, para todo w,w’ € Q cumple con la condicién buscada. O

Este resultado viene a reforzar lo que ya nos adelantaba la Proposicién 2.1,las aproximaciones
topoldgicas son determinadas por conjuntos borrosos normales a través de la definicién (2.6).

2Recordemos que & es el conjunto maximal de férmulas que satisface el modelo w
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No es dificil verificar cudles son las propiedades necesarias para caracterizar aplicaciones de
aproximacién definidos por relaciones borrosas que satisfacen mas que reflexividad.

Proposicién 2.3 Dado una aplicacion de aprozimacion topoldgica * : P(L) — QF donde ahora el
reticulo tiene asociado una operacion ® denominada t-norma. Considerando la relacién borrosa
R en Q x Q — L definida a través del grado de consistencia como R(w',w) = & <1 &'. Enlonces
las siguientes condiciones suceden:

1. R es una separacion estricta si y solo si, x satisface A1’.
2. R es simétrica si y solo si, * satisface A2.

3. R es ®-lransitiva si y sélo si, * satisface A3.

Prueba: Para los casos 1 y 2 la prueba es obvia. Para el tercer caso, en la direccién derecha-
izquierda, basta tomar I'y,I's y I's como conjuntos de proposiciones maximalmente consistentes,
siendo duales a simples interpretaciones. Asi, las correspondientes condiciones para R son facilmente
verificables. En la otra direccién, la prueba (adaptada de [Rus91]) asume que a < [['1] C [[2]*,
que § < [[2] C [I'3]*, y que R es ®-transitiva, i.e.,

R(w,w") ® R(w',w") < R(w,w")

para todo mundo w,w’,w". Notemos que [I';] C [I';]* = inf,/_p, SUp,, 1, R(w,w")
Tomando supremos en ambos lados de esa desigualdad con respecto a los I's-mundos y puesto que
® es tomada continua, resulta:

sup [R(w,w")] ® R(w',w") < sup R(w,w")
w|:F3 W‘:FB

Dado que esa expresion es cierta para todo w’, en particular valdra para los w' |= I's y rescribiendo
lo anterior:

8 RW. < ol sup (A, )] & RW,w") < sup (R, )] © AW,
w' 2 w‘:l—‘g w‘:l—‘g

puesto que el primer término del centro es el grado de inclusién entre [I's] y [['s]*.
Aplicando transitividad entre las dos desigualdades anteriores obtenemos que:

89 R(w',w") < sup R(w,w"
wk=T3

Ahora es posible tomar el supremo sobre los mundos w’ que por la reduccién anterior son I's-
mundos. Asi
B® sup R(w',w") < sup R(w,w")
w":l—‘z w|:F3
Finalmente, como la desigualdad es cierta para todo mundo w' es particular lo seguird siendo si
tomamos w'' = T'y.

B® inf sup R(w,w')< inf sup R(w,w’)
w' ':Fl w’! ‘:FQ w'! ‘:Fl w':F;;

En ese caso, la expresién anterior puede ser enunciada como:

f®a <[] C )"
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2.5 Consecuencia graduada y aproximaciones superiores

En esta seccién, profundizaremos las conexiones entre las dos previas. Primero, generalizaremos las
definiciones de medidas de implicacién y consistencia propuestas por Ruspini en [Rus91]. Luego
presentaremos una generalizacion de las definiciones de consecuencia aproximada y de proximi-
dad tal como fueran definidas por Dubois et al. en [DEG'95]. Ademds daremos teoremas de
representacién para estas generalizaciones.

2.5.1 Consecuencia aproximada

Dada una relacién reflexiva borrosa R sobre 2 podemos generalizar trivialmente las medidas de
implicacién y consistencia propuestas por Ruspini, para pares de conjuntos de férmulas I' y A, en
L, de la siguiente manera:
IrR(A|T) = inf sup R(w,w'),
wel] yre[A]

Cr(A|T) = sup sup R(w,w’),
we[l w'€[A]

y definir la siguiente relacién de consecuencia graduada entre un conjunto arbitrario y una
proposicién.

Definicién 2.5 Consecuencia aproximada Siendo I' y ¢ un subconjunto y una formula de L,
respectivamente, diremos que 1 es una a-consecuencia de I', denotado por T' =% ¢, si Ir(y | T') >
a.

Observacion 2.1 Es muy fdcil verificar que la relacidon de consecuencia definida como 2.1 es
equivalente a la anterior consecuencia aproximada si la aplicacion es una aprorimacion superior,

1
i.e., =% estd en la clase 2.

En lo que sigue, omitiremos el subindice R en =% siempre y cuando no haya ambigiiedad o
confusion posible. Reservaremos el simbolo |= para denotar la relacién de consecuencia booleana.

Definicién 2.6 Dada una familia de relaciones =*C P(L) x L con a € L, definimos las siguientes
propiedades de esa clase de relaciones.

A ( Anidamiento): Si I' - ¢, entonces I' F2 ¢ para § < a.

SC (Supra-clasica): T F1 ¢ si T = 9.

ST (Sub-trivial): T F° ¢ para todo T' C L y 4 € L.

OI (O aizquierda): T = ¢ sii 0 =" p w e Q : T C Q.

PI (Preservacién de Inclusion): Si ¢ |= ¢ entonces para todo & si & F ¢ entonces & F* ¢

Coo (Coordinacién):
oRy=\ N\ ok
{w'w v} {0l w'Ed}
donde
Wk d =sup{a|w >4}

PC (Preservacién de Consistencia): Si I es consistente ([['] #0), y T F* L entonces a = 0.
CI (Continuidad por la Izquierda): Si T' 5 v para todo 8 < «, entonces T - 1.

ESC (Estricta supra-clasica): para todo & ' ¢ sii & |= ).
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Sim (Simetria): para cualquier w,w' € Q, Vo € &' : O F* ¢ sii Vip € & 1 &' F* 4.
®-T (®-Transitividad): Si [ F* ¢ y o F7 ), entonces T F¥®F 4.
OD (O a derecha): & F* 4 sii eziste w' € Q tal que ¥ € W' y para toda férmula ¢ € w' : & F* ¢.

Proposicién 2.4 La familia de operadores de consecuencia aprozimada {|=%}acr generadas a
partir de una relacién reflexiva borrosa R, satisface las propiedades de: A (Anidamiento), SC
(Supra-clésica), ST (Sub-trivial), OI ( O a izquierda), PI (Preservacién de Inclusién), Coo (Co-
ordinacién), PC (Preservacién de Consistencia), CI (Continuidad por la Izquierda).

Mds ain, las relaciones de consecuencia graduada |=%, respectivamente verifican:

ESC (Estricta supra-cldsica): si R es una separacion estricta.

Sim (Simetria): si R es simétrica.

®-T (®-Transitividad): si R es ®-transitiva.

OD (O a derecha): si R satisface la maz-condicion, i.e., Ig(l' | &) = max{R(w,w') | T C &'}.

Prueba: Las primeras cinco propiedades son consecuencia inmediata de la definicién. Por ejemplo
anidamiento surge simplemente por la transitividad del orden en el reticulado L. Supra-clasicalidad
resulta directamente de la reflexividad de R. Sub-trivial se obtiene por considerar que la funcién
de proximidad es por definicién mayor o igual a cero. O a la izquierda se vuelve clara si se piensa
el infimo como una cuantificacién universal. Preservacion de inclusion es una consecuencia directa
del hecho que la medida de implicacién es monétona en su primer parametro. Mas interesante
es la propiedad de coordinacion. Su prueba aunque trivial no es evidente. Probemos las dos
desigualdades.

>) Si en la expresién \/{L‘;,| o=y} /\{¢\ gy @ ke ¢ tomamos el caso particular del infimo cuando
¢ = 1) obtenemos la férmula V{“;I‘UJ,':"/)}&J ke 1 cuyo valor es mds grande o igual a la
precedente. Como el supremo se vuelve vacuo la dltima formulacién es equivalente a @ e 9.

<) En este caso basta con probar que: R(w,w') < /\{d>\ o} W ke ¢. Para ello, sélo es necesario

reemplazar @ | ¢ por su definicién sup,,. 4 B(w,w"). Luego si tomamos w" = w' obtenemos
lo buscada dado que el infimo se vuelve vacuo. Asi:

okyv=\ Rww)< \/ N ok
('] "=y} ('] &' =9} {0l &' o}

Para demostrar que la relacién de consecuencia aproximada satisface la propiedad de preservacion
de consistencia sblo basta aplicar la definicién. Supongamos que I' es consistente, entonces I' |=% L
siy sélosi Ir(L | I') > a. Pero por definicién lo ltimo es igual al inf,,_p SUDPr | R(w,w"). Luego
como por hipétesis I' es consistente y puesto que no hay modelos que satisfagan a L la condicién
del supremo serd vacia y su valor serd cero para todo w que satisface a I'. Y asi o debera ser igual
a cero.
Para corroborar que se cumple continuidad a izquierda sélo es necesario tener en cuenta que si
Igr(y | T') > B para todo § < a también suceda que Ig() | I') > (supg., ) = a.
A su vez la comprobacién de las propiedades de estricta supra-cldsicalidad y simetria resulta de una
simple reescritura de las definiciones. La prueba de ®-transitividad es muy similar a la presentada
en el Ultimo teorema de la seccién anterior para la direccién de izquierda a derecha.
Finalmente la demostracién de O derecha es como sigue. Supongamos que R satisface la max-
condicién, entonces Ig(¢) | @) = max{R(w,w’) | ¢ € &'}. Sea w™ el modelo de 1) donde se alcanza
ese maximo. Luego R(w,w™) > a y por lo tanto como para toda ¢ € wt:a< R(w,wt) < Ir(o]
w) resultard que w E* ¢.

O
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Sin embargo, las relaciones de consecuencia graduada no satisfacen la propiedad de corte, i.e.,
puede suceder que I' =% ¢ y que TUp 74, con a, >0,y T' &7 9 con v > 0. Tomando T U 1)
inconsistente, i.e., tal que [['U)] = @, es facil construir un contraejemplo. Nétese que la propiedad
de preservacién de inclusién es una consecuencia de la propiedad de coordinacién.

Las relaciones de consecuencia aproximada pueden ser caracterizadas en términos de las propiedades
anteriores.

Teorema 2.2 Sea {F*},cr, una familia de relaciones binarias en P(L) x L satisfaciendo A, SC,
ST, OI, Coo, PC y CI. Entonces, existe una relacion borrosa reflexiva R en  tal que T' F* ¢
sit Ip(¢ | T) > a.

Prueba: Lo primero que necesitamos es asegurar la existencia de la relacién borrosa reflexiva. Si
actudramos con ligereza podriamos proponer que sea sup{« | & F* &'}. Pero eso no es posible por
la signatura de F, cuyo segundo parametro debe ser una féormula. Ahora si tomamos en cuenta
que en el caso cldsico un modelo w satisface un conjunto I' si y sélo si satisface todos y cada uno
de sus elementos, podemos inspirarnos y proponer que:

R(w,w') = /\ Ok o
{9l ' F¢}
La propiedad SC asegura que la asi definida relacién R es reflexiva. Ademas, T' =% 1) si y sélo si
(debido a OI) & % ¢ para todo w € 2, © D I" si y sélo si (por Anidamiento) a < @ | ¢ si y sélo
si (usando la propiedad de coordinacién)

a< \/ N ok

{o'| "=y} {9l @' =6}
lo cual, tomando en cuenta nuestra definicién de R, es equivalente a Ir(¢ | T') > a. O

Corolario 2.1 El teorema también sucede si la familia de relaciones {F*},cr, ademds satisface
ESC, Sim, ®-T o OD, probada que la relacion borrosa reflexiva R también es una separacion
estricta, simétrica, ®-transitiva o satisface la mazx-condicion, respectivamente.

La prueba consiste en testear que la relacién R definida en la prueba del teorema anterior
satisface las condiciones adicionales.

Una cuestion que surge naturalmente acerca de los modelos de razonamiento basado en aprox-
imaciones es como incluir en ellos la informacién sobre condiciones de contexto o restricciones
generales del dominio.

En el caso clasico, la forma més conocida de tomar en consideracién el conocimiento disponible

a priori es representarlo como un conjunto de férmulas 7' y sumarlas al conjunto de premisas, i.e.,
IF'ErysiysélosiTUT = 1.
La directa traslacion de esa formalizacién al caso de nuestra nocién de consecuencia aproximada
es también unir la teoria T' y el conjunto de premisas. Esta idea se corresponde con la nocién de
consecuencia 2.3 de la anterior seccién. Mas formalmente la definicién de consecuencia aproximada
con un contexto T', simbolizada por =% 7, es:

D¢ sii TUT ES 1.

O equivalentemente, I' =% 1 ¢ si y s6lo si Ir(¢|TUT) > a.

Parece muy natural aceptar rdpidamente, que esta nocién de consecuencia con contexto sat-
isfaga las propiedades mencionadas para el caso anterior, en que el contexto no era tenido en cuenta,
puesto que la definicién del primero se reduce a la del segundo. Siguiendo ese razonamiento el sigu-
iente teorema de caracterizacién puede ser propuesto.
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Teorema 2.3 Sea {F*},cr una familia de relaciones binarias anidadas en P(L) x L, i.e., F*C
P(L)YXL yT F* 1) implies T -7 ) para todo 8 < a, y sea T un conjunto consistente de proposiciones
en L. Si la familia {F*}ocr de relaciones de consecuencia satisface: OI (O a izquierda), ST
(Sub-Trivial), Coo (Coordinacién), PC (Preservacién de Consistencia), CI (Continuidad por
izquierda), y

SCr Supra Clésica restringida: T F1 ¢ si CUT =1

Entonces existe una familia de relaciones reflexivas R sobre el conjunto de modelos € tal que
I'F* 4 siy solo si para cada o € L resulta que T UT =% . Reciprocamente, para cualquier
relacion borrosa reflexiva R sobre Q y cualquier conjunto de formulas T, la familia de relaciones
de consecuencia {[F% r}acr verifica esas propiedades.

Prueba: Definimos R : Qp x 2 — L como en el teorema de caracterizacién 2.2, donde Qr es el
conjunto de modelos de T'. Cualquier extensiéon reflexiva de esa R nos serd til. a

La prueba del teorema remarca el hecho que la relacién R sélo es univocamente determinada
para los pares ordenados en Q7 x ). Por lo tanto pareceria que el corolario 1 seria verdadero si R
es restringido a Q7 x Q). Eso es efectivamente asi, si las propiedades son restringidas de la siguiente
manera:

e Separacion estricta restringida TUT = o sii T ! 4.
e Simetria restringida: Para todo w,w' € Qp, Vo e W' : 0 =¥ ¢ sii VY € 0 : &' E* ¢,

e Transitividad restringida: SiT' |F§ ¢ v ¢ |:% r ¥, entonces I' |:C§®TB 1 siempre y cuando
[T] C []-

Noétese que una versiéon mdés general de transitividad es imposible de establecer. Las razones
para ello, son las mismas que se esgrimieran para el caso de corte. Analice por ejemplo el caso
en que [T]N[p] =0, [TIN[] # @y ¢ = L. En esa situacién supongamos que I' =% 7 ¢ con
a > 0. Luego como ¢ |:}%’T 1 resultaria que I’ |:1"%%1 1, lo cual viola la condicién de preservacién
de consistencia.

Usando esas condiciones restringidas, el siguiente teorema caracteriza las relaciones de conse-

cuencia =% - cuando ellas son basados en relaciones de similitud
,

Teorema 2.4 Sea {F*},cr una familia de relaciones binarias anidadas en L salisfaciendo las
condiciones del teorema previo mds las propiedades de simetria y transitividad restringidas. En-
tonces existe una relacion de ®-similitud R sobre el conjunto de modelos ) tal que I' % 4 si y
solamente si para cada o € L sucede que T UT =% ).

Reciprocamente, para cualquier ®-similitud R sobre Q0 y cualquier subconjunto de formulas T, la
familia de relaciones de consecuencia {|:C§7T}aeL verifica esas propiedades.

Prueba: El tnico punto relevante, consiste en la forma de definir la relaciéon R sobre el conjunto
(@ — Qr) x Q, dénde no es univocamente determinada por la relacién de consecuencia, de tal
manera que resulte simétrica y ®-transitiva. Propondremos definir R como sigue:

R(w,w') = R(w',w) = \/ /\ WY ¢
o Wi
para todo w € Qr, y para esos w € 1 — Qr:
R(w,w") = R(w',w) = sup{R(w'",w") @ R(w”,w) |w” € Qr}

El resto de la prueba consiste en chequear mecdnicamente caso por caso que nuestra definicién se
comporta seguin lo pensado. O

Este tltimo resultado es equivalente a uno presentado en [DEG197].
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2.5.2 Consecuencia de proximidad

Hemos ya comprobado como el grado a en una relacién de consecuencia aproximada I' |=% o
corresponde a la magnitud en que la condicién de satisfactibilidad de una proposicién ¢ debe ser
relajada con el objetivo de lograr contener a todo los modelos de I' o equivalentemente como la
medida que asegura que cada modelo de I' tiene al menos un a-cercano modelo de ).

Como lo senalamos en la subseccién 2.3, esa es una de las posibles modelizaciones de las
relaciones de consecuencia graduadas.

Otra interesante y méas general formalizacidn es aquella expresada por la idea que no sélo los
modelos de un conjunto de férmulas I' estén cercanos a algun modelo de una férmula v, sino
también, que garantice que cualquier modelo que esté cercano a algin modelo de I" necesariamente
lo esté de algin modelo de .

Dada una relacién de proximidad R y su asociada aplicacién de aproximacién %, una primera
propuesta podria ser simplemente expresada como: [[']* < [¢]* (donde recordemos que < denota
la relacién de orden entre conjuntos borrosos, definida por [I']*(w) < [¢]*(w), para todo w € Q).
Asumamos por un instante que la nueva nocién de consecuencia es indicada por I' Eg 9. Es sencillo
reconocer que el esquema anterior es equivalente a: I' [Egr ¢ si y sblo si Ir(T' | @) < Ir(v | @)
para todo w € Q. Asi descrita, es claro que esta nocién viene a expresar que cualquier modelo
en el a-corte del conjunto borroso [[']* debe también pertenecer al a-corte del conjunto borroso
[¢]*. Esta definicién tiene dos inconvenientes a nuestro parecer: no es una nocién graduada y es
demasiada fuerte.

Pensamos que una definicién més natural es la que se propone en [DEG195], que permitirfa
dar cuenta de una relacién graduada de consecuencia y en tal sentido menos demandante que la
anterior. Esta se obtiene por reemplazar la inclusion estricta del parrafo anterior por la siguiente:

[IT" o []" = inf {[IT"(w) @— W] (w)}

donde ®— es el residuo asociado a una t-norma ®. Teniendo en cuenta la interrelacién entre el
residuo y su asociada t-norma es sencillo corroborar que a < [I']* Eg [¢]* siy s6lo si [I* (w) @ a <
[¢]*(w) para todo w € Q. En esos términos podemos interpretar la version graduada, %, de Er,
diciendo que un conjunto I' y una férmula ¢ pertenecen a esa relacién de consecuencia en grado
a si todo modelo perteneciente a [I'; también pertenece a [{]} 5. Obviamente cuando o = 1
recuperamos el caso estricto Eg. Més atin, cuanto més pequeno es o més débil es la relacién de
consecuencia [=%.

Ahora estamos en condiciones de describir una nocién de consecuencia graduada denominada
de prozximidad porque deriva proximidad a las conclusiones desde proximidad a las premisas.

Definicién 2.7 (Consecuencia de Proximidad) Si * denota la aplicacion de aprozimacion
correspondientes a una relacion borrosa refleviva R, entonces escribiremos I' ES ¢ si y solo si
a <[IT" Ce [¥]"

Observacion 2.2 Notese que la consecuencia de proximidad es un caso particular del definido en
2.2 cuando la aplicacion de aproximacion satisface A1 y A2.

Tal como ocurre con las relaciones de consecuencia aproximada, las de proximidad tienen
también una medida de implicacién asociada que las caracteriza:

Ta( | T) = inf {Tn(T'| &) &— Tn(w | &)},

Obviamente entonces, la siguiente equivalencia ocurre, cuando la aplicacién * es una aproximacién
superior

I =% 4 sii Jr(¢ | T) > a.
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Como ya hemos mencionado en la seccién 2.3, cuando la aplicacién de aproximacién satisface
la propiedad A1 (o equivalentemente cuando R es reflexiva), la consecuencia de proximidad que
define es més general que su correspondiente relacién aproximada (i.e., siT' =% ¢ entonces I' E§ ¢
cualquiera sea el «). Pero, sorprendentemente, en [DEGT97] es probada la siguiente equivalencia.

Proposicién 2.5 Si R es una relacion de ®-similitud (reflexiva, simélrica y ®-transiliva) y la
t-norma ® es continua entonces

JrW | T) =Ir(y | T)

y ast, en este contexto, consecuencia aproximada y de proximidad coinciden.

Prueba: Por definicion,

Jr(¢ | T) = inf ( sup R(w',w)) @— ( sup R(w”,w))
wEeR w'€[T] w” €[]
Puesto que el residuo es no-creciente en su primer argumento y no-decreciente en el segundo, y la
t-norma es continua, tenemos que (sup;c; ;) ®— B = inficr{a; ®— B}, v asi,

Jr(®|T) > inf inf sup (R(w',w)®— R(w”,w))
weQw'eT] w” €[]

> sup inf inf R(w',w)®— RW”,w)

w” €[¥] wER W' el

> sup inf R(w”,w') (y usando ®-transitividad y simetria) = Ig(¢) | T')
wely]« €Ml

O

Como ya lo menciondramos en el caso de consecuencias aproximadas, la necesidad de extender
la modelizacién para tomar en cuenta informacién de contexto surge inmediatamente. En el caso
de consecuencias de proximidad, la extensién natural pareceria ser:

Definicién 2.8 La a-consecuencia de proximidad dado un contexto T, en simbolos |E%7T, es
definida por:

DEgr ¢ siia < ([I" N [T]) Eg []*, o equivalentemente, si y sélo si para todo w € [T],a® Ig(L |
@) < Ip(¥ | @).

Esta consecuencia de proximidad, como en el caso previo, puede ser planteada en términos de
una medida de implicacién ad-hoc, que usualmente es representa por Jg,r y es definida como,

Jrr(@|T) = wien[fT] Ir(T | @) ©o— Iz | &),

en el sentido que la equivalencia

PERr¢siJrr(@|T) > a

siempre suceda. La medida de implicacién Jgr 7 estd intimamente ligada a la distribucion de necesi-
dad condicional propuesta por Ruspini en [Rus91]. Cuando T = {True}, o equivalentemente si
[T] = Q, y R es una relacién ®-similitud, la consecuencia de proximidad E% 1 es equivalente a la
consecuencia aproximada =% como ha sido previamente probado, pero en general, I' 'E%T Y es
una nocién mas fuerte que I' =%, 7 ¢. Efectivamente, Jr (¢ | T') < Ir(¢p | T UT) siempre sucede
pero no la inversa.

A continuacion presentaremos las mas importantes propiedades que verifican las relaciones de
proximidad.
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Proposicion 2.6 La familia de relaciones de consecuencia de proximidad {E%,T}aeL satisface
las propiedades de A (anidamiento), SC (supra cldsica), ST (sub-trivial), OI(O a la izquierda)
y ®-T (®-transitividad). Ademds si la relacidn borrosa R es de separacion entonces la familia
satisface la siguiente propiedad:

o SiT ER v entonces TUT |=1)

Prueba: Las primeras tres propiedades son consecuencia inmediata de la definicién. Por ejemplo
A surge simplemente por la transitividad del orden en el reticulado L. SC resulta por observar
que si los modelos de I" estdn incluidos en los de v entonces por la reflexividad de R el antecedente
de la medida Jg r(¢ | I') siempre es menor o igual que su consecuente. Sub-trivial se obtiene por
considerar que la relacién R es por definicién mayor o igual a cero. O a la izquierda se comprueba
facilmente si tenemos en cuenta que segin vimos en la seccién 9.1 Ir(p V¢ | T') = max(Ig(p |
[),Ir(¢ | T)) si ' es maximal consistente y que para ¢-norma continua ® su residuo satisface que
max(u,v) @ r = min(u @ r,v ®— r). El caso de transitivas es muy sencillo. Supongamos
que Jpr(p|T) > a Jrr(¥ | ¢) > 8. Entonces por definicién para todo w € [T] resulta:

IR |o)0a<Ip(e|®) v Irlp|lo)®B<Ir(d|a)
luego aplicando transitividad del orden tenemos para todo w € [T']:
RC @) ®a®f <Ir(y | Q)

tal como buscdbamos probar.

Para probar la dltima propiedad supongamos que R es de separacién y que T’ |E}%’T . Asi
tenemos que para todo w € [T] : Ir(T' | @) < Ig(¢ | @). En particular si w € [I'] resulta que
Ir('| ©) =1y como consecuencia también Ir(¢ | @) = 1. Pero por la propiedad de separacién
de R esto tultimo sucede si y sélo si w € [¢]. Luego hemos probado que todo modelo de Ty I’
también es modelo de ). |

La relacién =% ;- no satisface la propiedad de Corte ni la propiedad de descomposicion, i.e.,
uede ser el caso que @ E$ I sin que & E$ » &' sea verdadero para ningun &' D T'.
R,T R,T =
Antes de proseguir necesitamos introducir una nueva propiedad que nos permitird caracterizar
a los nuevos operadores.

Definicién 2.9 Dada una familia de operadores de consecuencia {tq}acr diremos que es de
aprozimacion coordinada si satisface la siguiente propiedad:

Coo’ W ¥ siy sélo si para todo W' € [T] sucede:

V. OA @R N\ YRS

{w’e” =y} {o]o” ¢} {d|@}=0}

El siguiente teorema provee de condiciones suficientes para que una familia de relaciones de
consecuencias se correspondan con una medida de implicacién Jg 7.

Teorema 2.5 Sea L un lenguaje proposicional, y {F*}acr una familia anidada de relaciones
binarias en P(L). Definimos T = {q € L | {True} +* {q}}. Si la familia {F*}ocr de relaciones
de consecuencia es supra clasica y sub-trivial, y satisface las propiedades de: O a izquierda y
Aproximacién Coordinada.

Entonces, existe una relacion reflexiva y ®@-transitiva R en Q x Q tal que T' ¢ ¢ si y sdlo si
Jrr(|T) > a.

Mas atun, F* satisface:

1. Supraclésicalidad estricta si y solo si R es una relacion de separacion estricta.
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2. Simetria restringida: Para todo w,w' € Qp, Vo € &' : O E* ¢ si y sdlo siVp € & : Q' EY 1,
st y solo si R es una ®-similitud.

Prueba: Definimos R : 2 x 2 — L como en el teorema de caracterizacién 2.2 para consecuencia
aproximada, i.e.,
R(w,w'") = /\ R

{¢lw'=o}

Por definicién R es reflexiva. También extendemos la relacién de consecuencia para conjuntos del
lado de las conclusiones como sigue:

- M sii ANTk¢>a
peEM

Esas dos definiciones nos permiten definir en forma alternativa a R como R(w,w') =& & @'. La
siguiente observacion serd ttil para el resto de la prueba:

AV N ake = A bR

(6] 2" =0} {&'] &' =6} {¥] & E) (6] 0" f=¢}

Tomando en cuenta esa observacién y las definiciones que le precedieron, la propiedad de ®-
transitividad es probada como sigue. Primero nétese que & | &/ si y sélo si para toda férmula
d € & : @R dy que por la propiedad 4 eso es equivalente a que Y € [T] se verifique que:

A (C N\ ¢drRpeo— N @ k@) >sup{a| o> wr}
{dlar=d} {vloEv} {w*lo* =0} {olo* ¢}
Usando la observacién previa, podemos reescribir la ultima expresién como:
( N\ "R o— N " RO>bR
{¥loE=y} {d|@r=a}

y usando las definiciones de R obtenemos la propiedad de ®-transitividad buscada.
El final de la primera parte de la prueba se alcanza considerando que I' F% 4 si y s6lo si (por O a
izquierda) & F* ¢ para todo w € [I'] si y sélo si (por propiedad 4)

(V AN dro>( \ dROoa)
{w W €[T]} {u|w” =y} {6@” e} {0lat=s}
si y sélo si (puesto que ® es continua) para todo w € [I']:
A N drye— /A dRoza
{w'lw [T} {o|wf=s} {wle” =y} {6]e” o}

lo cual es equivalente a Jp (¢ | I') > a si volvemos a tomar en cuenta la definicién de R.
Cuando la familia {F*},¢r satisface las propiedades adicionales, R : 2 x Q@ — L es definida
como:

O R siw € [T]
Rw,w')=¢ &' R siw' € [T]
min(w ko', W' R w) st wyw' &[T
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Por construccién obviamente R es simétrica y reflexiva.

La propiedad de separacién fuerte es probada como sigue:

Primero consideremos el paso de derecha a izquierda. Supongamos que R es una separacién
estricta y definamos [E% 7. Entonces T' [EL, 1 9 si y s6lo si para todow € [T] : I(T' | &) < I(Y | ).
Ademaés, si w € [I'] resultara que I(I' | @) = 1 por reflexividad y por lo tanto I(y | @) = 1. Debido
a la separacidn estricta, lo ultimo implica que w € [¢)].

Para la otra direccién, supongamos que la familia {F*} ¢, satisface la propiedad de separacién
estricta pero la relacién borrosa definida arriba no lo hace. Entonces deberd existir un modelo
we€ [T, w &[]y tal que I(T' | w) = 1. Sea {w;}icr una sucesién de modelos tal que w; € [I'] y
sup R(w,w;) = 1. Entonces tomamos una férmula A € T tal que w f=X. Pero, por la propiedad de
coordinacién w F' X. Lo cual nos da una contradiccién.

O

Presentadas y caracterizadas las nociones contextuadas de consecuencia aproximada y de prox-
imidad estamos en condiciones de presentar una formalizacién del silogismo extrapolativo men-
cionado al comienzo de nuestra presentacion.

¢ E$ ¢, © Efy ¥
1 _a®B
¥ |—TmT2

que debe ser leido como, “si ¢' en el contexto de T'1 estd cercana en grado o a ¢ y si los modelos
de T2 esté en grado 3 tan préximos a ¢ como lo estdn de 1 entonces es claro que ¢’ en el contexto
de T1 N T2 estd al menos o ® S-cercana a 1”. En la seccién final daremos un par de ejemplos
donde este silogismo tiene una aplicacién directa.

2.6 Otros ejemplos

2.6.1 Razonamiento basado en Casos

El razonamiento basado en casos (CBR) consiste en sugerir una solucién a una situacién prob-
lematica nueva, a partir de una base de casos cuyas descripciones y resoluciones son conocidas,
utilizando como informacién adicional una medida de proximidad entre descripciones de problemas
(y eventualmente de soluciones). Los casos suelen ser descritos en términos de pares Atributo- Valor
los que a su vez se agrupan en atributos de entrada y de salida. Las metodologias de razonamiento
basado en casos, en general, asumen el principio de que: “problemas parecidos requieren soluciones
parecidas” donde la idea de parecido estd asociada a la existencia de algin tipo de “métrica”
R, para dar cuenta del grado de proximidad entre descripciones de problemas y otra R, para
cuantificar la proximidad de soluciones. Esas medidas de similitud juegan un rol crucial en estos
modelos de razonamiento y aqui, serdn representadas por una relaciones borrosas reflexiva.

Para cada caso o par problema-solucién (p;, s;), hay diferentes maneras de plasmar el principio
de “cuanto mds parecida es la descripcion po del nuevo problema a p; mds parecida serd la solucion
conocida s; a la buscada so ”. Una de ellas recibe el nombre de deterministica (tal como es sefialado
en [DEGT99)) y suele ser presentada como:

cuanto mas parecido es X a [p;] mas parecido serd Y a [s;]p,

donde X e Y son vectores de valores de atributos correspondientes a descripciones de problemas y
soluciones, respectivamente, y [pi]}‘% y [si]k, representan las aproximaciones superiores de p; y s;
respecto de las funciones de proximidad R, y R,. Esta forma determinitica puede ser caracterizada
como una regla borrosa pf — sf cuya funcién caracteristica para cada par de valores (p, s) estd
dada por la siguiente expresion:

s (9.9) = il (0) & L5, (9) (2.7)
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Si centramos nuestro interés en el nicleo de esta regla, estaremos capturando la idea de que
la medida de proximidad entre las descripciones de problemas determina una cota inferior para la
medida de proximidad entre las descripciones de soluciones.

Desde un punto de vista méas formal podemos considerar modelos como pares de indices P x S
donde P y S representaran nombres de problemas y soluciones respectivamente, y la relacién de
proximidad entre ellos como R = R, x R, tal que:

R(w,w') = R((p, ), (',5")) = R, x Rs((p,5), (P',5")) = min(R,(p,p’), Rs(s,5"))

Nétese que las correspondientes relaciones marginales de R respecto de P y S son R, y R>.
Claramente en este contexto 1égico, la regla 2.7 se corresponde con la nocién de consecuencia
de proximidad (aceptando un teorema de la deduccién que més tarde probaremos), en grado 1
tomando como teoria la descripcién del problema a través de la regla p; — s;. Sobre este punto
vale la pena aclarar que hasta ahora ha quedado implicito que cada caso o par problema-solucion
genera una unica regla borrosa cuyo antecedente y consecuente tiene por funcién caracteristica es
triangular, pero eso no debe ser necesariamente asi, i.e. no necesariamente el par (p;, s;) representa
un unico mundo.

La anterior formalizacién puede ser generalizada si asociamos a cada caso (p;, ;) un peso a; y
la “debilitamos” de la siguiente forma:

a; @ ([pi]g, () @— [s:]R, (5))

Intuitivamente, esta generalizacién expresa que a; ® Ry(pi,p) es la cota inferior de Rs(s;,s), es
decir “aumentamos el error” en la apreciacién de dicha cota.

Si bien ambas reglas permiten una caracterizacién del principio de razonamiento de los CBR,
ellas sélo nos indican un espacio de soluciones posibles para el problema p, i.e. {s| a; ® R,(p;,p) <
R, (s;, s)}, pero no la manera de seleccionar una de entre todas ellas. Parece razonable, proponer
como solucién s a partir de un caso (p;, s;), a la mas préxima a s; segiin Rs. Bajo ese criterio,
resulta que deberfamos tomar s = s; para cada par (p;,s;) de la base de casos. Luego surge la
necesidad de valuar la bondad de la solucién s; aportado por cada caso conocido. Claramente,
dicho valor se corresponde con la préximidad entre la descripcién de p y de p; segin R,. Dicho en
férmulas:

Si tenemos la siguiente regla: a; < ([pi]g, () @ [si]R, (s))
y si el grado de similitud entre p y p; es: Bi < Ry(pi,p)
entonces es razonable asumir que: a; ® B; < Rs(s;,s) .

Si admitiéramos la posibilidad de describir los casos de la base en forma parcial, o sea que el
conjunto de valores conocidos de atributos de un caso pueda ser un subconjunto propio de P x S,
la regla que representa el principio de razonamiento por similitud no cambiaria, aunque ahora las
aproximaciones superior no serian funciones tridngulares siné trapezoidales. Si ademés permitimos
que también el caso a resolver pueda estar parcialmente descrito, entonces el esquema inferen-
cial anterior deberia ser cambiado reemplazando las medidas de similitud entre descripciones de
problemas y soluciones completas, por las medidas de implicacién respectivas: I, y Ig,.

En cualquiera de esos casos, es posible reconocer un patrén inferencial tipo modus ponens
y es facil describir esos esquemas inferenciales en términos de los operadores de consecuencia
graduada de aproximacién y de proximidad, tomando como teoria el conjunto T = {p; — ¢; |
(pi,qi) es un problemas de solucion conocida}:

3Dada una relacién borrosa R con dominio en U x V, la relacién marginal R, es definida como Ry (u1,u2) =
sup{R((u1,v), (u2,v)) | v € V} para todo ui,uz € U.
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Si tenemos: i EX 1 Si

:. Bi
y si: pER Pi
entonces inferir que: D F%i?[; fsi.

Si la base de casos cuenta con mds de una instancia es natural tomar el maximo de todas los
a; ® f; como la ponderacién de la similitud de la solucién propuesta s; a la desconocida s.

2.6.2 Interpolacién

Los sistema de control borroso suele ser presentado como un conjunto de reglas borrosas definidas
sobre el dominio multidimensional U; x - - - x U, x Vi X - - - XV}, con variables de entrada {X;}1<i<n ¥
de salida {Y} }1<j<m, sobre los dominios U, ...,U, y V1,..., Vi, respectivamente. Asi un sistema
con r reglas que trabajen con multiples entredas y salidas, tendria el siguiente aspecto:

R.1: Si Xjestden Aly ...y X, estden AL entonces Y;estien Bf y ... yY, estd en B},

Rr: Si XjestdenAly ...y X, estden A7, entonces Y estden B]y ... yY, estden B],

Donde A y B]’.c paral <k <r,1<i<ny1l<j<mson conjuntos borrosos. La interpretacion
mis difundida es que cada regla formaliza la idea que: “cuanto mayor es el grado de pertenencia de
los valores que toman las variables de entradas a sus conjuntos de referencia, mayor serd el grado
de pertenencia de las valores de salida a sus correspondientes conjuntos de referencia’. Nueva-
mente aparece la idea que una “medida” sobre los valores de entrada ofrece una cota inferior sobre
una “medida” de los datos de salida. La analogia con el ejemplo anterior se magnifica si tenemos
en cuenta que por lo general todos los conjuntos borrosos de una regla de control son normalizados.
En esas circunstancias, podemos recurrir a la Proposicién 2.1 del presente capitulo, y para consid-
erar a cada uno de ellos como definido por un niicleo y una funcién de similitud borrosa. Asi, la
nocién del grado de permanencia queda sustituida por el grado de similitud y la interpretacién de
una regla de control se vuelve muy parecida al principio que gobierna la inferencia basada en casos.

Para ser aun més claros, analicemos un caso donde los conjuntos de entrada y salida son
unitarios y que contiene sélo dos reglas de control enunciadas como sigue:

R1: Si X estien A' entonces Y estden B!
R2: Si X estien A2 entonces Y estden B2

Obviamente esta es una descripcién incompleta de la relacién funcional entre valores de en-
trada/salida. Asumamos que estamos en la situacién en que la variable X toma el valor zq (i.e.
X = xp) y deseamos conocer su correspondiente salida haciendo uso de las reglas de control. La
interpretacién mencionada anteriormente indicaria que cuanto més similar sea el valor zy al nicleo
de A?, mas similares deberfan ser los apropiados valores de Y a B! con i = 1,2. Nuevamente
podemos considerar el modelo de Kripke M = (U x V, R, =), donde U y V son los dominios de A’
y B? con i = 1,2, respectivamente, y R = S, x S,, i.e. la relacién producto de las similitudes sobre

los dominios U y V. Tomemos la siguiente nomenclatura p = “X = x¢”, ¢; = “X estd en A;”,
ri = “Y estd en B;” con i = 1,2. Luego las reglas de control anteriores pueden ser modeladas
como sigue:

¢ Erri con i=1,2

Esta expresion formal deja nuevamente en claro que para cada entrada z tenemos un conjunto de
valores y que Y puede tomar en orden a satisfacer la restriccién A4;(z) < B;(y).
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Ahora si expresamos el grado en el cual la proposicién “X estd en A;” es implicada por “X = xy”
a través de:
pE*q con  a;=Ig(qg|p) e i=1,2

podemos combinar las dos formas de representar nuestro conocimiento mediante el siguiente es-
quema inferencial:

PE" ¢ 5 PE™ @
@ ERn @ ER ™
pETT 5 pE®R

En el caso de los sistemas de control borroso la solucién propuesta no serd ry o ro calificadas con
algun grado de verosimilitud, tal fuera el caso en los CBR’s, sino una tomada de la interseccién
[Ff]as N [r3]as. Aqui aparece la idea de interpolacién, ya que no elegimos entre las soluciones
conocidas sino que “producimos” una como combinacién de ellas. La eleccién en si misma es
un proceso que no puede ser modelado ain en este formalismo 16gico. En la préctica esa tarea
es llevada a cabo a tavés de un procesos extraldgico denominada “desfuzzificacién” que tiene en
cuenta todo el conjunto borroso [r}] y no sélo su a;-corte.

Como es probado en [DEGT97] los resultados mencionado aqui puede ser generalizados para
contemplar reglas de control que sean graduadas y con contexto diferentes para enunciar dichas
reglas y las instanciaciones de las variables de entrada. Ellos condensan esa condiciones en la
siguiente regla de inferencia:

pFE%4q

=2
——Vamf
p ':KOK’ r

En los capitulos que siguen introduciremos varias formalizaciones l6gicas de las relaciones de
consecuencia mencionadas en el presente.
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Capitulo 3

Loégica Condicional basada en
similitud

Las llamadas légicas condicionales tienen una larga tradicién en la légica contemporanea y sus
sistemas son extensiones de la 1égica clasica. Desde sus origenes han sido propuestas con el fin
de caracterizar formalmente los distintos usos pragmaticos en el lenguaje natural de la sentencia
“Si...entonces ...”. Una excelente cronologia y anélisis, desde un punto de vista 1égico-filoséfico,
de la mayoria de estas légicas, fue realizada por Sanford en [San92]. Aqui sélo sefialaremos que,
en general cada clase de sentencias condicionales tiene asociada una forma o tipo de razonamiento
(dedbnticos, indicativos, subjuntivos, contrafacticos, Prima Facie, temporales, de causalidad, etc.) y
que las descripciones sintacticas de estas logicas han tenido por objetivo reflejar estas distintas no-
ciones de consecuencia dentro del lenguaje objeto. En las ultimas décadas esta area de investigacién
ha despertado el interés de los investigadores de Inteligencia Artificial (ejemplo paradigmaético es el
articulo de Ginsberg [Gin86]), quienes han producido una gran diversidad de sistemas que comien-
zan con una critica al llamado condicional material basada en el hecho que éste es verdadero
siempre que el antecedente es falso. En la mayoria de los casos este cuestionamiento es superado a
través de un tratamiento no clasico de los enunciados condicionales, como por ejemplo el asumido
en los sistema de condicionales “derrotables” (usualmente conocidos como defeasible conditionals
a los cuales volveremos en el Capitulo 7).

En términos generales el estudio de los sistemas condicionales involucra, por un lado, la elabo-
raciéon de distintos tipos de semanticas para cada uno de sus usos lingiiisticos y, por otro lado, el
del comportamiento inferencial de los nuevos tipos de condicionales propuestos, dando lugar a las
preguntas acerca de la posibilidad de construir una teoria unificada de los condicionales y de las
condiciones minimas que debe cumplir una conectiva para ser considerada un condicional y si esta
puede o no tener una definicién veritativa funcional .

Desde el area de razonamiento aproximado también se han propuesto interpretaciones para
la sentencia “Si...entonces...” basada en lo que podriamos denominar genéricamente, medidas
condicionales, entre las cuales podemos citar a la de plausibilidad ([FH99]), la de probabilidad
([Ada75]) y la de posibilidad ([Dub86]). En ese mismo sentido han sido presentadas interpretaciones
que hacen uso de la teoria de conjuntos difusos (fuzzy sets, [Zad65]) y de conjuntos “groseros”
(rough sets, [Paw82]). La mayoria de estos enfoques “numeéricos” tienen en comin que la seméntica
del condicional estd basada en una estructura de Kripke enriquecida con una funcién sobre los
mundos posibles o sobre conjuntos de mundos posibles que permite caracterizar a la correspondiente
medida condicional.

Esa misma linea de trabajo nos guiard a lo largo del presente capitulo, para dar cuenta de
las nociones de consecuencia aproximada y de proximidad presentadas en el capitulo anterior y
basadas en las medidas condicionales Ig(---|...) y Jr(---]...).

Para ello, emplearemos dos técnicas diferentes: una en el marco de la légica clasica y otra en
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un contexto multivaluado. En el primer caso, extenderemos la légica proposicional clasica con tres
familias de operadores binarios que representaran las familias de relaciones de consecuencia aprox-
imada y de proximidad (mencionadas en los respectivos teoremas de representacién del capitulo
precedente) y los operadores de consistencia graduada.

En el segundo caso, extenderemos una légica multivaluada con dos operadores binarios que
representaran directamente las medidas de implicacién: Ig y Jg. En ningtin caso permitiremos
el anidamiento de estos nuevos operadores binarios, dada nuestra pretensiéon de que ellos reflejen
a nivel sintactico las nociones de consecuencia y consistencia, que claramente no lo son. Ademads
ninguno de ellos tendrd una interpretacién veritativa funcional.

En este capitulo s6lo tomaremos en cuenta un lenguaje proposicional de alfabeto finito que

denotaremos Ly, o sea que nuestro lenguaje estard generado por un conjunto de variables proposi-
cionales {p1,...,pr} con k finito, un conjunto de operadores {—,V,A, —}, delimitadores como
{,GL},),] v las familias de operadores ya mencionadas cuya cardinalidad dependerédn de la cardi-
nalidad del conjunto G.
Ademis, la estructura semantica M = (W, R, =) que utilizaremos aqui serd una restriccién de
la presentada al final del capitulo previo: el conjunto W sera equivalente al conjunto de todas las
interpretaciones booleanas . En otras palabras, la cardinalidad de W sera de 22" y Ewm asocia
a cada elemento w € W una unica e irrepetible interpretacién de las variables proposicionales, i.e.
= puede ser visto como una biyeccién entre los indices de W y el conjunto de todas las funciones
de interpretacién del lenguaje proposicional generado a partir de {p1,...,px}

3.1 Ldgicas Multicondicionales

En esta seccién presentaremos dos familias de 16gicas que denominaremos multicondicionales debido
a que sus lenguajes serdn el resultado de extender el lenguaje de la légica proposicional clésica
(con alfabeto finito) con una familia de operadores comin a ambas y sendas familias de operadores
binarios. Asi definiremos la légica multicondicional aproximada que contiene en su lenguaje la
familia de operadores {>4}aeca v la 16gica multi-condicional de proximidad que utiliza la familia
de operadores {>>,}acq, ¥y que tendrdn en comun la familia de operadores {><}qcg, donde G
es tal que: {0,1} C G C [0,1]. En cada caso podemos describir el conjunto de férmulas que
consideraremos bien formadas como sigue.

Definicién 3.1 El conjunto de formulas condicionales de las ldgicas multicondicionales aproxi-
mada (resp. de prozimidad) denotado por L1* (resp. Lz*) estd constituido por los siguientes
elementos:

e Sip es una formula proposicional en Ly, entonces también es una formula multicondicional
aprozimada (resp. de proximidad).

e Sip y q son formulas proposicionales en Lj entonces para todo « € G : p >, q (resp.
D >4 q) es una férmula multicondicional aprozimada (resp. de prozimidad).

e Sipy q son formulas proposicionales en Ly, entonces para todo @ € G : p >.,< q es una
formula multicondicional aproximada (resp. de prozimidad).

e Siy y ¢ son formulas multicondicionales aproximada (resp. de prozimidad) entonces po¢ es
también una férmula multicondicional aprozimada (resp. de prozimidad), donde o € {A,V, —

}

e Sig es una formula multicondicional aprozimada (resp. de prozimidad) entonces —p también
lo es (resp. de prozimidad).

e Las formulas multicondicionales aproximadas (resp. de prozimidad) son tdnicamente gener-
adas por la reglas precedentes.
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Las condiciones de satisfactibilidad, dado un modelo M = (W, R,|=pr), v férmulas p and ¢ of
Ly, pueden ser presentadas como sigue, escribiremos (M,w) = ¢ en lugar de =y (w, ) = 1:

(M,w) Ep>aq sii IM(q|p)>a,
(M,w)Ep>aq sii JE(q|p) >a,
(M,w) Ep><q sii CM(qg|p)>a

El resto de las condiciones son las usuales. Estas definiciones de satisfactibilidad dejan claro
el rol de las férmulas p >, ¢ y p >, ¢ en el lenguaje objeto como representantes de cotas inferiores
de IM(q | p) y J¥(q | p) respectivamente. Nétese que la condicién de satisfactibilidad para los
operadores >, vy >< no son locales a cada mundo como en el caso restante. Tal como las definimos,
las interpretaciones de estos operadores corresponden a identificar verdad en un mundo con validez
en un modelo. Esta visién ”global” nos permitird describir propiedades que combinen aspectos
que ocurren en diferentes mundos, como por ejemplo transitividad y simetria. Sobre este punto es
importante remarcar que si nos hubiéramos decidido a tomar una definicién local habriamos tenido
que permitir el anidamiento de estos operadores para poder expresar esta clase de propiedades.

Senialemos una primera relacién seméntica existente entre los operadores {>4}ace ¥ {a taca-
Es sencillo probar que para cualquier modelo M = (W, R,}=) € X;y con i > 2, la validez de las
férmulas T >, py T >, p coinciden, i.e. una serd vélida en dicho modelo si y sélo si la otra
lo es. Por otra parte es interesante también indicar que con la interpretacion propuesta para la
familia de operadores binarios {3 }neq, €s posible a partir de estos definir familias de operadores
monddicos de posibilidad {4 }tacr ¥ de necesidad {0y }aer (los cuales serdn nuestro objeto de
estudio en el préximo capitulo) de la siguiente manera: Cop =T >4 py Dop = ~(T >4 —p).

En lo que sigue hablaremos de sistema condicional (como conjunto de axiomas y reglas de
inferencia) sin distinguirlo de la l6gica condicional que genera por clausura. En tal sentido a veces
mencionaremos por ejemplo a CSI(G) pensindolo simplemente como un conjunto de axiomas y
reglas y otras como un conjunto saturado por aplicaciéon de las reglas de deduciéon. Creemos que
esta ambigiiedad no producird confusiones.

3.1.1 Légicas multicondicionales aproximadas

A continuacién daremos una lista de férmulas condicionales que serdn utilizadas para definir ax-
iomédticamente légicas condicionales aproximadas. Acompafiaremos a cada una de ellas con una
sigla que la denotard a la largo de nuestra presentacién y que en general coincidird con la que
presentaramos en el capitulo anterior.

A: P>aq—Dp>54q conf<a.

ST: P >o04q.

ST p—-(p>sl),conp>0.

ST”: 1 >1p.

Ol (pVg>ar) & P>ar)AN(g>arT).
OD: (W >apVQ ¢ (W>4p) V(W >4 q).
ESC: (p>1¢9)=(—q).

®-T: (p>aq)A(@>p7T) =P >ags T
Sim: p><Lqg—q><p

OID: (qVr)><p+ (¢><p)V(r><p)
IC: W >aq & WK q

donde a y 8 estdn en G, p y q pertenecen a Ly, y w representa a una conjuncién elemental maxi-
mal (c.e.m.). Respecto de los axiomas que acabamos de presentar puede verse facil y rdpidamente
que reflejan las propiedades mencionadas en el capitulo precedente. De hecho hemos utilizado la
misma sigla para facilitar su identificacién. Sin embargo dos de ellos son nuevos: ST’ y ST”.
Estos responden a la necesidad de explicitar los supuestos de que el supremo del conjunto vacio es
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igual a cero y que el infimo de dicho conjunto es uno, respectivamente.

El siguiente paso serd enumerar las légicas condicionales aproximadas que serdan de nuestro
interés. Para ello seguiremos la convencién notacional propuesta por Lemmon y Scott: escribiendo
CSI para representar la légica bésica y a continuacién la inicial o sigla de los axiomas de la 1égica
en cuestion.

Definicién 3.2 La ldgica multicondicional aprozimada bdsica CSI(G) (o CSI para abreviar cuando
creamos que no es necesario mencionar explicitamente a G) corresponde al minimo conjunto de
formulas que contiene a los axiomas de la ldgica proposicional cldsica PL mds los axiomas A,ST,
ST’, ST”, OI, OD, RLO y IC, y que ademads es cerrado por las siguientes reglas de inferencia:

MP: De ¢ y o= inferir ()

CI: De VYa<f:p>4q inferir DP>5¢

Sus extensiones serdn las légicas condicionales aprozimadas que son cerradas no sélo por modus
ponens y continuidad por izquierda, sino también por:

RK: De p—gq inferir pP>1q conpyqin Ly

y que adicionan los axiomas que mencionaremos en cada caso a continuacion:
autoreferente: CSI-T(G) es CSI(G) cerrada por RK,

de Brouwer: CSI-TB(G) = CSI-T(G) + Sim,

de orden borroso: CSI-S4(G,®) = CSI-T(G)+ ®-T,

de similitud: CSI-S5(G,®) = CSI-T(G) + Sim+ ®-T,

Los sistemas l6gicos que resultan de adicionar a las descripciones anteriores el axioma ESC, cor-
responden a la versiones estrictas de las precedentes y serdn mencionados por la palabra estricta a
los nombres ya referidos y denotadas como CSI-#71 (G, ®), dénde # = T, TB, S4,S5.

Nétese que s6lo hemos incluido en la denominacién de la 1égica una referencia a la t-norma
® cuando incluimos el axioma ®-T puesto que para el resto es irrelevante. Ademds las logicas
propuestas serdn finitamente axiomatizables si el conjunto GG de indices es finito, y recursivamente
axiomatizables si G lo es. Es importante senialar que en presencia de la regla de inferencia RK el
axioma ST” se vuelve superfluo. Por ultimo senalemos que la regla infinitaria CI es necesaria para
garantizar que los operadores > estén cerrados por supremos. Obviamente dicha regla es vacua en
el caso que la cadena G es de cardinalidad finita.

Una vez enunciadas nuestras propuestas de l6gicas condicionales necesitamos comprobar que se
comportan adecuadamente respecto de las respectivas semdanticas. Lo primero, y més sencillo, es
verificar que los axiomas son vélidos en las pretendidas interpretaciones y que las reglas preservan
esa validez. Este resultado de correctitud es planteado y probado en el teorema que sigue.

Teorema 3.1 La siguientes relaciones entre las precedente logicas y las clases de modelos prop-
uestas al final del capitulo 1 pueden ser enumeradas como:

o Si @ es teorema de CSI entonces es vdlida en la clase de modelos o .

Si ¢ es teorema de CSI'T entonces es vdlida en la clase de modelos Yo .

Si ¢ es teorema de CSI'TB entonces es vdlida en la clase de modelos Y3.

Si p es teorema de CSI-S4 entonces es vdlida en la clase de modelos DIV

Si ¢ es teorema de CSI-S5 entonces es vdlida en la clase de modelos Y ;.



3.1. LOGICAS MULTICONDICIONALES 99

Y respectivamente puede repetirse la enumeracién para los sistemas estrictos (que incorporan el
azioma ESC) CSI-#T, donde # = T, TB, S4,S5, respecto a las correspondientes clases de mod-
elos estrictos Eij{ cont = 2,3,4 0 ®. FEn el mismo sentido puede enunciarse que las reglas de
inferencia preservan validez en las respectivas clases de modelos.

Prueba: La prueba serd referida a cada par ( sistema logico, clase de modelo ). En cada caso
se probara que los axiomas mencionados para una determinada logica son vélidos en la referida
clase y que el resto de los axiomas no lo son. En idéntica forma procederemos con las reglas de
inferencia. Tanto los axiomas de la légica proposicional como la regla de modus ponens no seran
consideradas.

(CSI, %o y)

A: En este caso sélo es necesario observar que I} (g | p) > o implica I (¢ | p) > 8,518 < a.
Puesto que, dado un modelo M = (W, R, |=3) y un mundo w € W, por definicién de
satisfactibilidad (M,w) = p >4 ¢ siy sélo si, IM (g | p) > a. Aplicando transitividad
resulta que (M,w) Ep >3 q.

ST: Puesto que en nuestros modelos R es una relacién total (i.e. definida para todo par
de elementos de W) mayor o igual a cero, entonces es claro que para todo férmula g y
mundo w siempre I} (g | p) > 0y asi (M,w) Ep >0 q.

ST': En esta oportunidad sélo es necesario sefialar que por convencion el supremo del con-
junto vacio es 0. Por lo tanto si p es satisfactible entonces I} (L | p) = 0.

ST”: En esta ocasién basta notar que por convencion el infimo del conjunto vacio es 1. Por
lo tanto IM(p| L) = 1.

OI: Nétese que por definicién (M,w) = pVq >4 rsiy solosi, IM(r | pVgq) > a. Pero como
fue ya probado en el Capitulo 1, I¥ (r | pVq) = min{I} (r | p), g[(r | ¢)}. Por lo tanto
(M,w) EpVq>qrsiysolosi, es el caso que IM(r | p) > ay IM(r|q) > a. Lo que
equivale a decir que (M,w) Ep>ary (M,w)Eq>ar

OD: En este caso es suficiente probar que: IM(pV g | @) > a siy sélo si max{I¥(p |
w), IM(q | @)} > a. Pero eso ya fue probado en el Capitulo 1 al presentar las propiedades
de la medida de implicacién. En este punto es importante remarcar el valor del hecho
de que una conjuncién elemental maximal @ tenga una relacién biunivoca con un indice
w € W. Si éste no fuera el caso esta propiedad no se verificaria.

OID: Este axioma corresponde semanticamente a la condicién: Cﬁ/f (p|lgVr)>asiy sdlo
si max{C¥(p | q),C¥(p|r)} > a. Propiedad que ya fue verificada en el Capitulo 1
para una medida de consistencia.

IC: Dado un modelo M y un mundo w, debido a las condiciones de satisfactibilidad la inter-
pretacién de la férmula IC corresponde a verificar que IM (¢ | @) = sup,, g R(w,w') > «
es igual que C¥ (¢ | @) = Sup,j—q B(w,w') > a. Lo cual es obvio. Nuevamente aquf es
crucial el hecho que la relaciéon entre @ y w sea biunivoca.

CI: Para comprobar que la regla de inferencia CI preserva validez supongamos que Va <
B :p >4 q sucede. Luego eso quiere decir que I¥ (g | p) > a para todo a < 3. Pero eso
es equivalente a que inf,, sup,, -, R(w,w") > a. Lo que a su vez se reduce a que para
todo w |= p resulta que SUD,y g R(w,w") > « para todo a < 8. Lo cual es equivalente
a pedir que para todo w |= p existe un w), |= ¢ (dependiente de « también) tal que
R(w,w!)) > a. Como ademas el conjunto de modelos es finito resulta que R(w,w.)
debe ser mayor o igual a .

Contraejemplos: Para ver que tanto los axiomas ESC, ®-T y Sim no son validos en la
clase de modelos X ¢ basta elegir apropiadamente un modelo que sirva de contraejemplo.
Para el primer caso alcanza con considerar férmulas p y ¢ en L tal que p — ¢ no sea
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tautologia y un modelo M que sea irreflexivo (i.e. R(w,w) < 1), que contenga un pA —q-
mundo w*, y asegurando que para todo p-mundo w exista otro g-mundo w’ distinto del
primero tal que R(w,w') = 1. Esto nos asegura que IM(q | p) = 1, y por lo tanto
(M,wx) |= p >1 q pero (M,wx) [= p — q. El ejemplo corresponde a lo que se conoce
como modelo serial.

Para contra-argumentar la validez de ®-T consideramos féormulas p, ¢ y r légicamente
independientes y proponemos un modelo M tal que para todo p-mundo w; y g-mundo
we R(wi,w2) =1y para todo ¢-mundo ws y r-mundo w3 R(w=,ws3) = 1, pero que exista
un —p A =g A r-mundo wx tal que para todo p-mundo wy R(wi,wx) = 0. As{ resulta que
If(q|p) =1y I (r|q) = Lpero I§(r|p) =0< (1®1) = 1.

Como contraejemplo para el axioma Sim en ¥o; podemos tomar en consideracién el
modelo M que tiene la particularidad de que la proximidad desde todos los p-mundos a
todo los =p-mundos es igual a 1 pero que la proximidad desde todos los =p-mundos a todo
los p-mundos es igual a 0. Luego para todo mundo w, resulta que (M,w) E p >< —p,
pero no que (M,w) = —p >< p.

Finalmente para chequear que la regla de inferencia RK no preserva validez en la clase
Yo, basta hacer notar que en la familia de modelos C = {M = (W, R,|=u) | Vw,w' €
W : R(w,w') <r < 1con ren los reales}, IM(q | p) < r para todo par de férmulas p
y q. Luego el contra-argumento aparece teniendo en cuenta que la férmula p — p es
valida en la clase ¥y, pero no la férmula p >, p.

(CSIT, %, )

RK: Para verificar que esta regla de inferencia preserva validez sélo es necesario considerar

alguna tautologia de la forma p — ¢. Dado un modelo M = (W, R, =ar) en Yoy, ie.
con R reflexiva, el valor de:

IM(q|p) = inf sup R(w,w')

WP yi=q

es igual a 1 puesto que para todo p-mundo w € W también es un g-mundo debido a que
: (M,w) E p— q. Porlo tanto p >; ¢ es una férmula vélida en M tal como desedbamos
probar.

Contraejemplos: Para probar que la férmula ESC no es valida en la clase Y5 ¢ es suficiente

considerar el modelo M = (W, R, =) tal R(w,w’) = 1 para todo par de mundos w,w’ €
W. Asi tomado el modelo valida toda férmula de la forma p > ¢, pero obviamente no
toda férmula p — ¢ es una tautologia.

Para los axiomas Sim y ®-T solo hace falta notar que los modelos que sirvieron como
contraejemplos para esos mismos axiomas en la clase ¥ ¢, ahora pueden ser reutilizados
agregandoles la condidicién que para todo mundo w € W : R(w,w) = 1, la cual no
interfiere con la contra-argumentacién.

(CSITB, %3)

Sim: Consideremos cualquier modelo M = (W, R, =),) tal que R es reflexiva y simétrica.

Por definicién (M,w) | p >< g siy sélosi CM(q|p) = SUD,,p SUDyr g R(w,w") > «a.
Pero por simetria y permutando los supremos, podemos reescribir O’gf (¢ | p) como igual
& SUP,rj=q SUP,, 1=, R(w',w) > @ lo cual a su vez es equivalente a C¥(p|q),lo que asu
vez indica que (M,w) = ¢ >< p.

Contraejemplos: Para verificar que el axioma ESC no es vélido en la clase de mode-

los Y34, sélo es necesario reconsiderar el contraejemplo anterior M = (W, R, =) tal
R(w,w") = 1 para todo par de mundos w,w’ € W, el cual obviamente satisface reflexivi-
dad y simetria. Nuevamente este modelo valida toda férmula de la forma p >, ¢, pero
obviamente no toda férmula p — ¢ es una tautologia.
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Para contra-argumentar sobre la validez de ®-T, consideremos las férmulas p, q y r
légicamente independientes y un modelo M = (W, R,|=p) tal que R es reflexiva y
simétrica y que para todo p-mundo w; y ¢-mundo ws, R(wi,ws) = R(wa,w1) =1y
para todo g-mundo ws y r-mundo ws, R(w2,ws3) = R(ws,ws) = 1, pero que exista un
—p A =g A r-mundo w+ tal que para todo p-mundo w;, R(w;,w*) = R(w+*,w;) = 0. Asi
resulta que IM(q|p) =1y I¥(r|q) =1pero I¥(r|p)=0<(1®1)=1

(CSI-S4,%, )

®-T: Para este caso tomemos en consideracién un modelo M = (W, R, =)) tal que R es
reflexiva y ®-transitiva. Note que la interpretacién del axioma (p >4 q) A (¢ >5 1) —
(p >agp 1) corresponde a:

IF(r Q@I (g p) < IH(r|p)

propiedad que ya fue probada en el Capitulo 1 para las medidas de implicacién.

Contraejemplo: De nuevo el ejemplo planteado para el sistema anterior para corroborar la
invalidez de ESC sigue siendo plausible en este sistema.
La insatisfactibilidad del axioma Sim en la clase ¥4, puede ser verificada considerando
el modelo M = (W, R, |=p) tal que R es reflexiva y representa un orden total estricto
entre los elementos w € W. M4és especificamente enumeramos los elementos de W desde
1 a 22" dénde k es el nimero de variables proposicionales y tomamos la relacién R
como sigue: Yw; € WR(w;,w;) = 1y Vw;,wj € Wi < j: R(w;,w;) =1y R(wj,w;) =
0. Claramente para cualquier n, es el caso que (M,w,) = @; >1 @; y no lo es que
(M,wn) |: wj >1 W; sii < J.

(CSIS5,%4 )

Contraejemplo: Para comprobar que ESC no es valida en la clase de modelos E®f, consid-
eremos otra vez el modelo M = (W, R, =) tal R(w,w’) = 1 para todo par de mundos
w,w’ € W, el cual obviamente satisface reflexividad, simetria y ®-transitividad. Nue-
vamente este modelo valida toda férmula de la forma p >; ¢, pero obviamente no toda
férmula p — ¢ es una tautologia.

(CSL#+,%:F)

ESC: Nosotros probaremos ahora que el axioma ESC es valido en toda clase de modelos tal
que la relacién de accesibilidad satisface la propiedad de separacién. Eso probara que
todos los sistemas l6gicos mencionados con anterioridad que son cerrados por la regla
de inferencia RK, CSI-#, extendidos con el axioma ESC son correctos respecto Zj
dénde # = T, TB,S4,S5 y i = 2,3,4,®, respectivamente. Para eso consideremos un
modelo M = (W, R, |=pr) en cualquiera de dichas clases Ei;{, ie. R(w,w') =1siy sélo
si w = w'. Supongamos que para todo w € W (M,w) E p >1 q y por definicién esto
sucede si y sdlo si

IM(q|p) = inf sup Rw,w') =1
wEDp =q
Lo cual es equivalente a afirmar que para todo w | p : sup,, R(w,w') = 1. Puesto
que W es finito la dltima expresién puede ser enunciada como: para todo w |= p existe
un w' | ¢ tal que R(w,w') = 1. Pero como la R satisface la propiedad de sepacién
entonces para todo w = p debe ser w’ = w y por lo tanto w |= q.

O

Ahora presentaremos la otra cara de la adecuacién de nuestros sistemas légicos a la seméntica
propuesta. En este caso verificaremos que si una férmula es vélida en una clase de modelos X; ¢ con
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i=0,2,3,4,® (respectivamente Ei}' coni = 2, 3,4, ®) entonces es un teorema del asociado sistema
l6gico CSI-# con # = {}, T, TB,S4,S5 (respectivamente CSI-#* con # = T, TB, S4,S5). Este
sentido de la adecuacién sintactica-seméantica es conocida con el nombre de completitud y aqui serd
probada utilizando una forma simplificada de la técnica del modelo canénico. La prueba puede
ser esquematizada de la siguiente manera. Utilizando el enunciado reciproco de completitud,
supondremos que existe una férmula ¢ que no es probable en un sistema légico dado y probaremos
que no es vilida en la clase de modelos asociada. Asi puesto que ¢ no es probable en el sistema,
entonces - serd consistente con el conjunto de axiomas que caracterizan el sistema 1égico en
cuestion. Utilizando un simil del teorema de Lindenbaum demostraremos que el conjunto que
contiene a dichos axiomas y a - puede ser extendido a un conjunto maximal consistente. A
continuacion probaremos que debido a los axiomas OI y OD la presencia o ausencia de una férmula
condicional pura (i.e. aquella cuyo operador principal es del estilo >, ) depende univocamente de la
presencia o ausencia de las férmulas de la forma @ >, w' dénde @ y w’ son c.e.m.’s. Este resultado
nos autorizard a construir nuestro modelo candénico teniendo en cuenta unicamente este tultimo
tipo de férmulas condicionales. Luego probaremos que ese modelo candnico pertenece a la clase de
modelos considerada. Finalmente debido a que por construccion la férmula ¢ no es vilida en el
modelo propuesto, el que a su vez pertenece a la clase deseada, resulta la invalidez de la férmula
¢ en dicha clase de modelos.

Definicién 3.3 Un conjunto de formula T es llamado mazimalmente A-consistente (consistente
para un sistema légico A) si T' es A-consistente y no existe otro conjunto de férmulas A-consistente
que lo tenga como subconjunto propio. Cuando I' sea mazimalmente A-consistente, escribiremos I’
es A — MCS.

Lema 3.1 (de Lindenbaum) Si T' es un conjunto de férmula A-consistente entonces existe un
conjunto T'* tal que T' CT™* siendo T un A — MCS.

Prueba: Suponiendo que el conjunto GG es al menos recursivamente enumerable, consideremos a
o0, P1, b2,... una enumeracién de las férmulas de nuestro lenguaje condicional. Nosotros defin-
imos el conjunto I't en la forma usual como la unién de la cadena de conjuntos consistentes
Ag,...,A,, ... construidos como sigue:

Ay = T

A _ An U {¢n}: Si An |_A ¢n
ntl A, U{=¢,}, en cualquier otro caso

I+ = UnZO An

La prueba se completa probando que: (1) A, es A-consistente para todo n; (2) uno y sélo uno
de ¢ y —¢ estd en T'; (3) Si 't 5 ¢ entonces ¢ € I'F; y finalmente que I'" es A — MCS. Los
detalles no son presentados puesto que son bien conocidos. O

Ahora recordaremos un conocido resultado de la légica proposicional cldsica que expresa que
toda férmula es l6gicamente equivalente a una disyuncién de conjunciones elementales maximales
(c.e.m.). Para ello utilizaremos el teorema de Bychovski que establece que:

Teorema 3.2 (Bychouski) El dlgebra de Boole asociada a Ly,/ = (el conjunto cociente por equiva-
lencia ldgica del lenguagje proposicional finito generado por k variables proposicionales) es isomorfo
al dlgebra de la partes del conjunto de aplicaciones desde el conjunto de variables proposicionales
{p1,-..,pr} a {0,1} (0 sea el conjunto de interpretaciones ).

Lema 3.2 Toda formula proposicional p Z L es légicamente equivalente a una disyuncion de con-
junciones elementales mazimales, la cual serd denominada su forma normal disyuntiva distinguida
(FNDD).
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Prueba: La prueba es inmediata si tomamos en cuenta que toda interpretacién tiene asociada una
férmula que sélo es verdadera en ella (y falsa en todas las demds). Si §; es la interpretacién en
cuestién la férmula w; es definida como:

N @

1<5i<k
dénde )
o = { pj st di(pj) =1
J p; St (51'(])]') =0
Luego la férmula ® 16gicamente equivalente a p Z L es construida a partir de la disyuncién de
las w; asociadas a cada interpretacién §; que hace verdadera a p, i.e.

d = \/ W;

{ilo:(p)=1}

con1<i<2%.

La prueba se concluye usando el teorema de Bychovski para justificar que efectivamente p y ® son
l6gicamente equivalentes puesto que ambas tienen el mismo conjunto de interpretaciones que las
satisfacen. a

Observacion 3.1 Note que cada w; corresponde a lo que hemos dado en llamar una conjuncion
elemental mazimal y que una formula p tal que p = L no tiene FNDD. Este iltimo hecho es el que
nos obliga a incluir los aziomas especificos para L en la aziomdtica de CSI (y sus extensiones).

Ahora usaremos el lema anterior para demostrar que en las 16gicas condicionales aproximadas
aquf propuestas, toda férmula condicional simple (es decir cuyo operador principal es de la forma
>, para algin a € G) es logicamente equivalente en el sistema CSI (y sus extensiones) a una
férmula condicional simple que tenga por antecedente y consecuente sendas c.e.m.’s . Este resultado
nos autorizard a tomar en cuenta sélo este tipo de férmulas para definir univocamente un modelo
a partir de un conjunto maximal consistentes de ellas (i.e. para toda c.em. @; y @; y todo o € G
: una s6lo una de w; >4 @; 0 7(w; >4 @) estd).

Lema 3.3 Dado un sistema condicional CSI toda formula p >4 q y p >a< q con p y q no
equivalentes a L y o € G con G recursivamente enumerable, es ldgicamente equivalente a una
formula que sélo contiene c.e.m.’s.

Prueba: Por el lema 3.2 toda férmula no equivalente a L es expresable en FNDD. Luego
p>aq=( \ @)>( \ @)
{ilo: (p)=1} {310 (=1}
Luego aplicando el axioma OI tenemos que:
P>aq= /\ ((Di >a ( \/ C’D]'))
{ilo: (p)=1} {4105 (e)=1}
Y finalmente aplicando el axioma OD obtenemos que:
P>aq= /\ \/ (@i >a ;)
{ilo:(p)=1} {3105 (g)=1}

Para la consistencia graduada la prueba es como sigue. Puesto que ni p ni ¢ son intrinsecamente
inconsistentes por hipétesis tenemos que:

px<a=( \ @)x<( \/ @)
{il8: (p)=1} {165 (@)=1}
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Luego aplicando el axioma LRO resulta:

px<g= /) @>x=<( \V @)
{il6:(m)=1} {7165 (0)=1}

y teniendo en cuenta el axioma IC y OD en ese orden obtenemos:

px<q= \/ V  (@i>a @)
{ild: (p)=1} {3105 (a)=1}

Asi hallamos los dos resultados buscados.
O

Observacion 3.2 Ndtese que si en las expresiones finales halladas en el lema anterior tomamos la
conjuncion como un infimo, la disyuncion como un supremo y la férmula condicional entre c.e.m.’s
como indicando que la “indistinguibilidad” o la “consistencia” entre los modelos que representan
es mayor que a entonces esta expresion no es ni mds ni menos que la definicion de la medida de
implicacion o consistencia cumpliendo la condicion de ser mayor o igual que .

Como fue anunciado con anterioridad, nuestra prueba de completitud pasard por asumir la
existencia de una férmula ¢ que no es deducible en un sistema légico condicional y probar que no
es valida en la clase de modelos asociada al sistema en que la férmula en cuestién no es teorema.
Para corroborar esa invalidez construiremos un modelo de proximidad que no satisface ¢. A tal fin
y puesto que la verdad de una férmula condicional simple en nuestros modelos de Kripke es global
(i.e. independiente del mundo donde la verdad sea evaluada), propondremos el siguiente resultado:

Lema 3.4 Si una férmula condicional aprozimada ¢ no es derivable en el sistema condicional
CSI(G) (resp. sus extensiones) entonces existe una teoria Ty en CSI(G) (resp. en sus extensiones)
tal que:

o ToU{—¢} es CSI-consistente.

e Para todo par de c.e.m.’s @1, y todo a € G resulta que @y >, 0o estd en Ty 0 —(1 >4 @2)
estd en Ty.

e Y sdlo formulas de esa forma estin en Tp.

Asi Ty es mazximal respecto de las férmulas condicionales simples que sélo tienen c.e.m.’s y no
tiene otras formulas que esas.

Prueba: Si ¢ no pertenece a la l6gica CSI(G) entonces CSI(G)U{—¢} bajo modus ponens es una
teoria CSI-consistente. Luego enumerando todas las férmula de la forma w; >, @2 y =(@01 >4 ©2)
para todo par de c.e.m.’s @1, y todo a € G, y aplicando la misma técnica de completamiento
que en el lema de Lindenbaum obtenemos el Ty deseado. O

Ahora ya estamos en condiciones de construir el modelo buscado. Para ello tomemos el conjunto
de todas las extensiones maximales de Tp, {7, | ¢ € I siendo I un conjunto de naturales entre 1y 22k}.
El siguiente lema nos indica que el conjunto propuesto es un buen candidato.

Lema 3.5 Para cada conjuncion elemental mazimal @ existe una y solo una extension mazximal
de Ty a la que pertenece.

Prueba: Dividiremos la prueba en:

Existencia: Supongamos que no. Luego Tp U {®w} es inconsistente o equivalentemente que Ty +
osi . Pero eso es absurdo porque Tj sélo tiene férmulas condicionales puras y no hay forma
de inferir desde ellas una férmula proposicional pura.
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Unicidad: Supongamos que hubiera dos extensiones maximales que contienen a @. Luego toda
férmula proposicional pura o su negacién serd derivable de w. Lo mismo sucede con las
férmulas condicionales puras. Puesto que toda férmula condicional es una combinacién medi-
ante operadores l6gicos de expresiones proposicionales puras y condicionales puras, cualquiera
de ellas o su negacién es derivable a partir de Tp U {&}. Luego los dos conjuntos contienen
los mismos elementos y por tanto son iguales.

O

Finalmente podemos proponer el modelo canénico de Kripke que desedbamos. Este serd
MC = (WcaRca ':MC) dénde:

We:  es definido como el conjunto {w; | T, }.
R,: entre w,w’ € W, como el max{a | @ >, @' € Tp}.
En.:  entre w; y una variable proposicional p si p € T,,,.

El maximo en la definicién del R, esta garantizado debido a la regla de inferencia CI.

Teorema 3.3 Sean {T,, |1 <i < 22k} y M. = (We, Re,|=m.) como definidos arriba, resulta que:

(Me,wi) E @ = p €T,

Prueba: Inmediata a partir de la definicién de modelo canénico y de los lemas anteriores. Por
ejemplo si la férmula ¢ en cuestién es puramente proposicional entonces esta se deriva cldsicamente
y por lo (M.,w;) E ¢ < @; F ¢ y por el lema precedente eso es equivalente a que p € T,,,. El
caso en que la férmula sea una condicional es mas interesante. Consideremos que ¢ = p >, ¢ con
py qen L. Primero realicemos la prueba de derecha a izquierda. En tal caso, por el lema 3.3 de
descomposicién tenemos que la férmula en cuestion es equivalente a:

P>aq= /\ \/ (@i >a ;)

{@itp} {@itq}

Por la forma en que fue definida la relacién de accesibilidad R. y teniendo en cuenta que por
contruccion p >, ¢ pertenece a todo T, resulta que de dicha descomposicién inferimos que:

a< inf sup Re(w;,w;
= {20} (@, g} oleon )

lo que corresponde a la definicién de satisfactibilidad de p >, ¢ en el modelo M..

El sentido de izquierda a derecha de la prueba consiste en desandar la linea argumental recién
desarrollada. Suponemos que (M.,w;) = p >. ¢ para todo w; € W.. Aplicando la definicién
obtenemos la desigualdad inmediata superior para R., de la cual resulta

a< inf sup max{f|w; >gw; € T}
{@iFp} {210}

por reemplazar R. por su definicién. La cual por la propiedad de anidamiento resulta cierta si
y sélo si para todo p-mundo w; existe un g-mundo w; tal w; >, w; € Tp. Por el lema 3.3 de
descomposicién tenemos que eso ultimo es equivalente a pedir que p >, q¢ € Ty, o lo que es lo
mismo p >, q € T,,,; para todo w; € W_.

O

Ahora sélo resta demostrar que el modelo candnico asi definido responde adecuadamente a los
requerimientos de reflexividad, simetria, ®-transitividad y de separacién (y sus combinaciones)
cuando es construido sobre la base de los sistema 16gicos CSI-T, CSI-B, CSI-4 y CSI* (y sus
combinaciones), respectivamente. La siguiente proposicién aclara el punto.
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Proposicién 3.1 Si M, = (W.,R., =) es un modelo candénico definido sobre una légica condi-
cional LC extension de CSI. Entonces:

1. Si LC es cerrada por RK entonces R. es reflexiva.
2. Si Sim € LC entonces R, es simétrica.
3. Si ®-T € LC entonces R. es ®-transitiva.

4. Si ESC € LC entonces R, es de separacion.

Prueba: Consideremos cada caso propuesto:

Reflexividad Bajo el supuesto que el sistema condicional LC es cerrado por la regla RK y puesto
que w — w pertenecerd a LC, resulta que w >; w también estard en LC.

Simetria Es claro que la presencia del axioma Sim es una condicién suficiente para garantizar
que R, sea simétrica.

Transitividad En este caso sélo es necesario enunciar el axioma ®-T para tres m.e.c.’s @i, @y y
@3 cualesquiera, obteniendo que:

(01 >a @2) A (D2 >p @3) = (01 >ars @3)
que fuerza la transitividad de R..

Separacion Basta notar que el axioma ESC establece que las tunicas formulas condicionales puras
con operador principal >; son las que corresponden a reemplazar en una tautologia proposi-
cional el operador principal — de implicacién material por el operador condicional >;. Por

lo tanto las Unicas férmulas condicionales con m.e.c.’s del tipo w >1 &' serén aquellas tal que

w=u'".

O

Ahora ya disponemos de todos los ingredientes necesarios para enunciar y probar la anunciada
completitud.

Teorema 3.4 Los siguientes resultados de completitud pueden ser enunciados:
e Sip es vdlida en la clase de modelos X entonces es teorema de CSI .
e Sip es vdlida en la clase de modelos Yoy entonces es teorema de CSI-T.
o Si @ es vdlida en la clase de modelos Y3, entonces es teorema de CSI'TB.
o Si @ es vdlida en la clase de modelos X4y entonces es teorema de CSI-S4.

o Si  es vdlida en la clase de modelos Y@, entonces es teorema de CSI-S5.

Y respectivamente puede repetirse la enumeracion para las clases de modelos estrictos Ei;{ con

i =2,3,4 0 ® respecto a los correspondientes sistemas estrictos (i.e. que contienen al azioma
ESC) CSI-#", dinde # = T, TB, S4,S5.

Prueba: La prueba es inmediata a partir de los resultados precedentes, puesto que en cada caso
el modelo candnico pertenecerd a la clase de referencia. O
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3.1.2 Loégicas multicondicionales de proximidad

Ahora presentaremos una nueva familia de sistemas condicionales que pretenderan capturar ax-
ioméaticamente la nocién de consecuencia de proximidad presentada en el Capitulo 2.

El listado que sigue detalla las férmulas que serdn usadas para axiomatizar las diferentes logicas
multicondicionales de proximidad. Las siglas que acompanaran a cada una de ellas coincidiran con
el utilizado en otras subsecciones de este mismo capitulo. En todos los casos p, ¢ y 7 son de Ly,

A: P>aq—=p>gqsif<La.
ESC: p>»i1q— (p—9q).
ST: P >0 q.

ST”: 1> p.

OI: (pVg>ar) & (p>ar)AN(@>ar).
OD:  (s>apVq) & (8>ap)V(s>40)
R-T: (P>a )N (@>pT) =P >agpT-

Res:  —(p>a ) A=(g>p1) = ~(p >as 1)
1J T>0q—=Dp>0q.

Rfx p—o>(p>aq—>T>49)

y las siguientes reglas de inferencias:
MP: De ¢ y @o—v inferir P
CI. De Va<pg:p>aq inferir P>54q

RK: De p—gq inferir p>14q

Veamos ahora que todos estos axiomas y reglas son validos y preservan validez, respectivamente,
en los modelos de proximidad.

Proposicién 3.2 Sea M = (W, R, |=) un modelo de Kripke de prozimidad en EOGf, Entonces M
satisface los aziomas: A, ST, OI, OD, ®-T, Res e IJ. Ademds las reglas MP, CI y RK,
preservan validez en M. Adicionalmente, si R fuera reflexiva (i.e. si M € X ) entonces M
satisfaria Rfx y si R fuera de sepacion entonces M satisfaria también el axioma ESC

Prueba: Las demostraciones seguirdn un esquema muy similar al planteado en el caso de la 1égica
de consecuencia aproximada.

A: En este caso sélo es necesario observar que para cada w € W Jg{@ (¢ | p) > a implica Jg{w(q |
p) > B, si f < a. Puesto que por definicién de satisfactibilidad (M,w) = p >, ¢ si y sélo si,
J%@(q | p) > . Aplicando transitividad resulta que (M,w) |=p >3 q.

ST: Para probarlo basta senalar que la relaciéon R es total y que toma valores mayores o iguales
a cero.

ST”: Puesto que en nuestros modelos R es una relacién total (i.e. definida para todo par de
elementos de W) que toma valores mayores o iguales a cero y dado que por convencién
Ir(L | w) = 0 entonces es claro que para todo férmula p y mundo w siempre J§'_(p| L) > 1
y asi (M,w) = L > p.

OI: Nétese que por definicién (M,w) |= pV g >4 rsiy sélosi, JE (r [ pV
fue ya probado en el Capitulo 1, Ji's(r | pV q) = min{J§"; (r | p), JF'5(
(M,w) EpV g >, rsiy solosi, es el caso que Jg{w(r |p) >ay JM
equivale a decir que (M,w) Ep>ary (M,w)Eq>ar

q) > a. Pero como
| ¢)}. Por lo tanto
| ¢9) > a. Lo que

(T
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OD: En este caso es suficiente probar que: Ji'_(pVq|r) > asiy sélo si max{J§';(p|r), J§(q |
r)} > a. Pero eso ya fue probado en el capitulo anterior al presentar las propiedades de esta
medida de implicacién.

CI: Para comprobar que esta regla de inferencia preserva validez supongamos que Va < [ :
p >, q sucede. Eso quiere decir que Jg{w(q | p) > a para todo @ < 3 o lo que es lo
mismo que a < IM(p | w) ®— IM(q | ®). Por la propiedad de residuacién resulta que:
a®IM(p| o) <IM(q|®) para todo @ < . Ademds por definicion I¥ (p | @) @— I (q |
@) =sup{y | IM(p | ®) ® v < IM(q | @)} lo cual, por incluirlos, es mayor a igual al
supfa < B | IM(p|w) @ a < IM(q|w)} = B, tal como querfamos probar.

®-T: Supongamos que (M,w) = p >4 ¢y que (M,w) = g >3 r. Como en el caso anterior, esas
condiciones se reducen equivalentemente a las siguiente condiciones: a® IM (p | @) < IM(q |
W)y B IM(q|w) < IM(r|w). Luego por aplicar la propiedad de transitividad del orden
tenemos que a ® 8 ® INM(p | ©) < IM(r | @), que por residuacién es equivalente a lo que
buscabamos probar.

Res: Como en la situacién inmediata anterior supongamos que las condiciones del antecedente del
axioma se satisface en un mundo w. Asi(M,w) |= =(p >4 q) y que (M,w) = (¢ >3 7). Las
cuales por definicién equivalen a que a® IM (p | 0) > IM(q| @)y B IM(q|w) > IM(r | ).
Y nuevamente aplicando la transitividad del orden resulta que a® S@IN (p | @) > IM (r | @),
tal como queriamos.

RK: Para verificar que esta regla de inferencia preserva validez sélo es necesario considerar alguna
tautologia de la forma p — ¢. Dado un modelo M = (W, R, [=ar) en Yoy, el valor de:

I (p| @) @ Ig (¢ | @)
es igual a 1 puesto que todo p-mundo también es un g-mundo.

Contraejemplos: Sea M = (W, R, |=) un modelo en X; ; tal que para todo mundo w : R(w,wy) <
0.9 para todo ¢g-mundo w,. Luego si p — ¢ es una tautologia y (M,w) = p, resulta que
(M,w) = p>1 q pero (M,w) = T > q. Por lo tanto M es un contra-modelo de Rfx.

El modelo M = (W, R, |=) que revoca la validez del axioma ESC, en la clase de modelos ¥ ¢
puede ser aquel que para todo mundo w hay un g-mundo wy tal que R(wq,w) > R(wp,w)
todo p-mundo w,. Eso hace que para todo mundo w Jg{w (¢ | p) = 1. Pero obviamente eso
no quiere decir que p — ¢ fuera una tautologia.

O

Definicién 3.4 El sistema de ldgica multicondicional de proximidad bdsica CSJ(G,®) corre-
sponde al minimo conjunto de formulas en Ejk que contiene todos los axiomas de la ldgica proposi-
cional PL mdas los siguientes: A, ST, ST”, OI, OD, 1J, ®-T y Res, y que serd cerrado por la
regla de inferencia MP, CI y RK. Sus extensiones seran la ldgica multicondicional de prozimidad
autoreferente que incorpora el axioma Rfx a los anteriores y su correspondiente version estricta
que agrega el azioma ESC.

Siguiendo una linea argumental similar a la de la subseccién anterior probaremos que cualquier
conjunto de férmulas I' de la 1égica proposicional maximalmente consistente en ese contexto, puede
ser completado consistentemente de forma tal de obtener un conjunto maximal de férmulas en
CSJ(G,®) (respectivamente en sus extensiones). A continuacién definiremos la nocién de teoria
base.
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Definicién 3.5 Un conjunto de formulas T de la l6gica CSI(G,®) (respectivamente en sus ez-
tensiones) serd denominado una teoria base en CSJ(G,®) (respectivamente en sus extensiones)
si es mazimalmente consistente respecto de la logica proposicional y para todo m.e.c. w y para todo
a € L una y sdlo una de las siguientes formulas T >, @ 0 =(T >4 @) pertenecen a T (es decir es
mazimal respecto de esta clase de formulas). Denotaremos con & al conjunto de todas las formulas
del tipo T >4 @ 0 =(T >, @) para cualquier « € G y cualquier m.e.c. @.

El interés por estas teorias bases radica en el hecho que son equivalentes a teorias maximales
de férmulas en CSJ(G, ®) (respectivamente en sus extensiones) como se demostrard en el préximo
lema.

Lema 3.6 Todo conjunto mazimal consistente de formulas, Tinax, en CSI(G, ®) (respectivamente
en sus extensiones) es logicamente equivalente a su teoria base asociada en CSJI(G,®) (respecti-
vamente en sus extensiones) definida como T = Tiax N (L U E).

Prueba: Recordemos que dos teorias son equivalentes si de ellas pueden demostrarse las mismas
férmulas. Obviamente todo conjunto maximal consistente Ty, contiene a su teoria base asociada
I'. Por lo tanto sélo es necesario probar que de I' se derivan todas las férmulas de Ty, 0 equivalen-
temente que Tpax € Cn(I") (dénde Cn(T') representa al conjunto I' cerrado por sus consecuencias
respecto de la 16gica CSJ(G, ®)).

Notemos primero que debido a que estamos considerando un lenguaje proposicional finito Ly,
sabemos que toda férmula proposicional resulta equivalente a alguna disyuncién de m.e.c.’s (ver
lema 3.2). Luego toda férmula condicional puede ser reducida a conjunciones o disyunciones de
férmulas condicionales que sélo tiene un m.e.c en su antecedente y otro en su consecuente por
aplicacién de los axiomas OI y OD. Asf por ejemplo la férmula p >, ¢ es equivalente a:

A V  @>aa)

{ilos (p)=1} {i16; (a)=1}

Por lo tanto verificar la equivalencia propuesta solo requiere que comprobemos que una teoria
base I', para cada par de m.e.c.’s w; y w; y cada a € G, deduce alguna de las siguientes férmulas:
Wi >q w; 0 7(@; >4 wj). Debido a que tenemos el axioma A de “anidamiento” existird sélo un
a* para el cual todas las férmulas @; >+ @; y =(@; >p« @;) para todo B* > a*, se derivardn
de I’ (notar que la situacién dual no es posible debido a que tenemos la regla CI) y ese serd el
caso que consideraremos. Supongamos que: ¥ = max{a | T >, @;} y d = max{8 | T >3 @;}.
Recordemos que gracias a la regla CI esos méximos tienen existencia garantizada. Debido al
hecho que I' es maximal respecto de ¢ tendremos que a partir del supuesto anterior resulta que
VB >y : (T >gw)y VA>3 (T >\ @;) estardn en I'. Consideremos las siguientes casos
particulares de los axiomas ®-T y Res:

T >aq, @ A _'(T > a1 06 ‘Dj) - _'(‘Di >8, ‘Dj)

—I(T >a, (Di) AT D as@Bs Wj = Wi 2>p, Wy

En el primer caso a partir de nuestras hipdtesis podemos tomar oy = vy y®p; > d (obviamente
estas inecuaciones tienen sentido si v > §). Por el contrareciproco de la condicién de residuacién
resulta que la dltima desigualdad es equivalente a 31 > v ®— §. Esto nos dice que a partir de
las condiciones aceptadas podemos concluir que —(@; >3, @;) para todo /1 >y ®— §. Tomemos
ahora en consideracién la segunda férmula con as > vy as ® B2 < 4. De la segunda condicién y
la propiedad de residuacién resulta que 2 < s ®— 0 y asi podremos concluir que w; >, w; con
p = as ®— 4§, para todo as > . Luego aplicando apropiadamente la regla infinitaria CI sobre
esta familia de conclusiones deducimos que w; 3>, @; con 0 =y ®— J. Lo cual completa nuestra
prueba. O
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Esta equiparacién entre conjuntos maximales consistentes de férmulas y teorias bases nos permi-
tird definir la nocién de modelo canénico a partir de estas ultimas, tal como veremos a continuacion.

Definicién 3.6 Dado el conjunto de los modelos booleanos 2, definimos la nocién de modelo
candnico M, en la légica CSI(G, ®) (respectivamente en sus extensiones) como la terna (W, Re, =
) ddnde:

o W.={T,}uecq donde T, serd la inica teoria base que tendrd a las férmulas vdlidas en w.
e R.CW.xW,:R.(wi,ws) =max{a | T >, ws € Ty, }.
e ECWexLp:wEp< p€En.

Nétese que en la definicién de R, la existencia del maximo estd garantizado por la regla de inferencia
CI. A continuacién probaremos que el modelo propuesto tiene el comportamiento buscado.

Teorema 3.5 Sean {T,}wcq y M. = (We, R, [Enm.) como definidos arriba, resulta que para toda
formula ¢ € Ejk:
(M.,w;) E p <= ¢ €T,,

Prueba: Esta es inmediata a partir de la Definicién 3.6 y lemas anteriores. Por ejemplo si la
féormula ¢ es puramente proposicional entonces ésta se deriva clasicamente y por lo (M.,w;) E
p <= w; F ¢ y por el lema precedente eso es equivalente a que ¢ € T,,,,. El caso en que la férmula
sea una condicional es mas interesante.

Consideremos que ¢ = p >, ¢ con py q en L. Primero realicemos la prueba de izquierda a
derecha. Supongamos que (M,.,w;) = p >, q. Por definicién de satisfactibilidad eso significa que:

T (g p) =Ir.(p| @) ® Ig.(q| @) = sup Re(w;,@r) ®— sup Re(@;, @) > o

{@rFp} {@1q}

Denotaremos con § y v los maximos alcanzados en el antecedente y consecuente, respectivamente.
Como la cantidad de m.e.c.’s w; es finito entonces existird un w; donde se alcanzard el segundo
méaximo. De esa manera y debido a la definicién de R, y de la presencia del axioma A tendremos
que Vor Fp: =(T > @) € T, paratodoe >3y T >, & € T,,. Luego aplicando modus
ponens entre estas férmulas y las respectivas instancias del axioma Res: (=(T > @) A T >cg,
W) = Wi >, w; para todo p < € ®— 7 inferimos que wy >, w; € T,,,. Finalmente como T, es
cerrada por CI resulta que Vg - p @ @y >, @) € T, dénde 0 = § ®— v > a 'y por modus ponens
sobre el axioma A inferimos que:

/\ (@r > (Dl*) eT,,
{@kkp}
Por otra parte, debido al lema 3.3 de descomposicién tenemos que:
paqe \ @r>e@) €T,

{@rFp} {@iq}

Que por debilitar el lado derecho para el m.e.c. @/, tenemos que:
/\ (‘Dk >a a]l*) = p>aq€T,,
{@rtp}

y aplicando modus ponens obtenemos lo buscado.

Para el sentido de derecha a izquierda de la prueba asumamos que ¢ = p >, q¢ € T,,. Por
el axioma de transitividad tenemos que VB : p >, ¢ = (T >3 p = T >ags q) € Tw,. Lo que
por combinacién con la hipdtesis inicial a través de modus ponens nos permite deducir que V3 :
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T>3p— T s q €T,,. Tomando 06 = max{f | T >3 p € T,,} y dado que por la regla CI
sabemos que T >; p € T,,,, podemos concluir que T >.zs5 ¢ € T,,,.
Por otra parte a partir de las condiciones de satisfactibilidad (M.,w;) |=p >4 ¢ si y sélo si

a®lIp (p|w) <Ip(q|w;) <= a® sup R.(w;,or) < sup R.(@;, @)
{@rtp} {@i+q}

Por definiciéon de R, resulta que

SUDP - phe (@i, W) :{sup ;naX{B | T>pwr €Ty} =max{B| \/ T>sap €Ty} =max{8| T >speT,}=0
Orp _
{@rFp}

De la misma forma

Ir.(q| @) = {sup}Rc(wi,@l) =max{\| T >\ qeT,}
witq

Pero como ya hemos probado que T >.z5 ¢ € T, resultard que Ig, (¢ | @;) > a®4d tal como
buscabamos probar. O

Ahora ya disponemos de todos los ingredientes necesarios para enunciar y probar la anunciada
completitud.

Teorema 3.6 Las siguientes relaciones de completitud pueden ser establecidas:
o Si ¢ es vilida en la clase de modelos Yoy entonces es teorema de CSJ.
e Sip es vdlida en la clase de modelos Yoy entonces es teorema de CSJ-T.

Y respectivamente puede repetirse la enumeracion para las clases de modelos estrictos Ei}" con
i=0,2 0 ® respecto a los correspondientes sistemas estrictos (que son cerrados por la regla ESC)
CSJ" y CSJ-T™, respectivamente.

Prueba: La prueba es inmediata dada la correspondencia que acabamos de mostrar entre férmulas
validas en el modelo canénico y teoremas del sistema asociado y el hecho que estos modelos
pertenecen a la clase de referencia. O

3.2 Ldgicas condicionales multivaluadas

La principal idea detras de este enfoque consiste en tomar el grado en el cual una proposicién q es
consecuencia de otra p como el valor de verdad de una férmula condicional que tiene a p como su
antecedente y a ¢ como su consecuente. En este caso el lenguaje condicional consistird en extender
el lenguaje proposicional £ con dos operadores binarios >, > y con un conjunto de constantes de
verdad 7 por cada elemento r en los racionales . El conjunto de férmulas de este nuevo lenguaje
es definido como sigue:

e Toda férmula proposicional es también una condicional.
e Sipy ¢ son férmulas proposicionales en Ly entonces p > ¢y p > ¢ son férmulas condicionales.

e Si 7 es una constante de verdad y ¢ es una férmula condicional entonces ¥ — ¢ y ¢ — 7 son
también férmulas condicionales.

Si ¢ y ¥ son férmulas condicionales entonces ¢ o 1) es una férmula condicional dénde o €

{&,—,0}.
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En lo que sigue denotaremos con FLzF al lenguaje condicional que no contiene férmulas que
utilicen el operador > y que fuera generado con k variables proposicionales. De igual manera
escribiremos FL ]k para denotar el lenguaje condicional que no contiene el operador >. Por otra
parte, en la presente secciéon un modelo tendrd una connotacion diferente a la que expresaramos en
la seccion anterior. Las férmulas condicionales ya no serdn interpretadas como verdaderas o falsas
sino que se les adjudicard un grado de verdad que serd un elemento de un reticulo L = (R, <), i.e.
los reales con su orden.

En el presente contexto las clases de modelos serdn simbolizadas con ¥® y sus elementos
corresponderan como hasta ahora a modelos de la forma M = (W,R,[En), dénde W, Ry Eu
son como siempre. La diferencia radica en la manera en que las condiciones de satisfactibilidad
son extendidas a todo el lenguaje y en particular a una férmula condicional. Dado un modelo
M = (W, R, =um), para todo w € W y toda férmula del lenguaje proposicional ¢, = (w, @) toma
exclusivamente valor 0 o 1 (i.e. las férmulas proposicionales puras son interpretadas clasicamente)
y para las férmulas condicionales p > ¢ y p > ¢ dénde p y q estan en Ly, la interpretacion es
definido como:

Fu(wp>a=a si If(q]
Fuwp>a=a si Ji(

D) = a.

|p) = o

Las condiciones de satisfactibilidad para las férmulas complejas son las usuales en una légica
multivaluada (ver anexo 1y [H4j98]). Es importante remarcar que estamos usando una estructura
de modelo “clasica” para hacer un interpretacién multivaluada del lenguaje donde, nuevamente, la
nocién de satisfactibilidad para un condicional aproximado es independiente del mundo particular
donde estemos evaluando su veracidad, i.e. corresponde a una nocién global. En el actual contexto,
claramente los operadores condicionales > y > representan en el lenguaje légico a las medidas I ﬁ/"
y Jg{w, respectivamente. La razén por la que introducimos las constantes de verdad se debe
justamente a nuestro deseo de representar en el lenguaje objeto cotas inferiores o superiores para
esas medidas.

Las axiomaéticas que presentaremos en la dos subsecciones que siguen utilizardn como base los
axiomas de las 16gicas racionales RQ)L dénde K = L, IT o G, segin cual sea la t-norma consider-
ada. Aqui no reproduciremos su presentacién y remitimos al lector al anexo 1 para su consulta.
También aparecen alli referidos las definiciones de prueba y validez, como asi también los resul-
tados de completitud béasicos que seran utilizados a continuacién. Por otra parte, dada nuestra
pretensién de que las formulas proposicionales puras sean interpretadas sélo como verdaderas o fal-
sas (i.e. con valores de verdad 1 o 0) incluiremos el siguiente axioma para variables proposicionales:

Bool: pV —p.

3.2.1 Légica Condicional multivaluada aproximada

Como ya fue anunciado, en este apartado pretendemos proponer sistemas 16gicos que puedan dar
cuenta en el lenguaje objeto de la nocién de consecuencia aproximada a través del operador l6gico
>. Los siguientes seran los axiomas que utilizaremos para describir estas légicas de condicionales
multivaluadas, dénde p y ¢ son férmulas del lenguaje proposicional Ly.

ST: p—--(p>1).

ST”: 1 >p.

Sim: w>& - >w, siwyd son me.c.’s

®-T: (p>q) = ((¢>s) = (p>9)).

OrL: (pVqg) >r < (p>r)A(g>r).

OD: (w>pVyq) < (@>p)V(0>q),dénde @ es un m.e.c.
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y las reglas de inferencia que adicionaremos seran:

RK: De p—gq inferir p>gq
ESC: De p>gq inferir p—gq

Definicién 3.7 El sistema de légica condicional aprozimada multivaluada bdsica FCSI(Q, ®) cor-
responde al minimo subconjunto de férmulas incluido en FL1* que tendrd los siguientes aziomas:
BL, ST/, ST”, Ag, rcl, rc2, Bool, OI, OD (donde Ag es L ¢ G ¢ {II1,112} segin cual
sea la t-norma subyacente) y que serd cerrado tan sdélo por la regla de inferencia MP si la t-
norma es Gadel o Lukasiewicz y que en el caso de la t-norma producto se exige ademds clausura
por RI. Las correspondientes extensiones se obtendrdn por incorporar los axiomas remanentes ya
Mencionaremos como sigue:

autoreferente: FCSI- T(Q,®) es FCSI(Q,®) cerrada por RK,
de Brouwer: FCSI-TB((Q,®) = FCSI-T(Q, ®) + Sim,

de orden borroso: FCSI-S4(Q,®) = FCSI-T(Q, ®)+ ®-T,

de similitud: FCSI-S5(Q,®) = FCSI- T(Q,®) + Sim+ ®-T,

Los sistemas 16gicos que resultan de clausurar los sistemas anteriores con la regla ESC, correspon-
den a las versiones estrictas de las precedentes y serdn mencionados por la palabra estricta a los
nombres ya referidos y denotadas como FCSI-#7(Q,®), dénde # = T, TB, S4,S5.

Una vez enunciadas nuestras propuestas de légicas condicionales necesitamos comprobar que
se comportan adecuadamente respecto de las respectivas seméanticas. En el contexto de la presente
seccion, la correctitud y completitud de un sistema = respecto de una clase de modelos ¥, sera
formulada en lo que se conoce en la literatura como estilo Pavelka, i.e. comprobaremos que el
grado de prueba de una férmula ¢ in Z y el grado de verdad de una férmula ¢ en ¥ coinciden para
cualquier férmula ¢, i.e. Yo : |p|z = ||p||z. Nbtese que esta definicién de grado de prueba es la que
nos permite prescindir de la regla de inferencia CI necesaria en los sistemas multicondicionales.

Para probar que el grado de prueba en un sistema FCSI es igual al grado de verdad en una
clase ¥, utilizaremos un camino indirecto que hace uso de los conocidos resultados de correctitud
y completitud de las lgicas racionales enunciados en el Capitulo 1. Esta idea puede ser resumida
en el siguiente diagrama donde lo que buscamos probar es la equivalencia indicada con (1) y cuya
prueba pasard por demostrar las equivalencias respectivamente indicadas como (2), (3) y (4).

Vr<l:FCSIFr—oy & Es o

@ @

Vr<1:FCSI* F7— ¢ 4%  e(p*) =1Ve: |, FCSI*

Notar que la equivalencia (3) corresponde al resultado mencionado de las l6gicas racionales. El
probar (2) requiere que toda férmula condicional pase a ser una variable proposicional de la 16gica
racional, lo que a su vez conlleva a traducir todos los axiomas del sistema FCSI a férmulas de la
l6gica racional que involucra esas “nuevas” variables proposicionales. Justamente para lograr mayor
claridad representaremos con P, , a la variable proposicional (en la légica racional) asociada a la
férmula condicional ¢ > ¢ de F. L7". Con esa notacién podemos proponer la siguiente translacién
% de formulas de FLz" a la légica racional:

L (p>¢)" =P,y



74 CAPITULO 3. LOGICA CONDICIONAL BASADA EN SIMILITUD

2. T =T,
3. (potp)* =p*orp* cono € {AV,—, &}

Utilizando esta traduccién podemos transcribir los axiomas y reglas de inferencia de un sistema
FCSI para generar una teorfa (cerrada respecto de esas reglas) en la l6gica racional que notaremos
como FCSI*. Asf por ejemplo la teoria FCSI-S5(Q,®)" contendrs las siguientes férmulas para
las férmulas p, ¥ y x en Ly:

=P, .

Py ,.

Py 50 — Py g, si @y @ son m.e.c.’s

P,y — (Pyy = Poy)-

Plovyyx & Pox NPy x.

Py (ovy) € PopV Py, donde @ es un m.e.c.
y estard cerrada por las reglas de inferencia:

De ¢ —=v¢ inferir P, y.

De P,y inferir © =Y.

Notar que debido a la forma de hacer la transcripcién, las férmulas que se infieren a través
de las reglas RK o ESC son directamente incluidas, y las correspondientes pruebas en la 1égica
racional serdn més cortas. Ahora podemos presentar la prueba de la equivalencia (2). La misma
serd no especifica en el sentido que la enunciaremos y probaremos para un sistema genérico e iremos
asumiendo en cada paso si un axioma o regla estd presente si ello fuera necesario.

Teorema 3.7 Simbolizando con Z(Q,®) a cualquiera de los sistemas condicionales aprozimados
presentados con anterioridad y tomando como Z(Q,®)* a la teoria en RQL que surge de aplicar
a este sistema la transformacién *. Entonces:

Fz.0) ¥ S E(Q,®)" Frer ¢*

Prueba: En el sentido de izquierda a derecha, la prueba se realiza por induccién en la longitud de
la prueba para una férmula ¢, tomada ésta como la cantidad de reglas que apliqué para realizar
la inferencia.

Caso base: Si la longitud es 0 entonces p debe ser un axioma. Luego ¢* € Z(Q,®)* y debido a
la reflexividad de la nocién de consecuencia =(Q, ®)* Frar ©*.

Caso n — n + 1: Supongamos que la propiedad se verifica para pruebas de longitud menor a
n + 1. Supongamos ademas que R,,;; es la regla de inferencia aplicada para para obtener .
Analicemos las distintas posibilidades para R, ;1.

e Si Ry11 es MP con ¢ y ¥» — ¢ como antecedentes entonces debe ser que ambas
férmulas tienen pruebas con longitudes menores estrictas que n+ 1y asi 2(Q, ®)* Frsr
v* y 2(Q,®)* Frar (¥ — ¢)*, lo que determina por modus ponens en RRL que
2(Q, ®)* Frer @™

e Suponiendo que R, 1 es RK tal que con ¢ — v infiere ¢ > 1) = . Pero en este caso
¢ — 1 debe ser una tautologia y por las condiciones de clausura que fuerza la aplicacién
* resulta que P, 5 = ¢* pertenecerd a Z(Q, ®)*.
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e Asumiendo que la dltima regla aplicada R,y; en la demostracion de ¢ = ¢ — ¥ es
ESC (i.e. asumiendo que el sistema Z(Q, ®) contiene esa regla). Luego por la segunda
condicién de la transformacién *, ¢ > 1 es probable en el sistema y asi ¢ — 1) = ©* es
incorporada en Z(Q, ®)* y por lo tanto probable en él.

e Silaregla RI pertenece al sistema Z(Q, ®) y R,+1 es igual a ella con las precondiciones
¢ — T Vr > 0, entonces sus pruebas deben ser menores que n y por lo tanto usando la
hipétesis inductiva sucederd que: Vr >0 : Z(Q, ®)* Frer, ¢* — 7. Luego aplicando la
regla RI (pero ahora en R®L) obtenemos la prueba para ¢* = ¢* — 0.

Para el paso inverso el esquema de la prueba es el mismo y no sera repetido pues alcanza con hacer
notar que la aplicacién * es biyectiva. O

Vale la pena senalar, que el resultado que acabamos de dar no ofrece ninguna sorpresa dado que
hemos forzado a que ambos sistemas, el condicional y el racional, “manejen” el mismo conjunto
de férmulas al compensar el hecho de que el sistema racional posee menos reglas, incorporando a
priori las conclusiones que producen esas reglas faltantes y asi garantizar la “transportabilidad”
de las pruebas en uno u otro sentido.

En el capitulo 5 utilizaremos también una técnica de traduccién entre sistemas légicos. Sin
embargo en aquel caso no podremos garantizar esta “reversibilidad” de las pruebas.

Tal como habfa sido anunciado, el paso siguiente es demostrar la equivalencia (4). Lo primero,
y mas sencillo, es verificar que los axiomas son validos en las pretendidas interpretaciones y que
las reglas preservan esa validez. En los términos antedichos eso equivale a probar que el grado
de prueba es una cota inferior del grado de verdad. Este resultado es planteado y probado en el
teorema que sigue.

Teorema 3.8 La siguientes relaciones entre las precedente logicas y las clases de modelos prop-
uestas al final del Capitulo 1 pueden ser enumeradas como:

e Sip es teorema de FCSI(Q,®) entonces es vdlida en la clase de modelos E?ff,

o Siy es teorema de FCSI'T(Q,®) entonces es vdlida en la clase de modelos Eg?f.
e Sip es teorema de FCSI-TB(Q,®) entonces es vdlida en la clase de modelos Egef.
e Sip es teorema de FCSI-S4(Q,®) entonces es vilida en la clase de modelos Eff.

e Si es teorema de FCSI-S5(Q,®) entonces es valida en la clase de modelos ng.

Y respectivamente puede repetirse la enumeracion para los sistemas estrictos (que son cerrados por
la regla ESC) FCSI-#7(Q,®), dénde # = T, TB,S4,S5, respecto a las correspondientes clases

. + . . . .
de modelos estrictos E?} cont=2,3,4 0®. En el mismo sentido puede enunciarse que las reglas
de inferencia preservan validez en las respectivas clases de modelos.

Prueba: Las pruebas son esencialmente equivalentes a las presentadas en el Teorema 3.1. Simple-
mente por claridad hemos diferido su presentacién a la seccién final. O

Como consecuencia directa de este teorema resulta que para toda férmula ¢ el grado de prueba
en el sistema = es menor o igual al grado de verdad en la familia de modelos X, i.e., Vo : |p|z <
[l¢lls, dénde el par (Z, %) se instancia con cualquiera de los pares mencionados en el enunciado
del anterior teorema. Este resultado de correctitud nos serd también muy util en la prueba de la
equivalencia (4), pero todavia necesitamos otro resultado preliminar antes de desarrollarla.
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Proposicién 3.3 Sea Z(Q,®)* la teoria que resulta de transformar el sistema condicional de
prozimidad Z(Q,®) a través de la aplicacidn * y e un modelo que satisface aquella teoria. Si
definimos la relacion entre mundos como

Re(w,w') = e(Py.or)

)

Entonces:
Q, ®) es cerrada por la regla RK entonces Re es reflexiva.
es cerrada por ambas reglas RK y ESC entonces Re es de separacion.

)

®)
. S 2(Q,®) tiene el axioma Sim entonces Re es simétrica.
. Si ®) tiene el azioma ®-T entonces Re es transitiva.

Prueba: Consideremos cada caso propuesto:

Reflexividad Dado que @ — @ es una tautologia entonces por la regla de transcripcién por * del
sistema condicional Z(Q, ®) que contiene la RK resulta que Py pertenecerd a Z(Q, ®)* y
asl’ e(Pa,@) =1.

Separacion Basta notar que la combinacién de las reglas RK y ESC establece que las dnicas
férmulas condicionales puras (i.e. con operador principal >) son las que corresponden a
reemplazar en una tautologia proposicional el operador principal — de implicacién material
por el operador condicional >. Por lo tanto las tnicas variables propocionales con m.e.c.’s
serdn P, ; para cualquier @.

Simetria Es claro que la presencia del axioma Sim es una condicién suficiente para que garantizar
que R sea simétrica.

Transitividad En este caso sélo es necesario enunciar el axioma ®-T para tres m.e.c.’s @i, @y y
@3 cualesquiera, obteniendo que:

(1 > wo)&(we > w3) — (w1 > ws3)

que fuerza la transitividad de Re.

Ahora podemos dar una primera aproximacion a nuestro objetivo final.

Teorema 3.9 Dada la clase de modelos de Kripke ¥ y su sistema condicional asociado Z(Q, ®),
entonces una formula ¢ € fﬁ% no es vdlida en X si y solo si existe un modelo multivaluado e que
satisface a la teoria Z(Q,®)* pero no a @*.

Prueba: Debido al hecho que la verdad en un mundo de las férmulas condicionales es equivalente
a la validez en el modelo, la idea de la prueba pasara por trasladar los valores de verdad en un
mundo de un modelo de Kripke a una interpretacién multivaluada y viceversa.

Supongamos ahora que [y . Entonces existe un modelo de Kripke aproximado M =
(Q, R, =pm) tal que [~y @ y por lo tanto habrd un mundo w € Q tal que Ep (w, ) < 1. Luego
tomado Vi € FLY : e(¥*) = |=u (w,1) obtenemos una interpretacién multivaluada que por el
Teorema 3.8 satisface a la teorfa Z(Q, ®)* y que por definicién no satisface a p*.

Para el sentido inverso, asumamos que tenemos una interpretacion multivaluada e que satisface
a la teoria Z(Q,®)* pero no a ¢*. Tomemos entonces el modelo de Kripke Me = (Q, Re, |=11.)
dénde Re(w,w’) = e(Py5). Por la proposicién anterior Me € ¥ y claramente s, . O
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Con todos los ingredientes presentados podemos formular el resultado importante de esta sub-
seccion.

Teorema 3.10 Los siguientes resultados de completitud en el estilo Pavelka pueden ser enuncia-
dos:

o Si ||g0||zls)qf =1 entonces |¢|pes = 1-

o Si ||<p||2§f =1 entonces |¢|pcsrr = 1-

o 5i llgllsg, =1 entonces [olscs s = 1
o Si ||g0||2§ff =1 entonces |¢|pcsrca = -
o Si ||<p||zgf =1 entonces |Q|lpcsrss = 1-

Y respectivamente puede repetirse la enumeracion para las clases de modelos estrictos ng con

i =2,3,4 0 ® respecto a los correspondientes sistemas estrictos (que son cerrados por la regla
ESC) FCSI-#1(Q, ®), dénde # = T,TB, S4,S5.

Prueba: La demostracion consiste en seguir el diagrama planteado més arriba, cuyas equivalencias
fueron demostradas con anterioridad. Al respecto vale la pena comentar que la hipétesis de finitud
que rige este capitulo justifica la posibilidad de operar con m.e.c.’s y en el caso del sistema, racional
de Godel es necesaria para establecer la equivalencia (2), dado que el resultado de completitud
fuerte en ese caso sélo es valido para teorias finitas. O

3.2.2 Légica Condicional multivaluada de proximidad

En esta subseccién presentaremos una légica condicional que caracterizara a la nocién de operador
de consecuencia de proximidad.

Los siguientes seran los axiomas que utilizaremos para describir nuestras légicas de condicionales
multivaluadas, dénde p y ¢ son férmulas del lenguaje proposicional Ly.

®—-T: (p>q) — ((g>s) = (p>s)).
Res: (T>p) = (T>q)— (> 0).
OL Vg >r & (p>r)A(g>r).
OD: (s>pVq) & (s>p)V(s>q).
1J: T>q—>p>q.

Rfx: p—=T>p.

Las reglas de inferencia que utilizaremos en la descripciéon de nuestros sistemas 1égicos seran
las siguientes:

RK: De p—q inferir p>gq
ESC: De p>q inferir p—gq

Notar que IJ es una consecuencia directa de Res teniendo en cuenta T > g — (T > p — T > q).
Otro hecho importante a resaltar es que a partir de los axiomas ®-T y Res podemos deducir que:

p>q — (T>p—=>T>q)

Definicién 3.8 El sistema de légica condicional de proximidad multivaluada bdsica FCSJI(Q, ®)
corresponde al minimo subconjunto de férmulas de fﬁjk que contenga a los aziomas: BL, Ag,
rcl, rc2, Bool, OI, OD, ®-T y Res (dénde Ag es £ 0 G o {II1,112}) y que sea cerrado
tan solo por las reglas de inferencia MP y RK si la t-norma es Godel o Lukasiewicz y que en
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el caso de la t-norma producto estard ademds clausurado por RI. Sus extensiones serdn la l6gica
condicional multivaluada de proxzimidad autoreferente que incorpora el axioma Rfx a los anteriores
y las correspondientes versiones estrictas consistirdn en clausurar las anteriores por la regla ESC.

Es interesante volver a remarcar que la regla RK ya no es la garante de reflexividad sino que
aqui juega mas el rol de una regla de necesitacién. Por otra parte también es interesante sefialar
que el sistema logico recién definido tiene una presentacién mucho mads sintética como se propone
a continuacion.

Proposicion 3.4 Los azxiomas OI, OD, ®-T y Res son equivalentes a:

OD': (T>»pVyq) & (T>p) V(T >q).
Def: (p>q) & (T>p) — (T>q).

en presencia de los axiomas BL.

Prueba: Primero comentemos que la inclusién de los axiomas BL nos permiten tener todas las
propiedades para la implicacién tales como: transitividad, distributividad respecto del V en el
consecuente y extraccién de un V en el antecedente como un A. Después digamos que es obvio
que axiomas originales implican los nuevos y por lo tanto dnicamente es relevante probar la otra
direccién. Para ello notemos que el axioma Def oficia de definiciéon entre un condicional general
en términos de aquellos que tienen en el antecedente una tautologia. Por lo tanto en presencia de
Def podemos reemplazar la forma general por esa particular en cada uno de los axiomas a deducir.
Asi por ejemplo ®-T queda como:

(T>p) = (T>q) = (((T>q = (T>s) = (T>p) = (T>s))
que resulta cierta por la transitividad de —. De forma similar podemos reescribir OD y obtener:
(T>s) = (T>®EV) < ((T>s) = (T>p) VT >s) = (T>q))

Aplicado el axioma OD' y la distributividad del — sobre el V del lado izquierdo obtenemos la
expresion que aparece del lado derecho. En idéntica forma podemos transcribir OI

(MT>@EVg) > (T>r) < ((T>p) = (T>r)A(T>q = (T>r)

Nuevamente usando el axioma OD' y realizando la extraccién del V sobre el lado izquierdo obten-
emos el lado derecho de la equivalencia. |

A partir de la prueba queda claro que el axioma ®-T surge de la propiedad de transitividad
de la implicacién residuada y que su inclusién no impondrd la ®-transitividad sobre la relacién
de accesibilidad en el marco asociado. Ademds de resaltar este hecho la equivalencia anterior
nos facilitard las pruebas de correctitud y completitud. Para la obtencién de esos dos resultados
usaremos la misma estrategia de la subseccién anterior, es decir seguiremos el siguiente esquema:

Vi<l:FCSIFr—o 4% Es o

@3 tw@

Vr<1:FCSI* FF— ot <2  e(p*)=1Ve: ., FCSJ*

Como en el caso de los sistemas de logicas condicionales aproximadas para probar la equiva-
lencia (2) es necesario que toda férmula condicional pase a ser una variable proposicional de la
l6gica racional, lo que a su vez conlleva a traducir todos los axiomas del sistema FCSJ a férmulas



3.2. LOGICAS CONDICIONALES MULTIVALUADAS 79

de la légica racional que involucra esas “nuevas” variables proposicionales. Para hacer eso sis-
teméticamente volveremos a usar la funcién de traduccién * que asocia a cada férmula condicional
¢ > ¢ de FL7*, la variable proposicional (en la légica racional) P, y que se extiende a todo el
lenguaje tal como lo hiciéramos en el caso de sistemas aproximados.

Utilizado esta traduccién podemos transcribir los axiomas y reglas de inferencia de un sistema
FCSJ para generar una teoria cerrada (respecto de esas reglas) de la légica racional que notaremos
como FCSJ*. Asi por ejemplo la teorfa FCSJ-T*(Q, ®)" contendria las siguientes férmulas dénde
Y, Yy x estdn en Ly:

Py ¢ (Pt = Pry).
Provy) € PreV Pry.
@ — Pr .

y estard cerrada por las reglas de inferencia:
De ¢—v inferir P, .
De P,y inferir © =Y.

Notar que debido a la forma de hacer la transcripcién, las férmulas que se infieren a través
de las reglas RK o ESC son directamente incluidas, y las correspondientes pruebas en la 1égica
racional serdn mas cortas. Ahora podemos presentar la prueba de la equivalencia (2). La misma
serd no especifica en el sentido que la enunciaremos y probaremos para un sistema genérico e iremos
asumiendo en cada paso si un axioma o regla esta presente.

Teorema 3.11 Simbolizando con =(Q),®) a uno cualquiera de los sistemas condicionales de proz-
imidad presentados con anterioridad y tomando como Z(Q,®)* a la teoria que surge de aplicar a
este sistema la transformacion *. Entonces:

Fz.@) ¢ = E(Q,®)" Frer ¢"
Prueba: La prueba es idéntica a la presentada para el Teorema 3.7 y no serd repetida aqui. O

Ahora el paso siguiente es demostrar la equivalencia (4). Lo primero, y mds sencillo, es verificar
que los axiomas son vélidos en las pretendidas interpretaciones y que las reglas preservan esa
validez. Eso es exactamente lo que se hace a continuacion.

Teorema 3.12 Sea M = (W, R, =) un modelo de Kripke de proxzimidad en Eg?f. Entonces M
satisface los axiomas: BL, Ag, rcl, rc2, Bool, OD’, y Def (dénde Ay es £ o G o {II1,112}
segin sea la t-norma subyacente). Ademds las reglas MP, RK y RI, preservan validez en M.
Adicionalmente, si R fuera reflexiva (i.e. si M € Zg}) entonces M satisfaria Rfx y si R fuera de
separacion entonces también la regla ESC preservaria validez en M.

Prueba: Las demostraciones seguirdn un esquema muy similar al planteado en el caso de la légica
multicondicional de proximidad y nuevamente su desarrollo sera trasladado al final del capitulo. O

Teorema 3.13 Dada la clase de modelos de Kripke ¥ y su sisterna condicional asociado Z(Q, ®).
Entonces una formula ¢ € fﬁ’} no es vdalida en X si y solo si existe un modelo multivaluado e
que satisface a la teoria Z(Q, ®)* pero no a @*.

Prueba: La idea de la prueba en este caso consistird en trasladar los valores de verdad en un
mundo de un modelo de Kripke a una interpretacién multivaluada y viceversa.

Supongamos ahora que £y, . Entonces existe un modelo de Kripke de proximidad M =
(Q, R, E=m) tal que [Ea @ y por lo tanto habrd un mundo w € © tal que =y (w, ) < 1. Luego
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tomado Vi € }'Ekj : e(¥*) = Em (w,1) obtenemos una interpretacién multivaluada que por el
Teorema 3.8 satisface a la teorfa Z(Q, ®)* y que por definicién no satisface a p*.

En el sentido contrario, asumamos que tenemos una interpretacién multivaluada e que satisface
a la teoria Z(Q), ®)* pero no a ¢*. Puesto que para toda férmula proposicional pura p es el caso
que e(pV —p) = 1, entonces existird un dnico m.e.c. @ tal que e(@) = 1. Tomemos entonces el
modelo de Kripke Me = (2, Re, |=0,) dénde para todo w' € W :

e(Prg) siw'=w
Re(w",w)=<¢ 1 siw#Awy W' =W
0 en cualquier otro caso

Claramente M, € Xy Fpr, . Més atin, si Rfx estaba en Z(Q), ®) entonces el modelo propuesto

pertenecerd a la clase de modelos Egﬁt y si 2(Q, ®) estaba cerrada por ESC entonces el modelo

propuesto esta en Eg?f"‘ (ver Proposicién 3.3 para su justificacion). a

Con todos los ingredientes presentados podemos formular el resultado importante de esta sub-
seccion.

Teorema 3.14 Los siguientes resultados de completitud pueden ser enunciados:

o Si llpllug, =1 entonces [plyos, = 1.
° Si ||90||fo =1 entonces [plpcssr = 1-

Y respectivamente puede repetirse la enumeracion para las clases de modelos estrictos ng con

i = 0,2 respecto a los correspondientes sistemas estrictos (que son cerrados por la regla ESC)
FCSJ*(Q,®) y FCSJ-TT(Q, ®).

Prueba: La demostracién consiste en seguir el diagrama planteado més arriba, cuyas equivalencias
fueron demostradas con anterioridad. Al respecto vale la pena comentar que la hipé6tesis de finitud
que rige este capitulo justifica la posibilidad de operar con m.e.c.’s y en el caso del sistema, racional
de Godel es necesaria para establecer la equivalencia (2), dado que el resultado de completitud
fuerte en ese caso sélo es valido para teorias finitas. O

3.3 Relacion con los operadores de consecuencia

En esta seccién describiremos como los operadores de consecuencia aproximada y de proximidad
pueden ser representados en los diferentes sistemas légicos introducidos en este capitulo. Primero
recordemos que fijado un modelo M = (2, R, =) donde |=p¢ es un isomorfismo entre Q y el
conjunto de todas las interpretaciones booleanas del lenguaje finito £ resulta que las siguientes
equivalencias pueden ser establecidas directamente a partir de las definiciones de satisfactibilidad,
tanto respecto de los operadores multimodales como de los multivaluados:

pPERrq siysdlosi EumT 2p>aq siysdosi EuT = (a— (p>q)).
pPERrq¢ siysdlosi FuT —=p>aq siysdlosi EuT — (a— (p>q)).

Hay dos abusos de notacién en que hemos incurrido al mencionar estas equivalencias y que valen
la pena aclarar. El primero corresponde al hecho de que el operador =4 en la segunda y tercera
columna no son exactamente el mismo, pues uno corresponde a una nocién bivaluada y la otra a una
multivaluada. El segundo ”exceso”, aparece cuando tomamos la teoria T que es un conjunto, y la
incluimos como antecedente de una férmula. Lo que estamos haciendo es llamar de la misma manera
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al conjunto y a la férmula que la representa (que existe puesto que a lo largo del presente capitulo
hemos asumido que el lenguaje era finitamente generado por las proposiciones p1,pa, - . -, Pk)-

Como ya mencionamos, las equivalencias enunciadas son de caricter semdantico. Si ahora
desedramos traducirlas a sus homélogas sintacticas a través de los respectivos teoremas de com-
pletitud seria necesario hacer un trabajo previo, dado que estos resultado establecen el vinculo
entre un sistema légico y una clase de modelos (y no un modelo en particular). Esencialmente
para cada modelo M seria necesario construir una teoria Ty que capture a nivel sintictico el
modelo en cuestién (i.e. que el dnico modelo que la satisfaga sea M). Asi por ejemplo, para el
caso de un modelo aproximado en Yo la teoria en cuestion tendria las siguientes férmulas:

{wlweQU{w >y | Rlw,w') = a:Vw,w € 0}

donde cada @ corresponde al m.e.c. asociado a un mundo w en el sentido que w =1y A--- Al si
V1< j<k:l; =p; cuando w =pq p;j v en caso contrario serd —p;.

Sin embargo creemos que los resultados de este capitulo son mas interesantes y relevantes
cuando se busca independencia de un modelo particular (que corresponde a tener una descripcién
completa). En general, se tiene una caracterizacién parcial del escenario o situacién que se busca
describir légicamente. Lo usual, es que sélo se pueda establecer el grado de consistencia o de
implicacién para algunas proposiciones y con ello un conjunto de restricciones para determinar la
relacion de similitud pero que no alcanzaran para dar una descripcién total de la misma. En ese
contexto, y a pesar de esta parcialidad, es deseable extraer las conclusiones disponibles. En nuestro
formalismo eso es posible. Primero es necesario elegir el sistema formal que méas se adecua a la
ontologia del escenario que buscamos describir, i.e. decidir si tendremos reflexividad, simertia o
transitividad. El paso siguiente es integrar todo el conocimiento disponible en una teoria o férmula.
En el caso de los ejemplos planteados en el capitulo anterior esa teoria incluiria todos los casos y
reglas de interpolacién, respectivamente. A partir de esos elementos podemos utilizar el sistema
16gico elegido para extraer conclusiones de la teoria propuesta.

Por otra parte el enfoque sintactico aqui desarrollado puede ser utilizado para reproducir los
patrones inferenciales que combinan los dos operadores de consecuencia. Para ello deberiamos
generar nuevos sistemas légicos CSIJ (o FCSIJ) donde se combinen los axiomas de las 16gicas
condicionales aproximadas y de proximidad de clases compatibles. Notar que no podemos combinar
un sistema logico de aproximacion que contenga al axioma de reflexividad con uno de proximidad
que no lo contenga porque perderiamos completitud. A este tipo de compatibilidad es que nos
referiamos. Por supuesto es necesario incluir un axioma que establezca la relaciéon entre ambos
operadores. En el caso multicondicional este serd: Vaa € G : T >, p —» T >, p. En el caso
multivaluado serd: T >p— T > p.

Ademas en esos sistemas podremos probar propiedades metatedricas tales como que los sistemas
CSI1J-5 (i.e. que contiene los axiomas de reflexividad para > y >, y simetria y transitividad para
>) resulta probable que:

Fesas P>a @D >0 q

3.4 Demostraciones
Aqui transcribiremos las demostracion de los teoremas 3.8 y 3.12.

Prueba: Las pruebas correspondientes al Teorema 3.8 son esencialmente equivalentes a las presen-
tadas en el Teorema 3.1. En tal sentido, ésta serd nuevamente referida a cada par ( sistema légico,
clase de modelo ). En cada caso se probard que los axiomas mencionados para una determinada
l6gica son validos en la correspondiente clase y que el resto de los axiomas no lo son. En idéntica
forma procederemos con las reglas de inferencia. Tanto los axiomas de la l6gica BL, los axiomas L
6 G 6 {II1,I12} y los rc’s, asi como las reglas de modus ponens e infinitaria, no seran consideradas
puesto que ésos son resultados conocidos. Como criterio general recordemos que una interpretacién
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: Q x FLz"¥ — R valida una férmula ¢ — 1 si para todo w € Q |= (w, — 1) = 1 lo cual es
equivalente a que = (w,¢) < [ (w,%). Ademds volvamos a remarcar que la interpretacién |= es
especial en el sentido que a los férmulas proposicionales puras (sin operadores condicionales) les
asignard un valor de verdad estrictamente verdadero (1) o estrictamente falso (0).

(FCSL =Y)

ST': En esta oportunidad sélo es necesario sefialar que por convencion el supremo del con-
junto vacio es 0. Por lo tanto si p es satisfactible entonces I} (L | p) = 0.

ST”: En esta ocasién basta notar que por convencion el infimo del conjunto vacio es 1. Por
lo tanto IM(p| L) = 1.

OI: Noétese que por definicién =y (w, (pV g>7r) & ((p > 1) A (g >r))) =1siy sélo si,
IM(r|pVq) = min(IM(r | p),IM(r | q)). Pero esa propiedad ya fue ya probada en el
Capitulo 1.

OD: En este caso es suficiente probar que: IM(pVq | @) = max{IM(p | @),I¥(q | @)}
Pero eso también ya fue probado en el Capitulo 1 al presentar las propiedades de esa
medida de implicaciéon. Nuevamente, es importante remarcar el valor del hecho de que
una conjuncion elemental maximal @ tenga una relacién biunivoca con un indice w € W.
Si éste no fuera el caso esta propiedad no se verificaria.

Contraejemplos: Para ver que tanto los axiomas ®-T y Sim no son validos en la clase
de modelos E?ff basta elegir apropiadamente un modelo que sirva de contraejemplo.
Para contra-argumentar la validez de ®-T consideramos férmulas p, ¢ y r 1égicamente
independientes y proponemos un modelo M tal que para todo p-mundo w; y g-mundo
we R(wi,w2) =1y para todo g¢-mundo ws y r-mundo w3 R(w=,ws) = 1, pero que exista
un —p A =g Ar-mundo w+ tal que para todo p-mundo w; R(w;,w%) = 0. Asi resulta que
IFglp) =1y I}f(r|g)=1pero I} (r|p)=0< (101) =1,

Como contraegjemplo para el axioma Sim en E?ff podemos tomar en consideracién el
modelo M que tiene la particularidad de que la proximidad desde todos los p-mundos a
todo los =p-mundos es igual a 1 pero que la proximidad desde todos los =p-mundos a todo
los p-mundos es igual a 0. Luego para todo mundo w, resulta que |y (w, 0" > &”) =1
vy Em (w,©” >@') =0 siw” es un p-mundo y w' es un —p-mundo.

Para verificar que la regla ESC no preserva validez en la clase de modelos aqui analiza-
dos, basta con considerar un par de férmulas p y q en L, tal que p — ¢ no sea tautologia
y un modelo M que sea irreflexivo (i.e. R(w,w) < 1), que contenga un pA—g-mundo w,
y asegurando que para todo p-mundo w exista otro g-mundo w’ distinto del primero tal
que R(w,w") = 1. Estonos asegura que I (¢ | p) = 1, y por lo tanto = (w*,p > ¢q) = 1
pero =ar (wx,p—q) =0 < 1.

Finalmente para chequear que la regla de inferencia RK no preserva validez en la clase
zgff basta hacer notar que en la familia de modelos C = {M = (W,R,En) | Yw,w' €
W : R(w,w') <r < 1conr en los reales}, I¥ (q | p) < r para todo par de férmulas p
y q. Luego el contra-argumento aparece teniendo en cuenta que la férmula p — p es
valida en la clase % pero no la férmula p > p.

(FCSL-T,x%,)

RK: Para verificar que esta regla de inferencia preserva validez es sélo necesario considerar
alguna tautologia de la forma p — ¢. Dado un modelo M = (W, R, =) en Eg?f, i.e.
con R reflexiva, el valor de:

IM(q|p) = inf sup R(w,w')

wEDp o =q
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es igual a 1 puesto que para todo p-mundo w € W también es un g-mundo debido a
que : Ey (w,p — ¢q) = 1. Por lo tanto p > ¢ es una férmula vélida en M tal como
desedbamos probar.

Contraejemplos: Para los axiomas Sim y ®-T sélo hace falta notar que los modelos que

sirvieron como contraejemplos para esos mismos axiomas en la clase Eg?f, ahora pueden
ser reutilizados agregdndoles la condidicién que para todo mundo w € W : R(w,w) =1,
la cual no interfiere con la contra-argumentacion.
Para probar que la regla de inferencia ESC no preserva validez en la clase 23} es
suficiente considerar el modelo M = (W, R, =) tal R(w,w’) = 1 para todo par de
mundos w,w’ € W. Asi tomado, el modelo valida toda férmula de la forma p > g, pero
obviamente no toda férmula p — ¢ es una tautologia.

(FCSI-TB, 2%,)

Sim: Consideremos cualquier modelo M = (W, R, =),) tal que R es reflexiva y simétrica.
Por definicién, en todo mundo w sucede que =y (w, (01 > @2) <> (W2 > @1)) =1siy
s6lo si IM (ws | 1) = R(wi,ws) es igual a IM (w1 | ws) = R(wa,w1). Lo cual es cierto
por simetria.

Contraejemplos: Para contra-argumentar sobre la validez de ®-T, consideremos las férmulas

p, q y r légicamente independientes y un modelo M = (W, R, =)) tal que R es reflexiva
y simétrica y que para todo p-mundo w; y g-mundo we, R(wi,w2) = R(we,w;) =1y
para todo g-mundo ws y r-mundo ws, R(ws,ws) = R(ws,ws) = 1, pero que exista un
=p A =g A r-mundo wx tal que para todo p-mundo w;, R(w;,w*) = R(w+*,w;) = 0. Asf
resulta que IM(q|p) =1y IM(r|q) =1pero IM(r|p)=0<(1®1)=1.
Para verificar que la regla ESC no es valida en la clase de modelos E?f, s6lo es necesario
reconsiderar el contraejemplo anterior M = (W, R, =)) tal R(w,w') = 1 para todo par
de mundos w,w’ € W, el cual obviamente satisface reflexividad y simetria. Nuevamente
este modelo valida toda férmula de la forma p > ¢, pero obviamente no toda férmula
p — ¢ es una tautologia.

(FCSI-4, ;)

®-T: Para este caso tomemos en consideracién un modelo M = (W, R, =) tal que R es
reflexiva y ®-transitiva. Note que la interpretacion del axioma (p > q)&(q > r) = (p >
r) corresponde a:

I (r|a) ® I§ (a | p) < I (r | p)
propiedad que ya fue probada en el Capitulo 1 para esa medida de implicacién.

Contraejemplo: De nuevo el ejemplo planteado para el sistema anterior para corroborar la
invalidez de ESC sigue siendo plausible en este sistema.
La insatisfactibilidad del axioma Sim es la clase Eff puede ser verificada considerando
el modelo M = (W, R, |=p) tal que R es reflexiva y representa un orden total estricto
entre los elementos w € W. Mas especificamente enumeramos los elementos de W desde
1 a 22" dénde k es el niimero de variables proposicionales y tomamos la relaciéon R como
sigue: Yw; € W 1 R(wj,w;) = 1y Vw;,w;j € Wi < j: R(w;,w;) = 1y R(wj,w;) = 0.
Claramente para cualquier n, es el caso que =y (wWn, @3 > @) =1y Eu (wn, @ >
w;))=0sii<j.

(FCSI-5, Egﬁ

Contraejemplo: Para comprobar que ESC no es valida en la clase de modelos Eg #» consid-
eremos otra vez el modelo M = (W, R, =) tal R(w,w’) = 1 para todo par de mundos
w,w’ € W, el cual obviamente satisface reflexividad, simetria y ®-transitividad. Nue-
vamente este modelo valida toda férmula de la forma p > ¢, pero obviamente no toda
férmula p — ¢ es una tautologia.
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(FCSL-#+,2]")

ESC: Nosotros probaremos ahora que el axioma ESC es valido en toda clase de modelos tal
que la relacién de accesibilidad satisface la propiedad de separacién. Eso probara que
todos los sistemas l6gicos mencionados con anterioridad que son cerrados por la regla
de inferencia RK, FCSI-#, extendidos con el axioma ESC son correctos respecto Z?if
dénde # = T, TB,S4,S5 y i = 2,3,4,®, respectivamente. Para eso consideremos un
modelo M = (W, R, |=um) en cualquiera de dichas clases E?}Jr, ie. Rw,w)=1w=
w’. Supongamos que para todow € W : Ep (w,p > q) = 1y por definicién esto sucede
si y solo si

I¥(q1p) = inf sup Rlw,w') =1
wEp o =q
Lo cual es equivalente a afirmar que para todo w = p : SUP,r g R(w,w') = 1. Puesto
que W es finito la dltimo expresién puede ser enunciada como: para todo w |= p existe
un w' = ¢ tal que R(w,w’) = 1. Pero como la R satisface la propiedad de separacién
entonces para todo w = p debe ser w’ = w y por lo tanto w |= q.

O

Prueba: Las demostraciones del Teorema 3.12 seguirdn un esquema muy similar al planteado en
el caso de la légica multicondicional de proximidad.

OD':

Def:

RK:

En este caso es suficiente probar que: J};‘fw(ga Vi | T) = max{J};‘{{w(ga | T), J}g@(w | T)}.
Pero eso ya fue probado en el capitulo anterior al presentar las propiedades de esta medida
de implicacién.

Por definicién de satisfactibilidad resulta que Ep (w, 0 > ) = J },}{@(go | ¥). Eso es igual a:
IM(p | @) — IM (3 | ). Puesto que siempre IM (¢ | w) < IM(T | @), la implicacién anterior
es equivalente a: (IM(T | @) A IM(p | @) — IM( | ®). Dado que estamos tratando
con t-normas continuas podemos reemplazar equivalentemente el antecedente de esta tltima
expresion para obtener:

(IM(T | @)@ (IM(T | @) = IM(p | @) = IM(¢ | @). Lo cual es equivalente por los
axiomas de BL a: (IM(T | w) = IM(p | @) = (IM(T | w) — IM(¢y | @)). Pero esta
ultima expresién corresponde al valor de verdad: [ (w, (T > @) — (T > 4)), tal como
desedbamos probar.

Para verificar que esta regla de inferencia preserva validez es s6lo necesario considerar alguna
tautologia de la forma ¢ — . Dado un modelo M = (W,R,|=)) en Egef, el valor de
Eu (w, 0> 1) es:

I (p | @) @ IF (¥ | @)

igual a 1 puesto que todo p-mundo también es un -mundo.

Contraejemplos: Sea M = (W, R, =)) un modelo serial en E?f tal que para todo mundo w :

Rfx:

R(w,wy) < 0.9 para todo ¢-mundo wy. Luego si ¢ — 9 es una tautologia y =umr (w,¢) =1,
resulta que |=pr (w, T > ¢) = 0.9. Por lo tanto M es un contra-modelo de Rfx.

El modelo M = (W, R,|=nm) que revoca la preservacién de validez de la regla ESC, en la
clase de modelos Egef puede ser aquel que para todo mundo w hay un t¢-mundo wy tal que

R(w,wy) > R(w,w,) todo ¢-mundo w,. Eso hace que para todo mundo w J}g@ (W |p)=1
Pero obviamente eso no quiere decir que ¢ — ¢ fuera una tautologia.

Sea M = (W, R, |=p) un modelo reflexivo, i.e. en Eg} y sea w € W tal que |=p (w,p) = 1.
Pero entonces

Fu (0, T>¢) = Jhs(e | T) = I (T | @) @ I§ (¢ | &)

lo cual es igual a 1 por reflexividad.
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Capitulo 4

Loégicas multimodales bivaluadas

4.1 Introduccion

Como ya fuera mencionado en la introduccién, uno de los objetivos de nuestro trabajo es estudiar las
posibles légicas asociadas al razonamiento basado en similitud, considerandolo en el sentido dado
en el Capitulo 1. En el presente capitulo propondremos un enfoque que podria considerarse como
mas “clasico”. Partiendo de nuestro supuesto éntico acerca de que los modelos de razonamiento por
similitud deben ser sustentados por una comparacién entre estados o situaciones y no por comparar
proposiciones, tomaremos como herramienta para formalizar esa nocién de comparabilidad, una
relacién borrosa R entre interpretaciones. Asi pues, si esta relacién es interpretada como una
medida de proximidad entre situaciones, pareceria intuitivo enunciar que el grado de verosimilitud
de una férmula ¢ en una situacién particular es mayor o igual que un valor « si hay otra situacién
(eventualmente la misma) donde ¢ es cierta y cuyo grado de proximidad sea mayor o igual al valor
dado. Mas formalmente serfa:

wEg e = existe un p-mundo w' tal que R(w,w’) > «,

Claramente, esta expresion formaliza la idea de que ain cuando una férmula puede ser falsa en

una situacion w, ella puede ser cercanamente verdadera en algun grado, p.ej. a. En particular, es
de esperar que si en w, ¢ ya fuera cierta entonces ese grado de cercania alcance el valor 1. Bajo
ese precepto es que insistiremos en que la relacién borrosa debe ser al menos reflexiva.
Ahora podriamos preguntarnos cudl es la relacion entre esta ltima nocién de consecuencia y las
presentadas en el Capitulo 2. Es sencillo comprobar que, en el caso de finitud del conjunto de
interpretaciones (situaciones) o del rango G de la relacién R, la expresién precedente coincide con
la nocién de consecuencia aproximada definida en 2.5.1

LERe = Ir(p|T) > a

1

puesto que tomando I' igual a @, el conjunto de todas las férmulas verdaderas en w ! |, resulta que

Ir(p | @) = sup R(w,w") (4.1)
w'=p

y debido a la hipotesis de finitud el supremo correspondera a un maximo y en tal caso existird un
p-mundo wx tal que R(w,w*) > a.
Sin embargo, en el caso general de lenguajes infinitos recursivamente enumerables ambas defini-
ciones no son completamente equivalentes puesto que, si bien siempre vale que la existencia garan-
tiza que el supremo supera el valor propuesto, la conversa no es necesariamente cierta.
A causa de este hecho, dos diferentes (pero cercanos) enfoques pueden ser planteados.

INotar que @ es muy diferente al @ del capitulo anterior, puesto que el primero representa a un conjunto de
férmulas y el segundo corresponde a una dnica férmula.

87



88 CAPITULO 4. LOGICAS MULTIMODALES BIVALUADAS

1. Uno més “clasico”, elaborado a partir de tomar en consideraciéon que cada medida de prox-
imidad R sobre W define dos familias de relaciones de accesibilidad anidadas RS, y RS en
W x W de la siguiente manera:

R (w,w") = R(w,w") > «a
RY (w,w") = R(w,w") > «a

para w,w’ € W. Por lo tanto, para cada «, podemos dar dos nuevos operadores modales { )¢
y ()9, con la siguiente seméntica standard correspondiente a RS y RS respectivamente:

w = {g)S = W eW:wEqy
w = {g)2 = ' eW:wEqy R (w,w).

2. El otro enfoque tendra en cuenta que, dado un arbitrario conjunto de mundos posibles W,
una relacién borrosa R sobre W induce, para cada mundo w € W, una medida de implicacién
de proposiciones que estard dada por la expresién (4.1). Dicha medida puede ser usada para
definir, para cada «, otros dos operadores ¢, y ©¢, cuya semdntica corresponde a:

w =P = Ir(p| @) > a
wl=<o%p — Ig(p| &) >

desde las cuales pueden proponerse las siguientes equivalencias usando la nocién standard de
consecuencia légica:

pE OLq = Ir(q|p) > a
pE 0o = Ir(q|p) >«

las que reeditan sintacticamente la relacién basica entre medidas de implicacién y consecuen-
cia graduada.

En los casos de finitud ya mencionados, los operadores abiertos ( }° y < pueden ser definidos a
partir de los operadores cerrados ( )¢ y ¢, respectivamente. Més ain, teniendo en cuenta esto y el
comentario hecho anteriormente en el caso de finitud, es claro que ambos enfoques son equivalentes.

En el caso general, si bien ()9 es semdanticamente equivalente a <, eso no sucede para ( }S y
&¢, v solo las siguientes relaciones pueden ser establecidas:

w = (p)a = w = O4p
wkE oL = w = (p)§, para 3 < a.

Otro aspecto que marca la diferencia entre uno y otro enfoque corresponde al hecho que en
general las légicas generadas bajo la primer semdantica serdn compactas mientras las segundas
no. Por ejemplo, si tomamos como nuestro G a un subconjunto de los racionales de [0, 1] igual
a {1 -1 |n € IN}, entonces el conjunto infinito de férmulas {G%p | a € G} U {~Ofp} no es
satisfactible en ningin modelo, mientras que cualquier subconjunto finito claramente lo es en algin
modelo. En cambio el conjunto infinito {(»){_1 }nemv U {={p)7} es satisfactible (y por lo tanto

todo subconjunto finito). Para més detalles de la seméantica existencial ver [RGG95b] y [Suz97).
En este capitulo sélo nos ocuparemos del ultimo enfoque, debido a nuestra intencién de for-
malizar las nociones de consecuencia de proximidad y aproximada. Sin embargo creemos que el
analisis que hemos terminado de presentar, justifica atin m&s nuestra propuesta de incluir tales
operadores de consecuencia en el contexto de modelos de razonamiento por verosimilitud.
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4.2 Lenguaje y Sistemas Loégicos

El lenguaje de 16gica modal graduada que presentaremos en este capitulo tendrd como elementos
constitutivos a:

1. Un conjunto enumerable de variables proposicionales: py,p1,po, .....
2. Un conjunto enumerable G C [0,1] tal que 0,1 € G.

3. Dos conectivas: =, —.

4. Operadores modales: ¢¢, &2, para cada o en G.

Definicién 4.1 El lenguaje multimodal es definido como el minimo conjunto Lo satisfaciendo las
siguientes condiciones:

1. py, € Lo paran > 0.

2. Sip € Lo entonces —p € Lo.

3. Sip, € Lo entonces ¢ — 1 € Lo

4. St p € Lo entonces O4p, O2p € Lo, para cada o € G.

En la forma usual, tomaremos las definiciones standard de las conectivas de conjuncién (A),
disyuncién (V) y equivalencia (+») en términos de = y —. Los operadores O¢, y 002 serdn utilizados
para denotar los operadores modales duales de & y &¢ respectivamente, i.e. Ofp abreviard
<08 y 02 corresponderd a =0 —p. También utilizaremos los simbolos T y L para representar
en forma genérica a las férmulas légicamente equivalentes a ¢ V —p y @ A =, respectivamente.

La nocién de modelo de Kripke coincidira con la presentada al final del capitulo 2, aunque aqui,
a diferencia de la utilizada en el capitulo anterior, no nos restringiremos a modelos cuyo conjunto
de mundos coincida exactamente con el de todas las interpretaciones proposicionales 2. Esta
visién més general nos autorizaria a dar resultado de completitud respecto a marcos. Nosotros
no lo haremos porque escapa a nuestro interés de caracterizar operadores de consecuencia de
proximidad.

Las condiciones de satisfactibilidad de una férmula multimodal en tales modelos es formalizada
como sigue:

Definicién 4.2 Sea w un mundo en un modelo M = (W, S,|=) entonces:
1. (M,w) |= —p siy solo si (M,w) = ¢
2. M,w) E @ = siy sdlo si (M,w) = ¢ implica (M,w) = .
8. (M,w) | 0%y si y sdlo si In' (¢ | D) > a.
4. (M,w) |E % siy sdlo si I§ (o | D) > a.

donde @ representa el conjunto de férmulas satisfactibles en el mundo w, que en el caso finito es
equivalente (pero no igual) a @.

Nétese que dado que en el lenguaje multimodal Lo permitimos el anidamiento de operadores, la
nocién de satisfactibilidad previamente enunciada requiere de una definiciéon de medida de im-
plicacién para formulas modales. Esa extension consiste simplemente en permitir esa clase de
férmulas en su definicién. Asi, por ejemplo:

I (Cap | ©) = sup R(w,w') = sup{R(w,w") [ I§'(p | &') > a}
w! ap

Como ha sido mencionado en pérrafos anteriores, ¢¢ es un operador modal normal en el sentido
que su condicién de satisfactibilidad esta asociada a la relacién de accesibilidad R?, con la semantica
de Kripke standard:
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(M,w) E Oy <= (M,w') = ¢ para algin v’ tal que (w,w') € R,

Ese no es el caso para el operador ©¢, i.e. no tienen, en general, una relacién de accesibilidad
que la defina en la forma standard. Sin embargo, eso es posible si el valor del sup que aparece en
la definicién de I%(¢ | w) es alcanzable por alglin ¢-mundo, i.e. cuando Ix!(p | @) se transforma
en max(MMr)Pq,R(w,w’). En particular, ese es el caso cuando ya sea el rango G o el conjunto de
mundos posibles W es finito. En estos casos también tendremos que

(M,w) E O%p si y sblo si existe w' tal que (w,w') € RS y (M,w) E ¢

[e3

Las condiciones de validez en un modelo y en una clase de modelos seran las usuales.

Definicién 4.3 Una férmula ¢ es vdlida en un modelo M, denotado como M £ ¢, si y sdlo
si para todo mundo w en M sucede que (M,w) |= ¢. Una férmula ¢ es vdlida en una clase de
modelos C, representado por |=¢ ¢, si es vdlida en todo modelo M € C.

También en el sentido usual, diremos que un conjunto de férmulas I es verdadero en un mundo
(M, w) (vélido en un modelo M, vélido en una clase de modelos C) si cada proposicién perteneciente
a I' lo es. Escribiremos (M,w) E T, M =T y [=¢ I para representar la verdad en un mundo, la
validez en un modelo y en una clase, respectivamente.

Puesto que en el contexto modal tenemos las nociones de verdad en un mundo y validez en un
modelo, podemos introducir dos nociones diferentes de consecuencia modal de la siguiente manera.

Definicién 4.4 Sean T', ¢ y M un conjunto de proposiciones, una proposicidon y un modelo,
respectivamente. Definimos:

1. T |=4 ¢ siy sdlo si, para todo w € M, si (M,w) |ET entonces (M,w) E ¢

2. T =y ¢ siy solo si, si M =T entonces M = ¢

La primera definicién corresponde a una nocién de consecuencia légica dentro de un modelo,
también llamada local o débil. En contraposicion, la segunda definicién es llamada global o fuerte.
Es sencillo comprobar que estas dos nociones no son equivalentes, si se tiene en cuenta que la
segunda definicién es “cerrada” por la regla de necesidad (en el sentido que si v € I' entonces
I' = O19) y la primera no lo es. Estas definiciones son aplicables a una clase de modelos C en la
forma obvia.

También es muy facil verificar que usando la primera parte de la definicién se tiene que

¢ Fa OLY sy sélosi Ig' (Y | ¢) > a.

Volveremos sobre este punto al final del capitulo. Ahora, presentaremos resultados de com-
pletitud para diferentes clases de modelos, pero estaremos especialmente interesados en la clase
de modelos de similitud, definidos por una relacién borrosa de ®-similitud, para una previamente
determinada ¢-norma ®, con valores en un G C [0,1] y tal que 0,1 € G. Recordemos que dicha
familia se denota como Eg y que para la subfamilia de estos modelos que poseian la particularidad
de tener un conjunto finito de mundos posibles W, usamos la notacién Eg Iz

Obsérvese que, en particular, si se considera el caso ® = min, las relaciones de accesibilidad
seran min-transitiva y por lo tanto, para cada «, R?, es una relacién de equivalencia. Esto significa
que (O2,<9) son operadores modales duales del tipo S5.

Proposicién 4.1 Los siguientes esquemas de formulas son vdlidos en la clase X§, para cualquier
rango G:

Ke: O (e = ¢) = (Ogp — 05Y), Ya € G
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K°: 0% = ¢) = (0% — O%)), Ya € G
Ne: O%g — O5p, pare f > a,

EXC: Ogp,

EX°: =09,

CO: OS¢ — 0%, para o < B

OC: Ogp = Ogp, para a < B <1,
Ademds, las reglas de inferencia:

RN¢: Desde ¢ inferir OS¢, para o > 0
RN?: Desde @ inferir O%p, Ya € G
preservan validez en X .

Prueba: Tomemos un modelo M = (W, R, |=) € Eg’ y probemos que en M los esquemas menciona-
dos son vilidas y las reglas de inferencia preservan validez. Para simplificar la lectura, escribiremos
w = ¢ en lugar de (M,w) = ¢. En general presentaremos las demostraciones para operadores
modales cerrados y no las repetiremos para los abiertos cuando las pruebas de éstos sean una mera
repeticiéon de aquellas.

K°: Asumamos que w | 0% (p — ) y que w |= O%¢. Eso significard que I (—(¢ = ) | ©) < «
y I§'(=p | @) < a. Recordando que (como fue probado en el Capitulo 1) la medida de
implicacién I} verifica:

L IFNC | ®) < TH(D | @), si C — D es vélida en M, y
2. IN(C Vv D|Z)=maz(IH(C | D), I5(D | )).

Entonces el caso I§1(—) | @) < a se sigue facilmente del hecho que =9 — (= V (¢ — 1))
es una tautologia. Asi obtenemos que w = O¢%.

Ne¢: Este caso es obvio pues sélo significa que si Ix!(—¢ | @) < « entonces I (= | @) < B cuando
B2a.

EX¢: Aqui debemos considerar dos casos. Si la férmula ¢ es satisfactible en M entonces puesto
que la relacién de accesibilidad es mayor o igual a 0 para todo par de mundos, resulta claro
que para cualquier w € W sup,,_, R(w,w') > 0y esto es equivalente a decir que w = $gp. Si
en cambio la férmula ¢ es insatisfactible en M entonces por definicién de supremo sup ) = 0
luego en este caso también w = Ogpp.

EX°: En esta oportunidad sélo es necesario hacer notar que por definicién decir que w = =<5 es
equivalente a I (= | ©) < 1. Si nuevamente separamos en los casos en que ¢ es satisfactible
o no, llegaremos a la verificacién buscada.

CO: En este caso es necesario hacer notar que si a < 3 entonces I3 (—p | &) < a < B.

OC': Esta propiedad es ficilmente verificable considerando que si I#'(=¢ | @) < a entonces
también I3 (—p | ©) < a.

RN°: Ahora, sea ¢ tal que w |= ¢ para todo w € W. Entonces el conjunto {R(w,w’) | w' |E —p}
es vacio, y que por lo tanto I (= | ©) = 0, y asf w = O%¢p, para todo a € G.

Es relativamente sencillo comprobar que algunos otros teoremas son también validos en ©§ como
por ejemplo:
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N°: O — O3y, para f > «
M*: O (p A) = (0o AO%) con ¥ =06 % = c.

Los esquemas y reglas hasta aqui presentados conformaran lo que mas tarde definiremos for-
malmente como sistema béasico. Ahora presentaremos otros axiomas y probaremos su validez en
ciertas clases de modelos que luego comprobaremos que los caracterizan.

Proposicion 4.2 Los siguienles esquemas:
T O%9 — ¢, Va € G
B°: ¢ —» 090%, Va € G

(e
450 O gpp — 05000, Va € G
son vdlidos en un modelo M = (W, R, =) si respectivamente R es: reflexiva, simétrica o transitiva.

Prueba: Consideremos un modelo M = (W, R, =) y veamos cada caso.

T¢: Suponiendo R reflexiva, sélo probaremos el caso w |= Ofp — ¢ puesto que el resto se infiere
usando N°. Asumamos que w = Ofp. Eso significa que Sup,,-,R(w,w') <1, lo que a su
vez implica que R(w,w") < 1 para todo w' tal que w' = —p. En otra palabras, si R(w,w') =1
entonces necesariamente w' = . En particular, si w’ = w tenemos que w = ¢.

B°: Suponiendo R simétrica, tomemos un mundo w € W tal que w |= ¢ y probemos que también

es el caso que w = 020%p. Reescribiendo el operador de necesidad 09 por su equivalente
en términos de posibilidad, resulta que lo que debemos probar es que w = =<2 =09 1o cual
es equivalente a w £ 0902 . Lo que usando la definicién de satisfactibilidad resulta igual
a IN(~0%0 | ©) < .
Puesto que I (=0%p | ©) = sup{R(w,w’) | w' E =%}, Luego resulta que I (=% |
D) < asiy sélo si Vw'(w' | 0% — R(w,w') < a) o equivalentemente Vo' (1% (¢ |
W) < a— R(w,w') < a). Lo que usando el contrareciproco tenemos homologamente que
Vw'(R(w,w") > a — I§' (¢ | ©') > ). Pero esta tltima expresién siempre es cierta cuando
R es simétrica puesto que en los casos que R(w,w') > a con w | ¢, en I§(p | &') =
sup{R(w',w") | w" = ¢} podemos considerar el caso w" = w.

4¢: Considerando un modelo con R transitiva, podemos equivalentemente probar que, para cualquier
weW,w 0L 05p = Ofgsp. Asumamos que w |= OO0, ie.

I (Ofp | ©) = Sup{R(w,w") | " : Ig' (¢ | 8") > B} >
0, puesto en otros términos,

Supw”ED%;a R(UJ, (/J”) >,

donde D, 5 = {w" € W | I} (p | @) > B}. Ahora deberfamos probar que I3 (¢ | @) >
a® . Pero I§ (¢ | ©) = Sup,pR(w,w') > Sup,—p[R(w,w") ® R(w",w")], para cualquier
w', por la propiedad transitiva de R. Entonces, tenemos la siguiente derivacion:

IF(0|0) > Supyrew[Supypy(Rw,w") @ Rw",w'))]
= Sup,rew[R(w,w") ® (Sup—pR(W",w"))]
= Supyrew[R(w,w") © I (¢ | w")]
> Supyrep, ,[R(w,w") @ I (¢ | ")),
> Supyrep,  [R(w,w") @ p]

[Supw”€D¢,gR(w)wI’)] ® 6
I (Ogp @) @B > a®b.
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O

Es fécil verificar que algunos otros teoremas también son validos en ciertas clases de modelos.
Por ejemplo:

T°: O%¢p = ¢, paraa <1

es vélido en ©¢.

Noétese que a priori podria inducirse a partir de los pares K°-K¢, T°-T¢ N°-N°¢ y EX°-
EX°€ que si un esquema con operadores abiertos es valido su homoénimo con operadores cerrados
también lo es. Sin embargo ése no es el caso para los esquemas B¢ y 4g que son validos sélo si
nos restringimos a ciertas clases de modelos. A continuacién damos cuenta de éste y otros casos
de validez en modelos “especiales”.

Proposicion 4.3 Los esquemas

Be: p > 05080, Va e G

C: o — Ofp,

son validos en Egj‘f y también en Zg* si G es finito. Ademas, el esquema
4%: O%gpp — 03000, Va € G

es vdlido en Eg si ® es fuertemente mondtona®. Finalmente el esquema

4f®L: DZ@LB(’O — 0000, a®p >0

es vdlido en EgL, donde @y, es la t-norma de Lukasiewicz.

Prueba:

C*° El esquema C° en concurrencia con el axioma 7° determinan que el operador Of colapse con la
légica proposicional. Asi ese axioma es valido sélo en el caso que Rf(w,w') =1 <= w=w'".
Esto es similar a lo que sucede en el caso clasico cuando se incluye en la légica T" el axioma
@ — O, sélo que en nuestro caso el efecto de la redundancia queda circunscripta al operador
Dl .

B° En el caso del esquema B°€ la prueba es en su primera parte idéntica a la de B°. Asi, tomemos
un mundo w € W tal que w = ¢ y probemos que también es el caso que w | OO p
Reescribiendo el operador de necesidad O, resulta que debe ser el caso que w |= =050
lo cual es equivalente a w £ G4—-0p. Y usando la definicién de satisfactibilidad resulta que
I (=09 | @) < a. O equivalentemente que sup{R(w,w’) | w' | ~0%¢} < a.

Ahora asumiendo la hip6tesis de finitud en cualquiera de los dos casos considerados, resulta
que « tiene una antecesor inmediato 3, i.e. Yadps con f < a tal que para cualquier otro
B' < a tenemos que B’ < f.

Volviendo a la demostracion, tenemos que si S es el antecesor inmediato de a la dltima
desigualdad es equivalente a: Vw'(w' | 0% — R(w,w') < 8) v a V' (R(w,w') > f —
M(p | @) > a). Pero dado que 3 es el antecesor inmediato de a entonces R(w,w') >
8 & R(w,w') > a. Asi, cuando R es simétrica si R(w,w') > a con w [ ¢, resulta que
I (¢ | &) = sup{R(w',w") | w" £ ¢} es mayor o igual a a al considerar w" = w.

2Por fuertemente mondtona entenderemos que si a1 > as y B1 > B2 entonces a1 ® f1 > az ® Bo.
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42, Para ver que 4g, es vdlida en Eg si ® es fuertemente mondtona, tomemos un mundo w tal que
w = ©4Osp y probemos que debe ser el caso que w = Cappp. Bajo nuestra hipdtesis debe
ser el caso que I (Opp | @) > a, o sea que sup{R(w,w') | w' | Opp} > a. Luego debe
existir un w’ tal que ' = Oy v R(w,w’) > a. Lo cual es equivalente a decir que existe w'
tal que I3 (p | ©') > By R(w,w') > a. Lo que es lo mismo que enunciar que existen w" y
w' tal que w" = ¢, y R(Ww',w") > By R(w,w") > a. Usando la monotonia fuerte de ® deber
ser R(w',w") ® R(w,w') > a® f.

Por otra parte, w = Cagpy siy sélo si Ix (¢ | ©) > a ® B, o sea que sup{R(w,w") | w"" =
v} > a® f. Igual que antes, debe existir un w"”’ = ¢ tal que R(w,w"") > a ® . Pero esa
existencia estd garantizada considerando al w' anterior y usando transitividad.

4% En este caso sélo es necesario senalar que la t-norma de Lukasiewicz es fuertemente mondtona

para todo para de valores a y 8 cuando estd garantizado que a ®g, 8 > 0.

O

Los esquemas K*, T*, B* y 4%, con * = ¢ 0 * = o, son una contraparte directa, para los
operadores modales graduados, de los bien conocidos axiomas de normalidad, reflexividad, simetria
y transitividad en las 16gicas modales clasicas. El esquema C° corresponde al hecho que, en las
condiciones de finitud mencionadas (i.e. el rango G finito o el conjunto de mundos W finito),
I (¢ | ©) = 1 sélo si ¢ es verdadero en w. El esquema N* establece la propiedad de anidamiento
de los operadores modales graduados. El esquema E X establece que el limite superior del rango G
de R corresponde al valor 1, mientras que el axioma FX°¢ determina al cero como su cota inferior.
Observe que este dltimo axioma no es valido bajo una interpretacion existencial, por ejemplo,
cuando ¢ = L. Lo que no es de extranar, puesto que el axioma en cuestién estaria capturando la
idea que dos mundos cualesquiera son accesibles al menos en grado cero, o sea es una condicién
de universalidad que ya se saber no se corresponde con ningtin axioma modal (ver [Van84]). Esto
marca otra diferencia entre uno y otra seméantica.

Finalmente, los axiomas OC y CO dan las condiciones obvias que interrelacionan operadores
abiertos y cerrados. Todos esos esquemas, excepto B* y 45, ya aparecian en [LL92].

A continuacién vamos a definir los sistemas l6gicos multimodales que serdn de nuestro interés
estudiar. Aqui también seguiremos la convencién de Lemmon y Scott.

Definicién 4.5 La ldgica multimodal bdasica MK(G) (o MK para abreviar) corresponde al minimo
conjunto de formulas que contiene a los aziomas de la ldgica proposicional clasica PL mds los az-
iomas K+ K+ N+ EX 4+ EX°+CO+OC, y cerrado por las reglas de inferencia MP y RN°.

Sus extensiones serdn los sistemas logicos que adiciona a MK los axiomas que mencionaremos
en cada caso a continuacion:

serial: MKD(G) = MK(G) + D,

reflexivo: MKT(G) = MK(G) + T¢,

simétrico: MKB(G) = MK(G) + B° + B¢,
transitivo: MK4(G,®) = MK(G) + 42, + 45,

de similitud: MS5(G,®) = MKB(G) + 42 + 45,.

Ademds denotaremos M x+ (G) (con * = K, D, T,B,4 o cualquiera de sus combinaciones) a las
respectivas casos estrictos que surgen de incluir el azioma C° en las logicas enunciadas previamente.

Obviamente estos sistemas de axiomas no son minimales en el sentido que algunos axiomas y
reglas pueden ser redundantes. Por ejemplo, el esquema T'¢ podria ser reducido a la forma Ofp — ¢
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como asi también la regla de necesidad RN° que podria ser restringida al caso: desde ¢ inferir Of¢p.

Puesto que los teoremas de un sistema légico = son sélo las sentencias que pertenecen a él,
escribiremos g ¢ para significar que ¢ es un teorema de =. En nuestro caso = serd alguno de los
sistemas ya mencionados. Con el objetivo de simplificar la notacién y siempre que se desprenda
claramente del contexto, omitiremos indicar como subindice de F el sistema al que nos referimos.

En términos de teoremas, podemos caracterizar las nociones de deducibilidad y consistencia.
Dado un sistema =, una sentencia ¢ es =-deducible a partir de un conjunto de sentencias I', lo cual
se representa como I' F= ¢, si y sélo si = contiene un teorema de la forma

1A NP — @

donde la conjuncién ¢; (i =1,...,n) del antecedente son sentencias en I'.

Por otra parte, diremos que un conjunto de sentencias I' es consistente en =, denotado como
Conx;I', s6lo cuando la sentencia L no es Z-deducible desde I'. Asi pues, I' es inconsistente en =,
siempre y cuando I' -z 1. Formalmente estas definiciones son:

Definicién 4.6 T'tz ¢ si y sélo 3 p1,...,0n € T(n >0) tal quet= p1 A . App = @
Definicién 4.7 Conzl si y sélo si ' /= L

De aqui en més nos dedicaremos casi exclusivamente a trabajar con el sistema MS5(G, ®) (y
su estricto MS57 (G, ®)). La razén de esta decisidn, que a priori podria resultar arbitraria, se
revelard al presentar los resultados de completitud. Puesto que en ese momento aparecerd con
claridad la interaccién entre axiomas y propiedades de la relacién de accesibilidad. Alli veremos
que, en el contexto de los axiomas de MK(G), la reflexividad R dependerd de la satisfactibilidad
del axioma T°, y que a su vez la propiedad de simetria de R estd relacionada con los axiomas B¢ y
B, y finalmente que la ®-transitividad de R estd ligada a la presencia de 4%, y 4. Por lo tanto las
pruebas de completitud para G y ® en las condiciones que aqui presentaremos para MS5(G, ®),
pueden ser restringidas apropiadamente para obtener los resultados de completitud del resto de
los sistemas mencionados arriba. Primero veamos algunos teoremas de este sistema.

Lema 4.1 Los esquemas

T°: O%2¢p = ¢, para o < 1

N°: O%p — O30 1 con > a

son teoremas de MS5(G,®), y

RN°¢: Desde ¢ inferir 0%y, para o > 0

es una regla de inferencia derivada en MS5(G, ®).

Prueba: Inmediato desde OC' y T°, N° y RN? respectivamente.

La Proposicién 4.1 claramente determina que MS5(G, ®) es correcto con respecto a la clase
de estructuras £&, para cualquier G y ®. La cuestién de si, en general, MS5(G, ®) es también
completa se mantendrd abierta. Sin embargo nos serd posible obtener completitud para ciertos
casos particulares. La préxima seccién se la dedicaremos a mostrar que el sistema MS5(G, ®), es
completo con respecto a la clase de modelos Eg cuando el rango G es finito.
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4.3 Completitud para G finito

En esta seccién, considerando un rango finito Gy = {an =0 < a2 < -+ < a,, = 1} y una arbitraria
t-norma ® cerrada sobre Gy. Probaremos la completitud de los sistemas MS5(G, ®) con respecto
a la clase ng de estructuras de similitud.

El punto clave al considerar relaciones de similitud finitamente valuadas es que en tales cir-
cunstancias la 16gica multimodal tendra un conjunto finito de operadores modales y con la inter-
pretacién standard de Kripke, i.e. las condiciones de satisfactibilidad de la posibilidad graduada
serd existencial. Mdas aun, el sistema puede ser simplificado por la aplicaciéon de los axiomas CO
y OC, puesto que 07 ¢ es equivalente a O0F ¢, para i =0,...,n. Por lo tanto, para simplificar
la notacién, podemos tomar en consideracién inicamente los operadores cerrados y redefinir al
sistema MS5(Gy, ®) como el més pequefo conjunto de férmulas que contiene todas las instancias
de los siguientes axiomas y es cerrado por las reglas de modus ponens y de necesidad:

PL: Todas las tautologias de la légica proposicional,
K: Halp = ¢) = (Hap = Da?),

T: Oy — o,

B: p — 0,040,

4e: Hagpp = Habaw,

C: ¢ = Oy,

N: Oy = Ogyp, con > a,

EX: Ogyp,

donde hemos escrito O, en lugar de O,

La nocién de prueba, consistencia y de otros conceptos relacionados son analogos a los presen-
tados en la seccién previa. Aqui usaremos el simbolo (¢, ) para denotar la nocién de demostra-
bilidad en MS5(Gy, ®).

Debido a las proposiciones 4.1 y 4.3, MS5(Gy, ®) es obviamente correcto con respecto a ng.
Para probar completitud usaremos la técnica standard de construir un modelo canénico. Para ello
primeramente recordemos que un conjunto maximal consistente es aquel que contiene la mayor
cantidad de férmulas posibles sin volverse inconsistente. En adelante escribiremos Maz (g, o)l
para representar que I' es MS5(G, ®)-maximal. Ahora por un momento volveremos a hablar en
forma genérica de sistema légico = con el fin de que quede claro que el tomar como objeto de
estudio el sistema MS5( Gy, ®) es suficientemente representativo.

Definicién 4.8 Maz=T" si y sélo si (i) I' es ConzD, y (i) para toda férmula ¢, si T'U {p} es
Conzl" entonces p € T'.

Aqui también el resultado standard de que todo conjunto consistente de férmulas puede ser
extendido a un maximal, puede ser aplicado.

Lema 4.2 Todo conjunto consistente de formulas A puede ser extendido a uno = mazimal con-
sistente L', teniendo I las siguientes propiedades:

1. pel siysolosil Fz .
2. =2CT.

3 el siysolosipgl.
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Prueba: La usual (ver anexo).

Definicién 4.9 El conjunto de mazximales de una formula ¢ relativo a un sistema =, denotado
por | ¢ |z, es el conjunto de conjuntos E-mazimales de formulas conteniendo a ¢, i.e.

| o 2= {T| Mazgl',p € T'}.

Esa definicién extiende en forma natural la idea de conjunto de pruebas de una férmula o conjunto
de férmulas.

Lema 4.3 SeaT y ¢ un conjunto de sentencias y una sentencia, respectivamente. Entonces resulta
que:

T'Fz ¢ siy sdlo sip € A para todo A €| T |z

Prueba: La usual (ver [Che80]).

Ahora consideremos el conjunto W* = {T" : Maxz=T"} de todos los conjuntos maximales de E,
y definimos, de la manera usual en légica modal clésica, para cada a € G, la siguiente relacién
binaria R}, sobre W*:

(w,w') € R} <= {p:0,p € w} Cu', (4.2)
para w y w’ en W*. Es sencillo verificar que una alternativa, pero equivalente, definicién de las
relaciones R% podria haber sido: (w,w’) € R% si y sblo si {Oqp 1 ¢ € w'} C w. La siguiente
proposicién revela importantes propiedades de la relaciones R,.

Proposicién 4.4 Si E es un sistema de ldgica multimodal con grados Gy, W* es el conjunto
de los maximales consistentes en = y {R}}xeq, la familia de relaciones de accesibilidad definida
previamente. Entonces las siguientes condiciones se verifican.

1. Si N estd en = entonces Ry, C R}, para f <a, ya y [ en Gy.

2. Si EX estd en 2 entonces R§ = W* x W*.

3. Si T estd en = entonces R}, es reflexiva, para cada o € Gy.

4. St C yT estin en E entonces R}, es de separacion, para cada o € Gy.
5. Si B estd en 2 entonces R}, es simétrica, para cada o € G

6. Sidg estd en E entonces la familia de relaciones {R}} e, es ®-transitiva, i.e. si (w,w') €
Ry, y (w',w") € R}, entonces (w,w") € Ryg s

Prueba:

1. Tomemos (w,w') € R%, esto es, {p | Oap € w} Cw', y sean «, € Gy tal que § < a. Puesto
que el axioma N estd en Z, si Ogp € w, entonces Oy € w también, y asi, {p | Dgp € w} C
{¢ | Bayp € w}. Por lo tanto, sucede que (w,w') € Rj.

2. Este caso bajo la hipétesis que EX € =, resulta que el conjunto {¢ | Doy € w} es vacio para
cualquier w € W*. Dado que el conjunto vacio tiene pertenencia universal tenemos Rg es la
relacién universal.

3. Del hecho que el axioma T' € = resulta que para cualquier @ : {9 : O,p € w} Cw.

4. Bajo el supuesto que T'y C' € = resulta que ¢ <> O;¢p es un teorema en = y por lo tanto
(w,w') € Ry siy sblosiw=uw
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5. Si B € Z, entonces, para toda férmula ¢, la férmula ¢,0,p — ¢ estard en todo maximal
consistente de W*. Para verificar que R, es simétrica, asumamos que (w,w') € R%. Entonces
{¢: Oup € w} Cw'. Supongamos que (w',w) ¢ R%. Sea pues ¢ una férmula tal que 1) € '
pero ¢ ¢ w. Al estar G404t — 1) en w, también lo estard su reciproco. Luego, por propiedad
4 del lema 4.2, tenemos que <&, 0, no pertenece a w y asi para todo w” tal que (w,w") € R,
O0,¢ ¢ w"”. Por lo tanto, puesto que (w,w’) € R}, tendremos que 0,9 ¢ w', pero esto es
absurdo.

6. Supongamos que 4y € = y sean (w,w') € R, y (w',w") € Rj. Por definicién tenemos
que {¢ | Opp € w} Cw'y {p | Ogp € w'} C w". Ahora, sea d = a® f. Si Os5p € w,
necesariamente 0,0y € w por 4g. Pero si 0,039 € w, tenemos Ogp € w' puesto que
(w,w') € Ry, y andlogamente, ¢ € w", dado que (w',w") € Rj. Por lo tanto, hemos probado
que {¢ | O5p € w} Cw", ie. (w,w") € R}, como desedbamos.

A partir del teorema precedente y de las proposiciones (4.1), (4.2) y (4.3), es inmediato re-

conocer que la inclusiéon de ciertos axiomas en un sistema determinan propiedades de la familia de
relaciones de accesibilidad. Este hecho es el que nos autoriza a considerar como caso de estudio el
andlisis de la completitud del sistema MS5(Gy, ®) y dejar de lado el resto. Asi pues a partir de
aqui volveremos a centrar nuestras descripciones a dicho sistema.
Como es usual, para probar su completitud serd suficiente demostrar que si una férmula ¢ es
MS5( Gy, ®)-consistente entonces serd satisfactible en algtin modelo de clase ng. Ahora, propon-
dremos la forma de construir tal modelo. Para ello, comenzaremos mostrando que siempre podemos
definir una relacién de similitud borrosa R* sobre W* (el conjunto de maximales consistentes en
MS5(Gy, ®)), para la cual la familia de relaciones de accesibilidad { R} }aeq, se corresponde con
la familia de sus a-cortes.

Lema 4.4 Sea R* : W* x W* — G definida por
R*(w,w') = maz{a € Gy | (w,w') € R%}3.

Entonces resulta que R* asi definida es una relacion de (Gy,®)-similitud y R*(w,w') > a si y sdlo
si (w,w') € RY, para toda o € Gy y toda w,w' € W*.

Prueba: Primero verifiquemos que R* es una (G'¢, ®)-similitud, i.e. R* es reflexiva, simétrica,
®-transitiva y con rango en Gy.

1. R* es reflexiva. Esto es claro por la reflexividad de cada uno de los elementos de la familia
{R; }C!EGf .

2. R* es simétrica. Esto es también una directa consecuencia de la simetria de los elementos
*
R}

3. R* es ®-transitiva. Nétese que, R*(w,w’) ® R*(w',w") = maz{a € Gy | (w,w') € R} ®
maz{f € Gy | (W', w") € R} = mar{a®pf | (w,w') € R} y (v',w") € R5} < (por propiedad
6 de la Proposicién 4.4) < maz{a ® f | (w,w") € Rjg5} < R* (w,w").

Finalmente, es inmediato chequear que a-cortes de R* son justamente las relaciones R,.
Répidamente ese lema puede ser extendido para el sistema MS5 (G, ®) que adiciona el ax-
ioma C. En ese contexto también sucede que R*(w,w’) = 1 si y sdlo si w = w’, debido a la
propiedad 3 de la Proposicion 4.4.
Ahora definiremos nuestra nocién de modelo canoénico, el cual tendra como conjunto de mundos
a todos los nombres de todos los conjuntos maximales consistentes y por relacién de accesibilidad
a la relacién borrosa R*.

3Nétese que, para cualesquiera w,w’ € W*, el conjunto {a € Gy | (w,w’) € R} nunca es vacio puesto que, por
construccion, al menos el cero pertenece al conjunto.
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Definicién 4.10 El modelo candnico de MS5(Gy,®) es la estructura M* = (W*, R*, |=*) donde
W* y R* corresponde a las definiciones ya dadas anteriormente, y

E (w,p)=1 <<= we|p |(Gf’®)

para toda variable proposicional p; con i > 0.

el
Es claro que M* pertenece a la clase de modelos Z®f. Ahora probaremos la verdad en este
modelo se corresponde con la pertenencia en los maximales consistentes. Este resultado establece
el vinculo necesario entre sintaxis y semdntica.

Teorema 4.1 Para todo w en M* y para toda férmula ¢ en MS5(Gy, ®):
Mw) ET e = ypEw

Prueba: La prueba es por induccién en la complejidad de la férmula ¢. Es suficiente considerar
los casos en los cuales ¢ es (1) una variable proposicional p,, (2) a negacién -, (3) un condicional
¥ — &, (4) una de necesidad, 0,1, con a > 0, y finalmente (5) Qg

Caso base Es inmediato por Definicién 4.10, puesto que de alli resulta que (M*,w) E* p, siy
sélo si w € | py, |(Gf ) ¥ por Definicion 4.9 eso ocurre si y sélo si p, € w. Asi obtenemos el
resultado para el caso base cuando ¢ es una féormula atémica.

Caso general Aqui asumiremos la hipétesis que el teorema es cierto para toda subférmula (que
tienen complejidad menor a la) de ¢ y consideraremos los siguiente casos:

1. (M*,w) E* ) siy sblo si (M*,w) £* 9 siy sblo si (por hip6tesis inductiva) ¢ € w lo
que equivale a 1) € w. Asi el teorema sucede cuando ¢ es una negacion.

2. (M*,w) E* ¥ — £ siy solo si siempre que (M*,w) E* ¢ resulta que (M*,w) E* £y
eso si y s6lo si (por hipétesis inductiva) si 1 € w entonces £ € w siy s6lo si ¢ — £ € w.
Asi el teorema es cierto en el caso que ¢ es un condicional material.

3. Sea a > 0. Entonces, (M*,w) E* O si y sélo si, por definicién, I3 (—) | @) < a,
pero esa condicién es equivalente a: (M*,w') |=* 4 para todo mundo w’ en M* tal que
(w,w") € R}, y equivalentemente (por hipdtesis inductiva), si y sélo si para todo mundo
w’' en M* tal que (w,w’) € RY, resulta ¢ € w', que a su vez es equivalente a decir que
(por definicién de R},) para todo mundo w’ € W* tal que {¢ | Oyp € w} C w' sucede
que Y € w'. A partir de esa equivalencia probaremos por separado las dos direcciones
de la doble implicacién del teorema:

i) Si 0,9 € w, entonces por Definicién 4.2, 1) debe pertenecer a todo w' el cual sea
un M S5-maximal extensién del conjunto {¢ | O,¢ € w}. Luego aplicando la hipdtesis
inductiva sobre los w' y la definicién de R}, tenemos demostrada la direccién que va de
derecha a izquierda.

ii) Para la otra direccién, si 1 pertenece a todo w’ el cual sea una MS5-maximal
extensién del conjunto {¢ : Oy € w} entonces, por lema 4.3, {¢ | Oap € w} F(q; @) Y-
Eso significa que hay sentencias ¢ ... ¢, en ese conjunto, tal que (g, ) (p1 A Apn) —
. Debido a que MS5(Gy, ®) es cerrado por la regla de necesidad, y haciendo uso del
esquema K, tenemos que (g, @) (Oap1 A ... AOgp,) — O, es un teorema de este
sistema. Pero w tiene por elemento a cada Oy¢1, ..., Oq@p, asi por modus ponens debe
ser que Oy € w.

4. Si ¢ es Ogtp, entonces, por un lado, resulta que (M*,w) E* Ogtp, puesto que nunca
es el caso que 24 (=) | ©) < 0, y por otro lado, gracias al axioma EX, tenemos que
=0t € w, y asi, Doy € w.

Corolario 4.1 Para cualquier rango finito Gy, el sistema MS5(Gy,®) es completo con respecto
a la clase de modelos ng.
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Prueba: Supongamos que ¢ no es demostrable en MS5(Gy,®), i.e. V(g ) ¢. Luego =¢ deber
ser consistente, y entonces existird un conjunto maximal consistente wg € W™ que lo contenga.
Entonces —p es verdadera en (M*,wp) y asi p serd insatisfactible en M*.

Observacion 4.1 En el teorema anterior, el axioma K juega un papel fundamental para demostrar
que puedo pasar de la nocion sintdctica de pertenencia a la de validez. Como veremos en otros
capitulos, cuando dicho axioma no es vdlido las demostraciones se complican significativamente.

4.4 Completitud cuando G es denso y ® = min

La generalizacion de los resultados de completitud para los casos en que G no es finito no es
una cuestion inmediata, puesto que, la construcciéon del modelo canénico que se hiciera en la
seccion anterior no lo es. Por ejemplo, en el caso de G infinito numerable, la correspondencia
entre la familia de R} y R* no es directa en el sentido que cada R}, no necesariamente es ya
el a-corte de R*. Una técnica usual para salvar este inconveniente es probar que el sistema
l6gico en cuestién tiene la propiedad de modelos finitos, i.e. demostrar que alcanza con mirar
estos modelos para determinar validez. Esa técnica no es de utilizacién automatica y aqui sélo la
aplicaremos al caso de la t-norma minimum, i.e. a® f = min(q, ) (que en algunas oportunidades
también notaremos con a A (), y para un rango G denso, i.e. un subconjunto recursivamente
enumerable de [0,1] tal que para cualquier a, 8 € G, si @ < 3, siempre existe § € G tal que
a < § < B. En este contexto, extenderemos las pruebas de completitud dadas en [LL92] para
sistemas multimodal con relaciones de accesibilidad borrosas que son alternativamente reflexivas y
seriales. Como ya fue mencionado anteriormente nuestro interés esta focalizado en sistemas légicos
que caractericen las familias de modelos con relaciones borrosas que son simultdneamente simétricas
y ®-transitivas. Técnicamente, la principal dificultad radica en el hecho que en ambos esquemas
aparecen modalidades anidadas. Esto nos lleva a tener cadenas de operadores modales que pueden
ser arbitrariamente largas. A priori, tanto en la técnica de filtracién como en la que consideremos
aqui, requiere que se construyan conjunto de férmulas que sean cerrados por modalidades. Luego,
a menos que podamos probar que la familia de modalidades légicamente no equivalente (i.e. las
cadenas de operadores anidados irreducibles) son de cardinalidad finita, no tendremos ninguna
oportunidad de dar una prueba de la propiedad de modelos finitos.

Nosotros hemos encontrado condiciones suficientes para garantizar clases de equivalencias finitas
de modalidades que puedan ser utilizadas en la adaptacién del método dado por Liau y Lin.
Béasicamente los requerimientos son dos: que ® debe ser cerrado en cualquier finito subconjunto
de G, y que G sea denso.

Consideremos el sistema que se obtiene por incluir en MS5(G, min) los axiomas

Bt: o —0O50%p, paraa >0

C: p—D0fp,y
4%+ Ognse = 03000, Va € G,

Como ya fuera referido en los parrafos precedentes a la Proposicién 4.3, estos axiomas no son
correctos en toda estructura de modelo de similitud, pero si en la subclase Eg’;n’f con conjunto
finito de mundos y relacién de similitud min-transitiva (ver Proposicién 4.3 y nétese que A es
fuertemente mondétona).

El resultante sistema multimodal serd identificado como MS5++ (G, min).

Definicién 4.11 Dado un rango G, el sistema MS5%T (G, min) es el mds pequerio conjunto de
sentencias conteniendo toda instancia de los siguientes esquemas de axiomas y cerrado por las
ultimas dos reglas de inferencia:
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PL: Tautologias proposicionales.

K¢ O°(p = ) = (B9 — O%%), Va € G
K°: O2(p — 9) = (0% — O%4), Va € G
T¢: O%p — ¢, Va € G

B¢ p — OO0, para a > 0

B°: ¢ - 09020, Ya € G

45 05,5 — 05050, Yo, B € G

13+ DY00 = 03050, Yo, 6 € G

C°: p— Ofp

N¢: O%¢ — Oz, para B > a,

EX Ofp,

EX°: =09,

CO: O%p — 0%p, Va e G

ocC: O%¢ — O%¢, para a < 3,

RN?: De ¢ inferir 0%, para toda o € G,
MP: De p yp — ¢ inferir ¢

Antes de proseguir, debemos comentar sobre los grados de modalidades y su teorema de re-
duccién en MS57+(G, min). El grado de modalidad en una férmula modal es el nimero de
operadores modales anidados. Sobre este punto hay que remarcar la distincién entre anidamiento
e iteracién. En el primer caso nos referimos a secuencia continua de operadores modales y con el
segundo término remitimos a la idea de operadores que estdn bajo al alcance de otros. Para nue-
stros fines serd importante determinar el grado de modalidad de una légica, i.e. la cardinalidad del
conjunto de secuencia de operadores modales que no son légicamente equivalentes. Por ejemplo,
en la légica cldsica S5 cada secuencia de operadores modales es reducible a un tnico operador.
En MS5++ (G, min) ese resultado no es valido, aunque las leyes de reduccién de S5 son aplicables
para cada a particular. En lo que sigue, probaremos que en MS5%+ (G, min) los sub-indices de
modalidades irreducibles forman un secuencia no decreciente con a lo sumo dos sub-indices iguales.

Primero replantearemos un axioma y una regla de MS57 (@, min) que nos serdn titiles en las
demostraciones.

Oe—p, si aFl o x=c (4.3)
De ¢ inferir OLp, si a#0 o x=o0 (4.4)

Ahora probaremos las reglas de reduccién ya mencionadas. Argumentando sélo razones de
claridad, dividiremos la prueba en dos proposiciones.

Proposicién 4.5 En MS51T+(G, min) las siguientes equivalencias entre modalidades suceden:

ag sia=0,x=c¢
a=1,x=o, or
0,05 =4 07 sies { B=1,a#0,+=0,0

621,4—2*20

min(a,5) €M cualquier otro caso,
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* sia<f
+, sia>p
donde % = o
onae ,+€{ch};y# 0, Sza:B’*:_‘_:O
c, en cualquier otro caso

Prueba: Tomemos en cuenta los siguientes casos:

e Asumamos que @ = 0 y * = ¢. Por lo tanto 0§ serd un axioma, y entonces DCD+<,0 < O

serd un teorema.

Supongamos que a = 1 y x = 0. A partir del axioma EX?, resulta que D‘l’D;@ y Oy son
teoremas. Asi, DODB » + O9¢ es probado.

Bajo la hipdtesis que f =1y + =0y a # 0 0 * = 0, tenemos que Oy es un teorema y,
usando la regla de necesidad, O O0f¢ también lo es. Asi, O%0O¢p < O7p es un teorema.

Si(a#0o0x=0)y(a#lox=c¢c),y (8#1o0+ =c). Entonces, a partir de (4.3) y (4.4),
obtenemos que 0% (O +<p — ) es un teorema y, usando los axiomas K¢y K° y aplicando

modus ponens, O* I:|+<p — 0% resulta ser un teorema.

Por otro lado, usando (4.3), resulta que O D+<p — Oof 5% es un teorema. Por lo tanto,
0:0% ¢ — 0%

min(a,3

Para probar la otra implicacién, i.e. szm(a’ 5P D;D;Qp, debemos considerar los siguientes

)P también lo sera.

subcasos:

— Sia=p0y*x=+ =o0. Entonces por el axioma 4¢ resulta lo buscado.

— Sia=p,y *# 006+ # o. Entonces por los axiomas 4° y 4°, tenemos que 0% ¢ —>
0c0s%e. Por lo tanto, tomando en consideracién los axiomas CO, K¢, K° y (4.4),
resulta que 050¢ ¢ — O%O%p es un teorema. Asi, OS¢ — O0%0F p es cierta.

— Sia < B. Desde los axiomas 4°¢ y 4°, concluimos que O0%,¢ — 0% 0%  es teorema. Usando
axiomas CO, OC, K¢, K° y (4.4), resulta que O0%0%p — O D+<p lo es también. Asi,

* + *
0% — 0507 ¢ es probado.

— Finalmente, para el caso la a > (3 la prueba se repite.

Asi, la equivalencia O% I:|+<p ~ szm(a,ﬁ)@ es demostrada para todo a y 8 salvo cuando

(azOy*_c),o(azly*—o), B=1y+=o0).

a

Observacion 4.2 Notese que dualmente, las correspondientes leyes de reduccion para modalidades
de tipo OZOE y OZDE también se verifican.

Proposicién 4.6 En MS5%+ (G, min) las siguientes equivalencias entre modalidades también suce-

den:
05 sia=0,x=c¢ (1)
09 sia=1l,x=o0 (2)

* AT — B:].,-l-:0,0,

Ry Ot sies B < ad no es el caso que (1) 6 (2)
s =f+=cd (7 !
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Prueba: Consideremos los siguientes casos:

e Supongamos (¢ =0y * = ¢)6 (e = 1 y * = o). Entonces la prueba es similar a la
previa.

eSi(a#0 6 x = o)y(a#1 6 x = c). Entonces por (43) 05040 — Ol es un
teorema.
Por otra parte, usando B° y B° tenemos que O} — 05050 % ¢, Usando la demostracion
anterior obtenemos que <>ZY<>§<,0 ~ Oggo esun teoremasi f§ < a,0 (@ = By + = ¢),0
(@=By+=x=co(B =1y + = o). Asi, Ofp — 0,05 es un teorema y la
proposicién resulta probada.

O

Podriamos preguntarnos si estas leyes de reduccién son todavia validoas para otras t-normas ®
distintas de min. Ciertamente la mayoria de ellas lo seguirdn siendo, pero el punto crucial corre-
sponde al caso DZYOE = Df’;(@ 5)° Para nosotros es un problema abierto el determinar en que otros
casos es posible dar leyes de este tipo que nos garanticen cardinalidades finitas de modalidades.

A esta altura, es importante hacer notar que hay algunas modalidades de orden dos que no
fueron incluidas en la Proposicién 4.6. Ellas son:

o OLOg yO0%sia< f<1
o 0005, 0504, 005y O sia < B
e POy OO sia<f<1

En particular, la tnica modalidad de orden dos con el mismo sub-indice para la cual no hemos
probado su reducibilidad son <¢50¢ y O OG¢ con a < 1. Por lo tanto, cualquier modalidad
no reducible? es una cadena de operadores modales cuyos sub-indices forman una no creciente
secuencia con a lo sumo dos sucesivos indices iguales. Asi, cuando G es finito, el conjunto de
modalidades irreducibles es finito y el mayor grado de modalidad en dicho conjunto es a lo sumo
el doble de la cardinalidad de G.

El resto de la seccién estard dedicada a probar que el sistema MS5%+ (G, min) es completo
con respecto a la clase de modelos E%in,f‘ En contraste con la seccion anterior, ahora, el sistema
considerado MS57F (G, min) no serd compacto (ese también es el caso en [BS95; LL92]). Por
ejemplo, si tomamos los racionales de [0,1) como nuestro G, el conjunto infinito de férmulas
{Op | a € GHU{=Ofp) no es satisfactible en ningtin modelo pero cualquier subconjunto finito lo
es claramente en algin modelo de ng, s- Este hecho nos impide dar una prueba de completitud
usando la técnica standard de modelo candnico tal como fuera utilizada en la seccién previa.

La técnica que usaremos estd parcialmente inspirada en la consumada en [L192]. La idea
bésica consiste en construir, para cualquier férmula consistente @, una estructura de (G, min)-
similitud M, con un conjunto finito de mundos en los cuales ¢ serd satisfactible. El mecanismo
presentado en [LL92] consiste en construir un modelo a partir del conjunto Sub(y) de todas las
subférmulas de ¢ cerrado por negaciones. Sin embargo, ese método no resulta completamente 1util a
nuestro propoésito debido a que no nos garantiza que la relacién de accesibilidad que se obtiene de su
aplicacion sea una de similitud. Para alcanzar tal objetivo es necesario no sélo considerar conjuntos
de férmulas que sean cerrados por subférmulas sino también que sean cerrados por modalidades.
Ya vimos que si un conjunto de férmulas es finito su clausura por subférmula lo seguird siendo. El
inconveniente con la clausura por modalidades es que en general esto no es cierto. Por esa razén
es que nos seran tan utiles las leyes de reduccién, dado que nos aseguran que sélo una cantidad
finita de tales modalidades no serdn légicamente equivalentes. Asi cuando contamos con leyes de

4en el sentido de las reglas de reduccién de las proposiciones 4.5 y 4.6
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este tipo podremos verificar que la clausura por modalidades serd finita si el conjunto original lo
era.

Mi4s formalmente, dada la férmula ¢ denotaremos con Sub(ip) el conjunto de todas las subférmulas
de ella cerrado por negaciones y con G(¢) al conjunto de todos los indices de @, i.e. G(¢) = {a € G |
6 0%, O%4h, OC1h, 6 O24h estd en Sub(p)}U{0,1}. Obviamente, ambos Sub(p) y G(¢) son finitos.
Entonces, podemos definir la clausura de Sub(y) por las modalidades con indices en G(¢) como
sigue.

Definicién 4.12 Definimos el conjunto de férmulas ModSub(yp) como:
1. Si ) € Sub(p) entonces Y € ModSub(p)
2. Sip € ModSub(p) entonces 0%, 0%, OSab, O01p € ModSub(p), para todo o € G(p)

Claramente el hecho que G(¢p) sea finito no nos garantiza que ModSub(p) lo sea. Mas ain, de la
propia definicién surge que la cadena de modalidades puede ser arbitrariamente larga.

La construccién de un modelo M, = (W,,R,,|=,) es realizada de acuerdo a la siguiente
enumeracion:

1. Tomamos G(p) ={a1 =0< as < --- < ap_1 < a, =1}

2. Tomamos los v C ModSub(p) tal que v es maximalmente consistente en ModSub(yp), i.e.
v es MS57F(G, min) -consistente y v U {B} es inconsistente para cualquier férmula ¢ €
ModSub(p) tal que ¢ & v.

3. Definimos W, = {v | v es maximal consistente en ModSub(p)}

4. Definimos, para cada a € G(p) y v € W,,,
Ne(v,a) ={¢ | By € v}

N°(v,a) ={¢ | O%¢ € v}
es inmediato verificar que N¢(v,a) C N°(v, a), debido al axioma CO. Ademads, que debido a
los axiomas T¢, C¢, B¢, B°, 4¢;. v 42, esos conjuntos satisfacen las siguientes propiedades.
e N¢wv,1) Cv' siysblosiv=1

) Cov' siysélosi N¢(v',a) Co
) C o' siysélosi N°(v',a) C v, paraa <1
)

Cov'y Ne(v',8) Co" implica que N¢(v,a A ) C '
N°(v,a) Cv' y N°(v',8) Cv" implica que N°(v,a A 8) C ', paraa, 8 < 1

5. Como en [LL92|, cualquier relacién de similitud sobre W, deberia verificar que para todo
a € G(p):

e R(v,v') > asiysélosi N(v,«a

)
e R(v,v'") > asiy sélo si N°(v,a)

6. Definimos H(v,v') = maz{a | N°(v,a) C v'} y H°(v,v") = maz{a | N°(v,a) C v'}.
Es inmediato que H¢(v,v') > H°(v,v'), y que si H¢(v,v") > H°(v,v') = «;, entonces
He(v,v') = ajqr.

7. Definimos una funcién R, : W, x W, — G como sigue:

e R,(v,v") = ajy1 8t ayp1 = H(v,v") > H(v,v') = oy
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e R,(v,0v") =aj si H(v,0'") = H°(v,0') =

donde ozi+ es un elemento del intervalo abierto (a;,a;+1). Dicho elemento tiene garantizada
su existencia debido a la hipé6tesis de densidad de G.

8. Comprobamos que R, asi definida es una relacién de min-similitud sobre W,,. Prueba:

e R,(v,v') = 1siysélosiv =10 Esobvioque H°(v,v) =1 > H°(v,v) y resulta
R,(v,v) = 1. Ahora, si H°(v,v") = 1 entonces N°(v,1) C v'. Pero si ¢ € v, por el
axioma C°, también OS¢ € v, pero entonces ¢ € v'. Eso significa que v C v', y puesto
que v es maximalmente consistente, debe ser v = v'.

e R,(v,v") = R,(v',v). Este caso también es obvio puesto que N°(v, ) C v’ si y sélo si
Ne(w',a) Cvy N°(v,a) Cv'siysdlosi N°(v',a) Cu

e min-transitividad. Consideremos los siguientes casos:

(a) Caso: R,(v,v") = a;, R,(V',v") = a;. En esta alternativa tenemos que N°(v, a;) C
v’y N°(v',a;) C 0", por lo tanto también se tiene N°(v,a; A a;) C v". Asi,
R,(v,v") > a; ANaj = R,(v,v") A Ry (v',0").

(b) Caso: Ry(v,v") = af,R,(v',v") = ozj. En esta oportunidad tenemos N°(v,a;) C
v'y N°(v', eej) Cv", por lo tanto serd N°(v, a;Aa;j) Cv". Asi, R,(v,v") > ayAaj.
Sea a; A a;; = ;. Entonces Ry, (v,v") > af = R, (v,0") A Ry(v',0").

(c) Caso: R,(v,v") = a;, Ry(v',v") = ozj. Hay dos subcasos:

(i) o < ozj. Con lo cual a; < ozj, y por lo tanto R,(v,v') > a;, R,(v',v") > «;
resultando que R, (v,v") > a; Aaj = a; = Ry(v,0") A Ry (v, v")

(ii) a; > a]-*. En estas condiciones R, (v, v") > a;_1 y todavia a;_1 > «;. Entonces,
desde R, (v,v") > aj—1 y Ry (v',v") > a, implica que R, (v,v") > a1 Ay =
asi Ry(v,v") > a;-" = R,(v,v") AR, (', 0").

(d) Caso: R,(v,v") = af,R,(v',v") = a;. Este caso es andlogo al previo.
9. Finalmente definimos para toda variable proposicional p en ¢, |=, (v,p) =1siy sélosip € v

G

min, f*

Proposicién 4.7 El modelo M, = (W,, Ry, =), pertenece a la clase

Prueba: Sin es la cardinalidad de G(¢p), es claro que a partir de las proposiciones 4.5 y 4.6, una
no reducible modalidad construida con los operadores modales 0%, 02 &¢ y G2 con a € G(p)
tiene a lo sumo longitud 2n. Por lo tanto, tomando en cuenta que Sub(ip) es finito, el conjunto
de férmulas no equivalentemente probables de Mod(Sub(yp)) es también finito. Asi W, debe ser
finito porque todo maximalmente consistente conjunto de férmulas de ModSub(p) es la unién de
clases de equivalentemente probables férmulas.

Ahora sélo resta probar que un lema de correspondencia para M,,. Pero antes es necesario dar
el siguiente resultado.

Lema 4.5 Sean I’ un subconjunto de férmulas y ¢ una féormula de ModSub(p), respectivamente.
Entonces, si ¢ € v para todo v € W, tal que I' C v, resulta necesariamente que en el sistema
M S5t (G, min) se da T+ 4.

Prueba: Supongamos que en M.S57 (G, min) no se da I' I/ 7). Entonces I' U {1} es consistente.
Puesto que ModSub(y) es cerrado por negaciones, =) € ModSub(p). Por lo tanto, debe existir
un v’ € W, tal que TU{—¢} Cv'. Pero' Cv' y ¢ ¢ v', contradiccion.

Ahora ya estamos en condiciones que probar que la pertenencia a un conjunto maximal consis-
tente se corresponde a la nocién de verdad en un mundo del modelo propuesto.

Teorema 4.2 Para todo v en W, y toda férmula ¢ € ModSub(yp):

(My,v) Ep ¥ siysélosi p €v
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Prueba: La prueba es anédloga a la dada para el teorema 4 haciendo uso del lema previo.

Corolario 4.2 Para cualquier rango denso G, el sistema MS5TT(G, min) es completo con re-
specto a la clase Egin’f.

Para cerrar esta seccién corresponde analizar e interpretar los resultados obtenidos. Por un

lado, y como consecuencia del corolario anterior, podemos afirmar que el sistema MS57" (G, min)
tiene la propiedad de modelo finito, i.e. para cada férmula ¢ que no es teorema de MS5%+ (G, min),
existe un modelo finito de la clase Zgin en el que @ no es verdadera. Ademds, puesto que la légica
en cuestion es recursivamente pero no finitamente axiomatizable, no serd decidible. Para verificarlo
tengamos en cuenta que las instancias del axioma O,p — p para una variable proposicional p seran
teoremas de MIS5++ (G, min) si y sélo si « € G. Si supusferamos que la 16gica es decidible entonces
deberiamos aceptar que G es recursivo. Puesto que dispondriamos de un algoritmo efectivo para
determinar que instancia del axioma 7' estan o no estan en ella e indirectamente que « esta o no
en G. Pero G no es recursivo.
Tampoco nos serd posible dar un resultado de completitud fuerte debido a la que la propiedad
de compacidad no es satisfecha. Para remarcarlo, basta considerar una teorfa K = {O%p | a €
Gy G={1-1},cin}U{=0fp} inconsistente en todo modelo de £, con IN el conjunto de
los naturales, y una variable proposicional ¢ distinta de p. Luego, puesto que K es inconsistente, ¢
serd valida en todo modelo que satisfaga la teoria, pero como todo subconjunto finito Ky C K sera
consistente y puesto que p y ¢ son variables proposicionales independientes no podremos deducir
g a partir de K.

4.5 Consecuencia Aproximada y de Proximidad

Hasta aqui nos hemos dedicado a desarrollar una herramienta sintdctica que permita dar cuenta
de algunos aspectos del razonamiento basado en similitud. Ahora es tiempo de plantear la relacién
entre los sistema de légicas multimodales y las nociones de consecuencia aproximada y de prox-
imidad. Primero debemos hacer notar que nuestro lenguaje multimodal es mucho mas expresivo
que lo necesario para formalizar estas nociones de consecuencia, puesto que dichas relaciones de
consecuencia sélo se establecen entre féormulas no modales. En este sentido, a pasar que no hemos
establecido la limitacion sobre la iteracién y anidamiento de los operadores modales, en los hechos,
estas “libertades” expresivas no seran utilizadas en la caracterizacién de las nociones de consecuen-
cia. Una las cuales fue ya adelantada en la introduccién del presente capitulo. Cuando dada una
relacién de ®-similitud R definida sobre el conjunto de interpretaciones booleanas €2 del lenguaje
L, v en el caso que p y ¢ eran férmulas no modales, se establecié que

plERq siysdlosi Fam, p— Onq

donde M, = (2,5, |I)-

Esta expresién puede ser generalizada en el caso de contar con cierto conocimiento previo o
de contexto representado por un conjunto de férmulas K para obtener la nocién de consecuencia
aproximada como sigue:

consecuencia aproximada p =% ¢ siysélosi K |y, p— 9%

En el caso del operador de consecuencia de proximidad, deberiamos poder representar el hecho
que Jr k(g | p) > asiy sdlo si, para cualquier § € G y cualquier modelo booleano w, Ir(p | @) > B
implica que Ir(¢q | @) > B ® a. Cuando el rango G es finito, tenemos la posibilidad de escribir esa
condicién en nuestro lenguaje multimodal en forma relativamente sencilla.

consecuencia de proximidad caso G finito
P ERkq siysdlosi K, Aseq Ohp = Chgst
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Obviamente, si G no fuera finito, esta expresién no nos es 1til. Con el fin de cubrir este caso,
propondremos introducir en el lenguaje modal una nueva familia de operadores modales binarios
[ | ]a con la siguiente semdntica: una férmula [¢) | ¢]a, con ¢ y ¢ en Lo, es verdadera en un mundo
w de un modelo de Kripke de similitud M = (W, R, |=) si la implicacién condicional Jg (¢ | ¢)
es mayor o igual a a. Formalmente:

(Myw) [ ] ¢la siysdlosi Iy (p | @)@—Ig' (4 | D) > a
De esa manera, ahora podemos describir la nocién de consecuencia de proximidad como:

pERKd siysélosi K, [q]pla-

Indudablemente, este planteo meramente seméntico debe ser completado sintdcticamente para
mantener la coherencia de nuestra presentacién. Eso puede ser hecho extendiendo al sistema
MS5++ (G, min) con el siguiente axioma y regla de inferencia infinitesimal:

U: [q]pla AOGp = Chepe BEG.
RP: Siparatodo f € G : Ofp — Ofg5q, entonces inferir [q] Pla-

Es muy sencillo verificar que el axioma U es correcto en la clase Egin bajo la interpretacion
semdntica para la familia de operadores {[ | ]o}aca, enunciada anteriormente y que la regla RP
preserva validez en esa misma clase de modelos. Mdas aun, esta regla preserva verdad y puede
ser usada en forma local (mundo), contrariamente a lo que sucede con, por ejemplo, la regla de
necesidad.

Nuevamente, un resultado de completitud genérico, no es sencillo de probar. Aunque para los
casos analizados en las secciones anteriores es inmediata. En el caso G finito, el axioma U y la
regla RP es equivalente a introducir la definicién:

[q]pla = /\ O = Ohesa
BEG

Y asi la demostracién de completitud ya presentada no se ve afectada.

Algo similar podemos decir en el caso ® = min y G es denso. Dado que esa logica posee la
propiedad de modelo finito y nuevamente en esos casos la nueva regla y el nuevo axioma se reducen
a introducir una definicién que no afecta completitud.

4.6 Relacién con la Légica Posibilistica

En esta seccién estudiaremos la relacion existente entre lo que podriamos llamar en forma genérica
la l6gica multimodal y la légica posibilistica. La conclusién a la que arribaremos es que la segunda
puede ser considerada un “reducto” de la primera bajo una nocién de consecuencia local.

En [EGG94b] una primer vinculo entre la légica multimodal basada en similitud y la 16gica posi-
bilistica (PL) fue establecida. En esta seccién, completaremos y extenderemos esos resultados.
Los rasgos bésico de la Légica Posibilistica® [DLP94] son los siguientes. El lenguaje esté formado
por pares ordenados cuya primer componente es una férmula proposicional cldsica y cuya segunda
componente es un elemento del [0, 1]® representando a un limite inferior de la medida de necesidad
o posibilidad de la férmula de la precedente coordenada. Asi, el lenguaje de la 16gica posibilistica
sobre un lenguaje proposicional £ es Lp;, = {(p,Il.),(p,No) | p € L, € [0,1]}. Los modelos

5 Aunque la Légica Posibilistica ha sido desarrollada desde miiltiples facetas, aqui nos referiremos a su fragmento
monétono
5En forma més general suele pedirse que pertenezca a un reticulado completo y acotado
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se corresponderan con distribuciones de posibilidad normalizadas = : @ — [0,1], donde Q es el
conjunto de todas las interpretaciones cldsicas del lenguaje proposicional £. Las condiciones de

satisfactibilidad son definidas como:
7w =pr (p,11y) siysélosi  Pos,(p) =sup{m(w) | w E p} > q,
7w l=pL (p,No) siysolosi Necg(p) =1— Pos(—p) > a,

La nocién de consecuencia en PL es definida en la forma usual: una férmula posibilistica ¢ es
una consecuencia légica de un conjunto de férmulas posibilisticas I, representado por I' Epy, @, si
para toda distribucién de posibilidad normalizada = tal que 7 =py, ¥, para toda ¢ € T, entonces
es el caso que 7 |=pr, .

Recordemos ahora algunas conexiones ya establecidas en [EGG94b] entre las relaciones de
similitud borrosas y las distribuciones de posibilidad. Primero dos definiciones:

1. Dada una relacién de similitud borrosa R y un subconjunto A de 2, es posible definir una
distribucién de posibilidad de la siguiente manera:

Tk (W) =sup{R(w,u") |w € A}

2. Dada una distribucién de posibilidad 7, podemos construir la relacién de similitud R® a partir
de 7 utilizando el teorema de representacién de Valverde (mencionado ya en el Capitulo 2)
[Val85] en la siguiente forma:

R2(w,w') = min(r(w)®@— 7W'), 7(w)o— 7(w))
siendo ®— la implicacién residuada asociada a la t-norma ®.

Lema 4.6 ([EGG94b]) Las siguientes relaciones suceden:
(i) SiR=R? yACCore(n) ={w|n(w) =1}, entonces m(g 4} = 7.
(ii) Si R' es la relacion de similitud definida a partir de Tg Ay, siendo A
un subconjunto de Q, entonces R’ > R y R'(w,w') = 1 para todo w,w' € A.

En orden a relacionar las 1égicas multimodal y posibilistica, necesitamos realizar algunos co-
mentarios preliminares. Dado que los modelos posibilisticos estdn definidos sobre el conjunto {2 de
interpretaciones cldsicas del lenguaje £, en esta seccién sélo consideramos los modelos aproximados
de Kripke donde el conjunto de mundos es justamente €2, i.e. modelos del tipo Mg = (2, R, |E),
donde R es una relacién borrosa sobre 2, y se satisface que (Mpg,w) |= p siy sélo si w(p) = 1,
para toda variable proposicional p de L.

Ademsds, deberemos establecer algiin mecanismo para transformar una férmula posibilistica en una
multimodal y viceversa. Las siguientes proposiciones establecen la base para ese cometido.

Proposicién 4.8 Dado un modelo de Kripke aprozimado Mp = (0, R, E), y una férmula no
modal p € L, tenemos que, para toda w € Q, las siguientes equivalencias suceden:

(i)  (Mg,w) EOLp siysdlosi mr.y Fprr (p,1a),

(ii) (Mpg,w) EDOp  siysdlosi mruy EprL (P, N1-a).

Prueba: Remarquemos primeramente que la posibilidad

POSTI'{R‘“,} (p) = Sup 71-{R,w}((’ul)
w'Ep

es equivalente a Ig(p | &). A partir de esta observacién es inmediata la primera equivalencia
planteada. Para (i7) observemos que

Necrp .y (P) = 1= Posr (7)) = 1= Ir(=p | @)

Luego Necq , ,,(p) > 1 —asiy sdlosi Ig(-p | &) < a. Lo que es equivalente a decir que (Mp,w)
se satisface 09 p. |
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Es importante remarcar que para garantizar que la distribucién de posibilidad m(g ,} resulte
normalizada es necesario y suficiente requerir que la relacién de accesibilidad borrosa R sea serial.
En el sentido inverso también podemos dar un resultado similar.

Proposicién 4.9 Dada una distribucion de posibilidad © y definiendo R, como R, (w,w") = w(w').
Entonces para cualquier p € L y « € [0,1], las siguientes equivalencias resultan:

(i) wEpL(nT)  siysdosi, pars todow, (Mp,,w) = O%p,

(ii) 7wEpL (p,Ni—a) siy sdlo si, para todo w, (Mg, ,w) E O9%p.

Prueba: La prueba es anédloga a la presentada para la proposicién anterior.
Vale la pena hacer notar que R, resultard ser serial si la distribucién = es normalizada.

Como consecuencia inmediata de las dos proposiciones anteriores, tenemos que la natural
funcién de transformaciéon T de una férmula del lenguaje Lpr de la légica posibilistica a una
del lenguaje Lo de la 1égica multimodal es definible como:

T(p) Ha) = ng y T(p) leoz) = DZP-
Es interesante remarcar que T es una aplicacién inyectiva pero no suryectiva puesto que
'CI = T(‘CPL) = {nga Dgp | pe ,C,CK € [07 1]}

es un estricto sublenguaje de Lo.

Ahora que ya disponemos de un mecanismo que nos permite traducir féormula preservando ver-
dad, podemos plantearnos la busqueda de una interrelacién mas profunda. En ese sentido, Liau
y Lin prueban en [LL95] que la nocién de consecuencia posibilistica coincide con la relacién de
consecuencia global bajo la clase de modelos de Kripke aproximados seriales ¥;. Por supuesto,
restringiendo el lenguaje multimodal a las férmulas que son la imagen de una posibilistica via T,
i.e. férmulas del tipo O5p y O2p, siendo p una proposicién clésica.

Ahora, extenderemos ese resultado para la nocién de consecuencia local.

Teorema 4.3 Sea X, la clase de los modelos de Kripke aproximados seriales. Entonces para
cualquier p € L y a € [0,1], las siguientes equivalencia son vdlidas:
(i) T E=pL (p,1a) siysolo si TT) i, OLp siysolosi TT) =gm, O4p,
(1)) T =pr (p, Ni—a) siysolosi TI) =, O%p siysolosi T(T) =gz, O%p.

Prueba: La demostracion es una inmediata consecuencia de las proposiciones 4.8 y 4.9, con-
siderando que R;(w,w') = w(w'), i.e. R, es independiente de su primera variable. Como conse-
cuencia de ello la satisfactibilidad de una férmula modal en un mundo w de un modelos Mp_ no
depende de éste sino del modelo Mpg_ como un todo. Esto implica que, en el contexto planteado, la
nocién de consecuencia global y local para férmulas de T(Lpy,) con respecto a los modelos seriales,
coinciden. a

Observacién 4.3 . A partir de la Proposicion 4.8, y como es remarcado en [LL95], es obvio
que los modelos seriales pueden ser caracterizados por medio de una distribucion de posibilidad 7,
para cada mundo w € W, i.e. R y la familia de w, estdn relacionados por la ecuacién R(w,w') =
7w, (W'). En ese mismo sentido podemos identificar la relacion de consecuencia aprozimada en ¥,
con una familia de consecuencias posibilisticas locales puesto que para cada mundo w podemos
pensar en una distribucidn de posibilidad diferente (local) 7,,. Pero sorprendentemente, la relacién
de consecuencia con respecto a la clase de modelos seriales coincide con la relacion de consecuencia
posibilistica. Este resultado parece indicar que la idea de una “ ldgica posibilistica local” no tiene
sentido dado que coincide (desde el punto de vista inferencial) con la l6gica posibilistica usualmente
conocida (ver [BS97]).
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A continuacién, fijaremos nuestra atencién en las nociones de consecuencia logica derivadas de
las clases de modelos X; y X¥ con i € {2,3,4,®}.

Teorema 4.4 Para cualquier p € L y «a € [0,1], las siguientes equivalencias son vdlidas:
(i) T Epr (p,11a) sty solo si T(T) Eim, Oop,
(i) T Epr (p,,Ni—a) siy sdlo si T(T) s, Oop

Prueba: Reescribamos lo que pretendemos demostrar, i.e.
VM ES: yVw e (Vo €T : (M,w) £ ¢) = (M,w) = 05p) <= (Vo T : 7= ¢) = 7 = (p,TLa))

Ahora, demostraremos la primera equivalencia (la otra es similar). La direccién de derecha a
izquierda, podemos probarla utilizando el contrareciproco. Asumamos que existe un modelo Mx
y un mundo w en 2 tal que todas las férmulas de T(T") son verdaderas pero no lo es ¢¢p. Luego
por Proposicién 4.8 la distribucién de posibilidad 7yg .} satisface todas las férmulas de I' pero no
(p,I,).

La direccién opuesta serd probada para la clase Y y el resto surgirdn como casos particulares.
Supongamos que T(I') iz, O4p, esto es, para todo modelo M en X y para todo w de Q, si
(M, w) = T(¢), para todo ¢ de I, entonces (M, w) | O p. Tomemos una distribucién de posibili-
dad normalizada 7 tal que 7 |=pr T (i.e. 7 |F=prL ¢, para toda ¢ € T). Por lema 4.6, existe R = RY
y w € Core(r) tal que ™ = myg ). Luego aplicando (i) de la Proposicién 4.8, resulta que para toda
¢ €I es el caso que (Mp,w) |= T(¢) y debido a nuestra hipdtesis (Mpg,w) = O p, nuevamente
por (i) de la Proposicién 4.8, eso es equivalente a decir que 7 =py, (p,I1,). De esta manera, hemos
probado que T =pr. (p,II,). La prueba para las otras clases se obtiene considerando que todas
ellas contienen a la clase Xg.

La segura equivalencia de la presente proposicion puede ser demostrada en similar forma uti-
lizando la condicién (ii) de la Proposicién 4.8.
O

A diferencia del Teorema 4.3, las equivalencias (i) y (ii) del teorema anterior no pueden ser
establecidas respecto a una relacién de consecuencia global. El siguiente contraejemplo lo prueba.

Contraejemplo 1. Sea p € L tal que p y —p son satisfactibles y a € (0,1). Entonces existird al
menos un mundo w tal que w = —p y asi, para todo relacién reflexiva R, tendremos Ir(—p | &) = 1.
Por lo tanto, para cualquier relacién de aproximacién R, (€2, R, =) no satisface a 0% p. Sin embargo,
para cualquier proposicion g, la siguiente consecuencia global se verificard trivialmente:

Oap Ege O%(P A q),

donde ¥ representa indistintamente a X2 0 X3 0 Xg. Pero esa consecuencia légica obviamente no
es verdadera en el sentido local. Es sencillo comprobar que la correspondiente translacién de la
nocién de consecuencia posibilistica

(p7 Nl—a) ':LP (p A q, Nl—a)
tampoco es en general verdadera. a

Finalmente, los siguientes contraejemplos probaran que el Teorema 4.4 no sucede para ninguna
de las clases de modelos £} con i € {2, 3,4, ®}, correspondientes a relaciones borrosas que satisfacen
la propiedad de separacién (ademés de reflexividad, simetrfa y ®-transitividad, segin el caso).

Contraejemplo 2. Sea p € L que no es una tautologia, i.e. —p es satisfactible. Un sencillo analisis
muestra que la siguiente consecuencia légica local tiene lugar:

{O0p, 01— p} Fim- Of L
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donde X* representa a cualquiera de las clases X7 , X3, X%, X7 o X% . La razén para este com-
portamiento debe encontrarse en la propiedad de separacién. Ningin modelo en ¥* satisface el
lado izquierdo del contraejemplo puesto que éste viene a decir que en un mundo se satisface p y
—p, ya que el unico mundo accesible en grado 1 es él. Asi la relacién de consecuencia se verifica
trivialmente para el par de férmulas propuesto. Obviamente esto no es cierto en los modelos no
estrictos. Por ejemplo si tomamos R como la relacién universal, i.e. R(w,w’) = 1 para todo los
mundos w,w’ en €.

Mis aun en los modelos posibilisticos, la validez de la traduccién del antecedente se utiliza para

representar la ignorancia sobre la verdad de p y no por ello el sistema se vuelve inconsistente.
O

También es posible dar un contraejemplo para mostrar que las nociones de consecuencia local
y global tampoco coinciden el los modelos estrictos.

Contraejemplo 3. Sean p,q,r € L tres diferentes proposiciones tal que ninguna de ellas es tau-
tologia. Un sencillo anélisis muestra que las siguientes consecuencias 1égicas locales tienen lugar:

{in, Oiq} ':!JE* Oirv

donde X* representa a cualquiera de las clases estrictas. Nuevamente el lado izquierdo es vacuo,
puesto que por hipédtesis siempre habrd un mundo donde no se satisfaga p A g. Obviamente, ese no
serd el caso en una vision localista, ya que si un mundo satisface p A ¢ no necesariamente tiene que
satisfacer r.

O

El siguiente esquema, resume las relaciones consideradas a lo largo de esta seccién. Como fue
usual, I' y ¢ denotan una conjunto de férmulas posibilisticas y una férmula posibilistica, respecti-
vamente, y T(T') y T(p) representan las correspondiente férmulas de £’ = T(Lrp).

T() s, T(p) & T) Fs Tle) =2 T() Fs: T(p)
() $h I3
[EpL g = T Eg T(p) = T() Fym- T(p)

donde ¥ representa a cualquiera de las clases X5, 33, ¥4 0 ¥g, v £* representa a las correspon-
dientes clases ¥3, X3, ¥} o X¥, respectivamente. Ademds, |=x, significa que la consecuencia es
verdadera tanto en el sentido local como global. Por otro parte, los subindices en las flechas deben
ser interpretadas como indicando el contraejemplo para el cual se comprueba que la direccién
inversa no sucede.

Podemos agregar las siguientes relaciones de orden entre las nociones de consecuencia:

':g21 - ':gEz - ':g23)|:gZ4 C |:gZ®

Por supuesto esas condiciones se repiten para las clases estricta X7 para i € {1,2,3,4,®}.

Para terminar, remarquemos que bajo la restriccién de lenguaje para el sistema multimodal
a L', estamos en condiciones de concluir que la nocién de consecuencia posibilistica es sélo un
reducto de la nocién de consecuencia global en la clase 3; y de la nocién de consecuencia local de
las clases ¥; con i € {1,2,3,4,®}.
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Capitulo 5

Logicas modales multivaluadas

En este capitulo estamos interesados en extender los resultados de los anteriores, al formalizar
razonamiento basado en similitud donde ahora las proposiciones podran ser borrosas. Desde un
punto de vista técnico necesitamos de una légica borrosa como base para poder tratar con proposi-
ciones borrosas y también necesitamos de modalidades para dar cuenta de la nocién de cercania o
proximidad. Con lo cudl propondremos aqui, una légica borrosa modal con semantica basada en
una estructura de Kripke, dénde las relaciones de accesibilidad son dadas en términos de relaciones
de similitudes.

5.1 Introduccion

Como fuera ya mencionado en el Capitulo 1 los modelos de razonamiento aproximado son méas flex-
ibles que aquéllos que ofrece la 1égica clasica en el sentido que permiten tratar con conocimiento
imperfecto. En ese sentido, vaguedad e incertidumbre son dos de las imperfecciones bésicas con la
que este tipo de modelos tiene que lidiar. Es por eso que es necesario hacer una clara distincion en-
tre ellos para poder combinarlos sin confundirlos. Ya dijimos que siguiendo la propuesta de Hajek,
entenderemos el término de incertidumbre como el grado de creencia acerca de la verdad de una
proposicién, usualmente cldsica pero no necesariamente; y reservaremos el término de vaguedad
para denotar el grado de verdad de una proposicién la cual puede ser borrosa. En esa misma linea,
afirmaremos que si bien tanto los grados de creencia como los grados de verdad suelen ser repre-
sentados por nimeros reales en el intervalo [0,1] ellos son manejados de una manera bien diferente.
Asf la incertidumbre, como creencia, es inherentemente intensional (i.e., no veritativo funcional)
y por lo tanto el grado de creencia de una proposicién compleja no puede ser determinado, en
general, a partir de los grados de creencia de sus componentes. En contraste, nada impide que los
grados de verdad sean determinados en forma completamente funcional. Desde un punto de vista
l6gico, los sistemas formales correspondientes a incertidumbre estan relacionados con diferentes
variantes de la l6gica modal, en cambio los sistemas légicos correspondientes a vaguedad son las
l6gicas multivaluadas.

En la practica ademéds de distinguir estos concepto es necesario combinarlos y para ello serd
imprescindible contar con sistemas formales donde ellos puedan convivir sin confundirse. Una forma
de obtener tales sistemas es tomar alguno de los modelos modales para formalizar la incertidumbre
y permitir interpretaciones multivaluadas en lugar de booleanas. El inconveniente de este método
es que no es modular en el sentido que los cambios semdanticos a nivel proposicional producen
cambios en la definicién de satisfaccién de una férmula modal. Otra alternativa, que si es modular,
es partir de una légica borrosa e integrar los operadores modales. Este ultimo enfoque es el que
toman Héjek, Godo y Esteva en [HGEO00]. Ellos han propuesto describir las légicas probabilisticas,
posibiliticas y de funciones de creencias en el contexto de una multivaluada. Para eso, ellos asocian
el grado de incertidumbre de una proposicién ¢ con el grado de verdad de la proposicién modal
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Py. Esencialmente esas logicas consisten en reductos estrictamente modales de alguna extensién
de la 16gica RPL (i.e. las férmulas atémicas estdn precedidas por un operador modal seguidas por
una férmula de la légica infinito valuada de Lukasiewicz con constantes de verdad). Si relajamos
esa propuesta, permitiendo que las férmulas atémicas también puedan ser no modales, obtenemos
una légica hibrida que permite combinar representacién de conocimiento vago e incierto.

Como sostuvimos en el Capitulo 1, otra importante nocién que juega un rol destacado en
diferentes patrones de razonamiento aproximado es la que corresponde a la idea de expresar que
una proposicién “estd cercana a”, o “en la vecindad de”, otra proposiciéon que es tomada como
verdadera. Esa nocién de “parecido a la verdad” difiere de aquellas dos mencionadas en el parrafo
anterior. Esta tercera nociéon de “imperfeccién” es denominada verosimilitud. Las definiciones
mas modernas de este concepto estan basadas en el de similitud y la idea es que el grado de
verosimilitud de una sentencia ¢ dependa de la similitud entre las “situaciones” que admiten a ¢
como verdadera y aquellas que representan el estado de situacién del mundo real. Intuitivamente
hablando, una afirmacién es verosimil si ésta es “parecida a la verdad” o “similar a la verdad”
sin significar por ellos que es verdadera o ain probable. Esa idea de verosimilitud da sustento
a un tipo de razonamiento aproximado denominado razonamiento basado en similitud (un buen
resumen de ese tépico es presentado por Dubois y Prade en [DP94a)). La clase de patrones que son
cubiertos por los modelos basados en similitud responden al siguiente esquema “Si ¢ es verdadera
entonces ¢ es cercana a la verdad”, en el sentido que aunque ¢ pueda ser falsa (o no probable),
conociendo que ¢ es verdadera podemos concluir que v es semanticamente cercana o similar a otra
proposicién que si es verdadera. Siguiendo las ideas planteadas por Héjek et al. propondremos
asociar a cada proposicién ¢ de un lenguaje £ una nueva proposicién “borrosa” Ay leida como
“aproximadamente ¢”. Lo cual remite a tomar cudn cercano es ¢ a la verdad equivalente a cudn
verdadero es “aproximadamente 1”. Otra vez, la nocién de verdad de esta sentencia no serd
composicional o funcional en el sentido que, dada una interpretacién multivaluada e en general
tenemos que

e(A(=)) # 1—e(AY)
e(Alp&y)) # e(Ap) @e(AY))

dénde ® es la t-norma que interpreta la conjuncién. Mas ailin, en este capitulo extenderemos esas
ideas para que a diferencia de las légicas presentadas en el Capitulo 3, aqui podamos considerar
proposiciones borrosas en lugar de cldsica. En este sentido, formalizaremos lo que significa que
una proposicién borrosa este cercana a la verdad. Técnicamente, combinaremos una légica mul-
tivaluada (para modelar vaguedad) y una légica modal (para modelar similitudes). Este enfoque
serd diferente de uno propuesto por Gabbay en [Gab96] y [Gab97]. Alli, é] propone un método que
denomina fibrado, para combinar dos légicas cualesquiera como por ejemplo una légica infinita-
mente valuada de Lukasiewicz’s con la 1égica modal K. El resultado de la aplicacién de ese método
de fibrado es una apropiada semdntica para la nueva légica, pero que sin embargo no provee de
un mecanismo (al menos directamente) para obtener una axiomatizacién para la légica resultante.
Asi, por ejemplo, el mencionado articulo de Gabbay no comenta acerca del hecho de que la 1égica
resultante Lo (K ( L)) (la cual es la 1égica modal con interpretaciones multivaluadas y relaciones
de accesibilidad borrosas) no es norma (i.e. el axioma K no es vdlido). Otro diferente antecedente
a nuestro trabajo se encuentran en el articulo de Ying ([Yin88]) Alli, el autor presenta un modelo
estandar de légica modal borrosa salvo que la interpretacién de la implicacién material es tomada
como

e(p = ) = e(-p V ¢) = max(e(=yp), e(¢)))

y de esa manera la légica subyacente es normal. Alternativamente, nosotros utilizaremos la op-
eracién residuada de una t-norma continua para interpretar tal conectiva légica. Méas precisamente,
definiremos 16gicas modales sobre la légica basica (BL) y sus extensiones. De esa manera resultardn
sistemas modales multivaluados, que en el caso de utilizar una relacién de similitud borrosa como
relacién de accesibilidad obtendremos la contraparte multivaluada del sistema modal clasico S5. La



5.2. LAS LOGICAS S5(C) 115

semantica consistird en fijar una C-dlgebra L y definir un L-modelo de Kripke como la estructura
(W, R, ), en la cual W es un conjunto de mundos posibles, = representa una L-evaluacién y R es
una relacién L-borrosa sobre W, i.e. a funcién R : W x W — L. La relacién R serd la encargada
de capturar la nocién de proximidad (o indistinguibilidad) entre mundos posibles, correspondiendo
el valor 1 a la identidad de mundos y el valor 0 a la ignorancia total, i.e., que el conocimiento sobre
un mundo no provee ninguna informacién sobre cuales proposiciones son verdaderas en el otro.
Con esa semdntica trataremos de cubrir patrones de inferencia tales como:

Desde “Si A entonces B” y A', entonces es plausible, en al menos cierta magnitud, concluir B’,
siempre que B’ sea | menos tan cercano a B como A’ lo es a A

donde A, B, A’ y B’ son proposiciones borrosas. La medida de cercania entre dos proposiciones
borrosas es obtenida a través de la medida de similitud entre sus modelos multivaluados. Otros
autores, como Klawonn y Castro en [KC95], han trabajado sobre patrones de razonamiento basados
en similitud pero no han presentado un modelo axiomdtico que lo sustente.

El capitulo es organizado de la siguiente manera. Después de esta breve introduccién, haremos
una presentaciéon resumida de la 1égica modal universal tal como fuera presentada por Héjek en
el Capitulo 8 de [H4j98]. En las secciones siguientes presentaremos nuestros sistemas légicos que
corresponden a extensiones sintdcticas y semanticas de las previamente mencionadas. Ademads,
daremos las pruebas de correctitud y algunos resultados de pseudo-completitud.

5.2 Las légicas S5(C)

La idea de estudiar las légicas modales que surgen de extender las diferentes 1égicas proposicionales
multivaluadas tiene numerosos antecedentes. Aqui reproduciremos la sintesis y aportes realizados
por Héjek en su libro. El considera las extensiones de una C-l6gica (siendo los casos mas importante
aquellos en que C es BL,L,G 6 II) al incorporar a su lenguaje (que consiste en un conjunto
recursivamente enumerable de variables proposicionales: Prop = {po, p1,p2,.....}, dos conectivas
{&, —}, una constante de verdad 0)y dos operadores modales O y <. A partir de ese vocabulario
el construye el conjunto de férmulas bien formadas de la manera usual (tal como lo hemos hecho
en capitulos anteriores) y que notaremos como FLg. Dada una C-algebra L, Héjek presenta la
nocién de LO-modelo como M = (W, |=) donde W es un conjunto no vacio y |=: Prop x W +— L
una L-evaluacién para cada indice w € W. El grado de verdad de un férmula en un LO-modelo es
definido en forma natural:

1. &
2. (&, w) = E(p,w) © E(y,w).

¢ = ¥,w) = E(p,w) 9= E,w).
—p,w) = E(p,w) ®— 0.

Do, w) = infuew{F(p,w')}

Cp,w) = sup, ew{F(p,w')}-

5.
6.

donde ®— denota la implicacién residuada de la operacién ® de la C-algebra L.

La 16gica S5(C) es definida como el subconjunto de férmulas de FLg que son vélidas en la
familia de todos los CO-modelos. Antes de estudiar una posible axiomatizacién de cada una de esas
l6gicas, Hajek analiza la complejidad descriptiva de las mismas, asociando a cada férmula modal
proposicional una férmula del calculo de predicados. Esencialmente, él establece la correspondencia
entre el lenguaje proposicional modal F Lg y un fragmento del cilculo de predicados multivaluados
CV que sélo posee predicados unarios y que denotaremos J. L\lf, a través de la siguiente definicién:
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Definicién 5.1 Fijada una variable © y asumiendo que [z/y] representa el reemplazo de todas las
ocurrencias de la variable libre x por vy, se define la aplicacion x : F Lo — ]—'L:; que asigna a cada
formula modal ¢ una formula de primer orden ©* de la siguiente manera:

1. p; es Pi(z).

2. % conmuta con las conectivas (i.e. (o — )" es (p* = V™), (&)* es (p* &™), etc.).
3. 0% es 0.

4. (Op)* es Vy(¢*[z/y]) donde la variable y no ocurre en ¢*(x) .

5. (Ow)" es Jy(p*lx/yl).

Note que si una férmula de primer orden ¢* es la traduccién de una férmula modal ¢ entonces
z es la Unica posible variable libre en ¢*.

Observacién 5.1 La aplicacidn * es inyectiva y podemos notar como (FLn)* al sublenguaje que
resulta como imagen del conjunto F Ln por x.

En el trabajo de referencia una correspondencia como la anterior es establecida a nivel seméantico
entre los LO-modelos y los modelos del cdlculo de primer orden. La idea puede ser reflejada de la
siguiente manera:

Definicién 5.2 Dado un LO-modelo M = (W, =) se define su modelo asociado de primer orden
como la estructura M* = (D, 0) donde el dominio es D =W vy la funcién de interpretacion © es
definida como sigue:

O0,w)=0

O(Pi(x)[x/w]) = E(pi,w)
O(p fv) =0(p) t O), siendo § una conectiva ldgica,

donde x es una variable y [x/w] denota la instanciacion de la variable x con el elemento del dominio
w.

Observacion 5.2 Bajo las consideraciones y definiciones anteriores, es sencillo comprobar que:
(M,w) E@ siysdlo si M =" (z)[r/w]
mas aun, si S es una clase de CO-modelos también sucede que:
SkE¢ siysilosi YMeS: M* = (Va)p*(z)

Haciendo uso de esta correspondencia uno a uno, Hijek prueba que el conjunto de CO-tautologias
es recursivamente enumerable basdndose en el hecho que la correspondiente l6gica de primer orden
lo es. Ese resultado anima la bisqueda de una axiomatizacién de las légicas S5(C), aunque en
ningln caso ha sido todavia encontrada. Por otra parte, es importante, por razones esencialmente
practicas, estudiar en particular las llamadas tO-tautologias de cada C-algebra estandar [0,1]c.
Cada conjunto de esas tO-tautologias genera una nueva logica que se simboliza con S5([0, 1]¢).
Héjek en [H4j98] (capitulo 8 pdg. 220) prueba que S5([0,1]¢) es recursivamente enumerable us-
ando el hecho que el conjunto de férmulas de GV coincide con el conjunto de tautologias del dlgebra
estdndar [0,1]¢V. Sin embargo permanece abierta la cuestién de si son decidibles. En particular
Héjek demuestra que S5([0,1]e) no satisface la propiedad de modelo finito que es la condicién
suficiente para probar decibilidad mas usada en la literatura. En el caso de S5([0,1]},), no es
posible justificar su condicién de ser recursivamente enumerable de la manera anterior, debido a
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que el conjunto de LV-tautologias pertenece a la clase II; de la jerarquia de complejidad aritmética.
Afortunadamente, la légica S5([0, 1]},) satisface la propiedad de modelo finito y ademds coincide
con S5(L) (coincidencia que no ocurre entre [0, 1]§ V y LV), lo que determina no sélo que la primera
es recursivamente enumerable sino que ambas son decidibles. En los casos de las 1égicas S5([0, 1]m)
y S5([0,1]pr) queda abierto el interrogante de si son recursivamente enumerables. Si se conoce
que un argumento similar al dado para S5(G) no puede ser enunciado en este caso. Eso es debido
a que el conjunto de tautologfas en BLV y IIV pertenecen a la jerarquia analitica (mas general
que la aritmética pues considera cuantificacién de segundo orden para describir la jerarquia). Sin
embargo no es descabellado suponer que tal como sucede con la légica proposicional modal, ella,
como las 16gicas S5(BL), S5(G), y S5(II) correspondan a “retazos privilegiados” de la l6gica de
primer orden multivaluada.

A pesar que la axiomatizacién de estas 16gicas es un tema abierto es posible conjeturar que los
siguientes esquemas son candidatos a formar parte de ella:

01) Oy — ¢.

1) p — Cop.

02) O — ¢) = (v = Op).
©2) O(p — v) = (Op — v).
03) O(pVv) — (Op V).
03) Olpkyp) = (Op&kOy).

dénde v debe ser una férmula cuyo principal operador sea O 6 ©. Es facil identificar a cada uno
de estos axiomas con otro de la correspondiente légica de primer orden CV asociando el operador
O en el cuantificador universal V y & con el existencial 3. Justamente, usando esa asociacion es
sencillo reconocer que O y < sélo son interdefinibles mediante la expresién & = —=0O- en S5(L). De
hecho, en el caso de S5([0, 1]1,) es factible ofrecer una axiomatizacién que si bien es elegante no es
recursivamente enumerable, pues requiere extender el lenguaje con las constantes de verdad (con
su consecuente cambio en la nocién de férmula bien formada) y cuyo resultado de completitud es
presentado en el estilo Pavelka. La misma se denota como RPLp y consiste de los axiomas BL y
L, los axiomas de bookeeping rcl y rc2, que se integran con los mencionados arriba 01 — O3 y
&1 — $3 mas los conocidos como axiomas de Fitting:

O = ¢) = (r — Oy).
O(F = ) = (F = Op).

la cual resulta completa respecto de los [0, 1]f-modelos descritos anteriormente que satisfacen
ademds la siguiente condicién para cada constante de verdad

E(F,w) = r, para cada racional r € @ N[0, 1].

Entonces el resultado de completitud se enuncia de la siguiente manera:

Teorema 5.1 ([Hdj98],pdg. 224) Para cada férmula ¢ en FLa, ¢ es una LO-tautologia si y sélo
sipara cadar <1 : K. o T—= .

De acuerdo a nuestro interés de modelizar el razonamiento basado en similitud con la seméantica
de modelo de Kripke relacional, propondremos, en la siguiente seccién, extensiones de las légicas
hasta aqui mencionadas.
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5.3 Las légicas FM(C) y su semantica

Como ya fuera anunciado, en este capitulo daremos una familia de sistemas logicos que posean el
suficiente poder expresivo para describir y combinar diferentes modelos de razonamiento aproxi-
mado. El lenguaje de la légica modal multivaluada estara constituido por el correspondiente a una
CO-légica (con ¢ = BL,L,G o II, entre otras) mas un par de operadores modales: V y A (que
también en determinadas circunstancias, que precisaremos luego, puede ser definido por =V—). El
conjunto de férmulas bien formadas serd denotado por FLy y definido en la forma usual. Mas
aun, tomaremos las definiciones standard de las conectivas de negacién (—), disyuncién fuerte (V)
y equivalencia (+) en términos de &, — y 0.

La nocién de modelo de Kripke coincidird con la presentada al final del Capitulo 1, salvo
que, a diferencia de la utilizada en el Capitulo 3, aqui la valuacién en cada mundo no serd binaria
(verdadero o falso) ni nos restringiremos a modelos cuyo conjunto de mundos coincida exactamente
con el de todas las interpretaciones proposicionales 2. M&s precisamente:

Definicién 5.3 Dada una C-dlgebra L, un L-modelo de similitud de Kripke corresponde a la es-
tructura M = (W, S, =) donde:

W : es un conjunto no vacio de objetos que denominaremos mundos.
S: W xW +—— L es una relacion borrosa.

E: Prop x W —— L es una funcion de valuacidn que asigna a cada variable proposicional p en
Prop y cada mundo w en W un valor de verdad =(p,w). La valuacidn = es extendida a toda
formula en FLg como en los C-modelos de la seccion anterior para los operadores &, —, —,
O y <, y como sigue para los operadores nuevos:

7. |:(vg0,(.d) = infwrew{s(w’wl) ®—) |:((p,w’)}
8. F(Ap,w) = sup, e {S(w,w) @ E(p,w)}.
donde L es una C-dlgebra y ®— sigue denotando la implicacion residuada de ®.

Ademds, motivados por fines de representacion, a veces restringiremos a que L sea una cadena
en [0,1] (i.e. {0,1} C L C [0,1] e incluiremos en el lenguaje una constante de verdad por cada
elemento de L y que cada modelos interpretard como sigue:

9. E(F,w) =7, para cada r € L.
en tales casos hablaremos de modelos y sistemas racionales.
Las nociones usuales de satisfactibilidad y validez son reflejadas por las siguientes definiciones:
Definicién 5.4
1. Sea w un mundo en un modelo M = (W, S, =) entonces: (M,w) E ¢ iff FE(p,w)=1.

2. Una formula ¢ es vdlida en un modelo M, y escribimos M = @, si y sélo si para todo mundo
w en M sucede que (M,w) E .

3. Una formula ¢ es vdlida en una clase de modelos X, y escribimos =y, ¢, si ella es vdlida en
todo modelo M € X.

A pesar de la diferencia senalada en el parrafo anterior acerca de que en este capitulo los modelos
seran multivaluados, incurriremos en un abuso de notacién y continuaremos nombrando a las clase
de modelos con la nomenclatura ¥; y X;; con i € {0,1,2,3,4,®}, con las mismas definiciones de
la seccién 1.5. Eso es aceptable dado que esas definiciones corresponden a marcos y por lo tanto
no tienen en cuenta las funciones de evaluacién.
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A continuacion presentaremos la lista de axiomas que utilizaremos para describir nuestros sis-
temas légicos:

K: V(i = @) = (Vip = Vo).
K,: V(F = ¢) = (F = Vo).
Rel: Op — V.
T: Vo = .

© = Ap.
B: v — VAep.

AV — .
4: Ve = VVp.

AAp — .

Equl: V(pAvY)=VeAV.

y la siguiente regla:

RR: De ¢ — ¢ inferir Vo — V.

Siguiendo la misma tactica descriptiva desarrollada en los capitulos precedentes, daremos ahora
una definicién a la Hilbert de nuestro sistema modal multivaluado béasico y de sus extensiones.

Definicién 5.5 El sisterna modal multivaluado bdsico FM(C) (o FM para abreviar cuando creamos
que no es necesario mencionar explicitamente a C) corresponde al minimo conjunto de férmulas
que contiene a los axiomas de la ldgica bdsica BL mds los axiomas Ag, Rel, y Equl (donde
Ay representa al conjunto vacio o al subconjunto de azxiomas {L} 6 {G,K} ¢ {II1,I12} segin
cual sea la t-norma subyacente) que ademds es cerrado por las reglas de inferencia: MP y RR.
Sus extensiones serdn las ldgicas que incorporan los ariomas que mencionaremos en cada caso a
continuacion:

autoreferente: FM-T(C) = FM(C) + T,
de Brouwer: FM-TB(C) = FM-T(C) + B,
de orden borroso: FM-S4(C) = FM-T(C) + 4,

de similitud: FM-S5(C) = FM-T(C) + B+ 4

Los sistemas 1égicos que resultan de incorporar los axiomas rcl, rc2 y K, produce las versiones
racionales de los sistemas anteriores.

Observacion 5.3 El azioma K para V sdlo pertenece al sistema que interpreta la conjuncion
como el min y en este sentido, el resto de los sistemas que estudiaremos aqui se separan de los
clasicos donde la semdntica relacional en si misma valida este axioma. Por otra parte notemos
que la regla de necesitacion para el operador V es un caso particular de RR.

Una vez presentados los sistemas modales, corresponde verificar que los axiomas son vélidos
en ciertas familias de modelos. La siguiente proposicién establece esos resultados. El esquema de
presentacién sera muy similar al que se usara en capitulos anteriores aunque aqui para simplificar
no siempre repetiremos el andlisis de contramodelo que permite constatar que un determinado
axioma no es valido en una clase “no buscada”.

Proposicién 5.1 Los aziomas del sistema multivaluado bdsico FM(C) son vdlidos en la clase Xg
y a su vez las reglas de inferencia MP y RR preservan validez en esa misma clase. Ademds, las
clases ¥o, 33 y Xg, satisfacen, respectivamente, a los axiomas T, B y 4.
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Prueba: Verifiquemos primero la correctitud para la clase ¥g. Para eso listaremos los axiomas y
comprobaremos su validez en la clase de referencia. En los casos en que la demostracién difiera
para la t-norma subyacente analizaremos los distintos casos.

K. Este es un caso interesante porque vale en los modelos de Gddel pero no en los de Lukasiewicz
y producto.

F(V(p =) = (Vo = Vi),w) =1 siysdlosi  E(V(e = ¢),w) < E(Ve = Vi, w)

Tomando el lado izquierdo podemos hacer las siguientes transformaciones, donde A— rep-
resenta al min-residuo:

F(V(p = ¥),w) = nf(S(w,wl) A= (Flp,wl) A E@,wl))) =

inf (S(w, wi)A F(p,wl) A (W, wl)) =
inf((S(i,wl) A (S(w,wl) A (p,w1) A (b, wl)) =

inf((S(w,wl) A= F(p,wl)) A= (S(w,wl) A =, wl))) (+)

Puesto que en las G-dlgebras la igualdad p A = o A (p — ) es vélida. Ademds como A—
es no-creciente en su primer argumento y infy,» (S(w,w2) A~ E(p,w2)) < S(w,wl) A~
(p,wl) sucede para cualquier mundo wl, resulta que la expresién anterior (*) es menor o
igual a:

inf (inf(S(w,w2) A E(p,w2)) A (S(w,wl) A (b, wl))

wl w2

que a su vez es igual a:
inf(S(w,w2) A (g, w2)) A inf(S(w,wl) Ad (b, w1) = (Ve = Vi)

Lo cual completa la prueba buscada. Para probar que esa féormula no es valida en los LE-
modelos de Kripke o en los II-modelos de Kripke presentaremos el siguiente modelo M =
(W, S,|=) donde el conjunto de mundos es W = {wy,ws,ws} , la relacién de similitud se
define como:

1 siw* =w# =w
Sw*w#) =4 09 si w'=w v W#=wy 6 w# =wy)
0 en cualquier otro caso

y las valuacién para un par de férmulas ¢, corresponde a:
W1 W W3

=(p,...) | 0.8 ] 0.7 0.8
=(¢,...) | 0.5] 0.1 0.2

En ese contexto tenemos que si el modelo es de Lukasiewicz

(Vi = Vih,n) = inf(S(wn,w”) @ [lp,w) @ inf(S(wr,w#) @ (0, 0¥)
haciendo los célculos resulta que
inf(S(w1,w*) ®= F(p,w")) = inf min(1, 1 - S(w1,w*)+ F(p,w")) = min(0.8,0.8,0.9) = 0.8

y que
ing(S(wl,w#) 2—= E(p,w?) = inf min(1, 1-S(w1,w®)+ E(p,w”)) = min(0.5,0.2,0.3) = 0.2
w

w
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Asi resulta que
':(VQO — Vz/),wl) =04

Por otro lado
F(V(p = ) w1) = inf(S(w,w') ©= Fp = o) = nf(S(w, ) o= (Fp,w') o= F,o))
y esta ultima expresion es equivalente a
inf(1 = S(w, W)+ F@,o) + (1= F(p,w))) = 0.5
y por lo tanto
EV(e—vY) = (Ve = Vi), w) =059 04 =min(1,1-05+04)=09< 1

v lo que nos autoriza a decir que no es valida en los modelos de Lukasiewicz. En el caso de
considerar modelos que interpretan la conjunciéon como el producto esta misma estructura
de modelo es 1itil ya que en ese caso

E(V(e = ¥) = (Ve = Vi), w;) = ((0.1/0.7)/0.9 ®— (0.11/0.77) = 0.9 < 1

Rel. En este caso sélo es necesario recordar que todo residuo de una t-norma ® continua satisface
que: z <y ®— x. Luego por definicién de satisfactibilidad:

F(Vp,w) = nf(S(w,w”) @= F(p,w")) > nf(F(p,w)) = F(Op,w)

Equl. La validez del axioma Equl es una consecuencia directa del que en las BL-algebras se
satisface la identidad © ®— min(y, 2) = min(z ®— y,r ®— 2) para la implicacién residuada
®— . Asi, escribiendo la condicién de satisfactibilidad:

F(Vp AY),w) = inf(S(w,w") @= FEleAp,w)) =
min(inf (S (w, w*) @= F(p,w")), inf(S(w,w") = F4,w%) = F(Ve AV, w)

RR. Para probar que esta regla preserva validez tomemos un modelo cualquiera M = (W, S, |=)
y supongamos que para todo w € W : |=(¢ — 9,w) = 1, resultando que =(p,w) < =(¢,w).
Por Definicién 5.3
F(Vp,w) = nf(S(w,w”) @= F(p,w"))

y puesto que en toda BL-algebra se satisface que si v < w entonces w ®— v < w ®— u,
tenemos la anterior expresion es menor o igual a

inf(S(w,w”) @= F($,0)) = F(VY,w)

T. Para comprobar que el llamado axioma de reflexividad para V no es vélido en la clase de
modelos ¥y basta mirar el contra-modelo propuesto arriba y verificar que por ejemplo en
wq mo se satisface ese axioma pues |=(Vip,wz) = 1y E(¥,ws) = 0.1. De forma similar es
posible verificar que el axioma de reflexividad para A tampoco es véalido en ese modelo, pues

F(AY,ws) = 0.
Supongamos ahora que tomamos un modelo M = (W, S, ) tal que S es reflexiva. Com-
probemos que para todo w € W : (Ve — ¢,w) = 1 lo cual es equivalente a decir que

E(Vp,w) < E(p,w). Sabemos por la Definicién 5.3 que E(Vp,w) = inf/ (S(w,w') @— E
(p,w")) lo cual es menor o igual al caso particular S(w,w) ®—= [E(p,w) lo que a su vez
debido a que S(w,w) = 1 resulta igual a |=(p,w), probando lo deseado. Para verificar que
para todo w € W : |=(¢ = Ap,w) = 1, basta escribir las condiciones de satisfactibilidad
para |=(Ap,w) = sup,, (S(w,w') ® =(p,w')) lo cual es mayor o igual al caso particular
S(w,w) ® E(p,w) igual a E(p,w) por reflexividad.
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B. Primero verifiquemos rapidamente que el axioma de simetria no se satisface en la familia
de modelos o (y por extensién en ¥j). Redefinamos el contra-modelo anterior para que
satisfaga reflexividad dejando W y k= sin modificar y tomando S como

1 siw* =w#

09 si w'=w y W¥=wy 6 w¥ =uw3)
09 si w'=ws y (W¥=w

0 en cualquier otro caso

S(w*,w#) =

Luego en w; tenemos que
E(VAY,w) =09 8> 0.1 < 0.5 = E(¢,w)
De la misma manera podemos ver que en ws sucede que

=(AVY,w3) = 0.5© 0.9 > 0.2 = =(¢),ws)

Veamos ahora que los axiomas en cuestion son validos en los modelos donde S es simétrica.
Por un lado sabemos que [=(¢ = VAp,w) = 1si y solo si F=(p,w) < E(VAp,w). Usando
la Definicién 5.3 obtenemos que

E(VAp,w) = iUIJllf(S(w,wl) ®— sup(S(wi,ws2) ® F(p,w2))) >

w2

inf(S(w,w1) @= (Sw,w) @ F(p,w)) 2 nf((S(w,wi) @ S(wi,w)) ® Fe,w)) = Fle,w)

w1

puesto que, debido a la simetria de S, para todo wy, resulta que S(w,w;) ®— S(wy,w) = 1.
Por otra parte =(AVyp — p,w) = 1 iy sélo si =(AVp,w) < E(p,w). Planteando la
relacién de satisfactibilidad tenemos que:

H(AVp,w) = sup(S(w,w") @ inf(S(w",w#) 5= = (p,0#)))

lo cual es menor igual al caso particular en que w# = w, quedando

sup(S(w,w”) ® (S(w*,w) @= = (p,w)))
w*
que por simetria es equivalente a

sup(S(w,w”) ® (S(w,w”) &= = (¢,w))) = sup(min(S(w,w"), [ (¢, w))) < [ (p,w)

4. Para verificar que los axiomas de transitividad no son vélidos en la clase de modelos X3 (y
por ende en ¥y y ¥3) consideremos un modelo muy simple M = (W, S,|=) donde W =
{w1,w2,ws}, la valuacién de la férmula ¢ en cada mundo se define como: |=(¢,w;) = 0.5,
E(p,w2) =09 y F(p,ws) = 0.1, y la funcién de similitud se define como

si w* =w#

si w=w vy W#* =wy 6 w¥ =ws)
si w#=w, y (W' =ws 6 w* =ws)
en cualquier otro caso

S(w*,w#) =

O = o= =

En estas condiciones, resulta que = (Vy,w2) = 0.5 y que =(VVp,ws) = 0.1. De igual
manera resulta que |=(Ap,ws) = 0.5 y que E(AAp,ws) = 0.9. Ambos casos son claros
contraejemplos de los axiomas de transitividad.
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Ahora, para probar que en un L-modelo con S ®-transitiva, sucede que =(Vp — VVp,w) =
1 o equivalentemente que = (Ve,w) < E(VVe,w) para todo mundo w, sélo es necesario
tener en cuenta que la siguiente propiedad es valida en toda C-algebra

S(w,wi) @ E(p,wr) < (S(w,w2) ® S(wz,wr)) = F(p,wl) =
S(w,ws) @ (S(wa,wi) ®—= E(p,wi))
tomando infimos en ambos lados de la desigualdad tenemos que:

inf(S(w,wr) @ E(p,wr1)) < S(w,ws) @— i&)llf(S(w%wl) ®— E(p,wr))

w1

y como eso sucede para todo ws también para el infimo

inf(S(w,w1) 8- F(p,01)) < IF(S(w,05) @ inf(S(wn,01) O E(p,01)))

w1

lo cual corresponde a la inecuacién E(Vp,w) < E(VVep,w). Para determinar el otro caso
donde E(AAp,w) < E(Ap,w) sélo basta ver que

S:}lp(S(w,W*)®SUE(S(W*,W#)® F(p,w*))) = supsup((S(w,w*) @ S(w*,w*)) @ Ep,w®)).

w wr o #

K,. Cuando incluimos las constantes de verdad tenemos esta version simplificada del axioma K.
Para confirmar que es vélida basta con comprobar que E(V(F = ¢),w) < E(F = V,w).
Tomemos el lado izquierdo y escribamos su definicién:

ig}llf(S(w,wl) Q= (E(F,wl) @= E(p,wl)))
y por las propiedades validas en toda C-algebra resulta que la iltima expresion es igual a:
i:}lf(|:(77,wl) ®— (S(w,wl) ®— E(p,wl)))
y dado que el valor de verdad de |=(7,wl) es r para todo mundo, resulta que:
ig)llf(r ®@— (S(w,wl) ®—= [F(p,wl)))=r @— ig}llf((S(w,wl) ®— FE(p,wl)) =
r @ E(Ve,w) = EF = Ve,w)

obteniendo lo que buscabamos.

O

Asi, hemos probado la correctitud del sistema FM(C) y sus extensiones. Nuestra proxima tarea
serd probar completitud.

5.4 Completitud parcial

En esta seccién nuestro objetivo es estudiar la completitud de nuestro sistema FM(C) con respecto
a la clase de modelos de similitud de Kripke multivaluados ¥ (y sus extensiones respecto de sus
subclases). Debido a razones que se explicitardn a continuacién no ofreceremos un resultado
contundente de completitud. Sin embargo estamos en condiciones de ofrecer algunos resultados
que consideramos interesantes y que estan estrechamente relacionados con tal objetivo.

Para probar completitud débil hay que mostrar que si una férmula ¢ es 3p-valida entonces
hay una prueba de ¢ en FM(C). La técnica usual, que consiste en la construccién de un modelo
canonico, no es reproducible directamente en el contexto multivaluado debido a que: o no podemos
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construir conjuntos maximales consistentes (i.e. teorias completas dénde para cada férmula del
lenguaje ¢ € FLvy, ¥ 0 ) esté en ellas) como en el caso de Gédel, o porque la 1égica en cuestién no
es normal (i.e. el operador V no verifica el axioma K), como en el caso de Lukasiewcz y Producto.
Ambas condiciones son centrales en esa técnica.

Por lo tanto, tornaremos nuestra atencién hacia otro método, basado en la llamada Teoria de
la Correspondencia (ver para una introduccién al tema [Van84; BRY94]), que basicamente explota
dos ideas principales.

La primera consiste en la posibilidad de mirar la légica modal proposicional como un fragmento
de la légica de primer orden (en nuestro caso, un fragmento con sélo un predicado binario y tantos
predicados monddicos como variables proposicionales posea la 16gica modal proposicional). En ese
sentido, uno puede establecer una correspondencia uno-a-uno entre validez en una clase de modelos
de similitud de Kripke y validez en una subclase de modelos de primer orden. Siguiendo esa linea,
podemos mostrar que una férmula ¢ en FLy es valida en FM(C) (o sus extensiones) si y sélo si su
traduccién a CV es valida en la clase de modelos que satisface una teoria I' conteniendo las férmulas
de primer orden que caracterizan las propiedades requeridas a la relaciéon borrosa de accesibilidad
S de la clase de modelos en cuestién.

La otra idea consiste en asumir la existencia de una correspondencia entre la validez de alguna
férmula modal en un marco, (i.e. una clase de modelos caracterizados sélo por las propiedades de
su relacién de accesibilidad) y la determinacién de las propiedades que caracterizan a tal marco. En
particular, estaremos interesados en el hecho ampliamente conocido de que la validez de los axiomas
T, B y 4 determinan las propiedades de reflexividad, simetria y ®-transitividad, respectivamente,
de la relacién de accesibilidad borrosa S del marco. En tal sentido, mostraremos que cualquier
teoria en el fragmento mencionado de la l6gica de primer orden CV, conteniendo las traducciones de
los axiomas T, B o 4, deduce las expresiones de primer orden correspondientes a las propiedades de
reflexividad, simetria o ®-transitividad, respectivamente, de un predicado binario, en nuestro caso
aquel que representa la relacién de accesibilidad. Mas especificamente, eso sera verdadero para la
teoria (FM-#(C))*, que resulta de traducir los axiomas de FM-#(C) con # = T, TB,S4 o S5.
Esto nos permitira dar resultados de completitud respecto de sendos sistemas logicos que tendran la
particularidad de que su fragmento modal coincidird exactamente con uno de los sistemas modales
propuestos aqui.

En el resto de esta seccion presentaremos la formalizacién de las ideas anteriormente men-
cionadas. Comenzaremos por establecer la correspondencia entre nuestra légica modal y un frag-
mento del cilculo de la légica de predicados multivaluado CV. Para eso asumamos que el lenguaje
F Ly esté construido sobre el conjunto de variables proposicionales Prop = {po, p1, p2,- .. }. Ahora
definimos el sublenguaje de F Ly que denotaremos con F L\Q, y que corresponderd al conjunto de
férmulas bien formadas generadas partir de un lenguaje que sélo contiene: los operadores 1égicos
{&, —1}, los cuantificadores {V, 3}, un conjunto de variables Var = {zg, 21, z2, . .. }, una constante
0, un predicado binario R y un conjunto de predicados unarios {Py, Pi, Ps, ...}, un P; para cada
variable proposicional p; in Prop. Entonces extendemos el alcance de la funcién de traslaciéon dada
en la Definicién 5.1 para que considere los nuevos operadores V, A de la siguiente manera:

Definicién 5.6 Fijada una variable de referencia x, definimos la aplicacion x con dominio F Ly
y rango ]—'L\% asignando a cada formula modal ¢ otra de primer orden ¢* de igual manera que en
la Definicidn 5.1 para cada variable proposicional p; in Prop, para 0, para los conectivos {&,—},
para los operadores modales {0,O} y como sigue para los nuevos operadores modales:

1. (Vo) (z) es (Yy)((R(z,y) = ¢*[z/y]) donde la variable y no debe aparecer en ¢*(x).
2. (Ap)* es Jy(R(z,y)&p*[x/y]) dénde y es una variable cualquiera.

[z/y] representa el reemplazo de toda ocurrencia libre de la variable x por y.

Noétese que sigue siendo cierto que z es la dnica variable que puede ser libre en una férmula ¢*
resultado de aplicar la transformacién * a la férmula modal ¢. Pero a diferencia del caso de las
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traducciones de férmulas modales del tipo Oy y O que no contenian variables libres, las formulas
resultantes de (Vp)* y (Ap)* siempre contienen a x como variable libre. Eso tiene que ver con que
la interpretacién de estos operadores es local a cada mundo w y no global como en los anteriores.

Observacién 5.4 La aplicacién x es uno-a-uno y la imagen de F Ly por *, denotada (FLv)*, es
un sublenguaje de FLZ.

Nuevamente es importante observar que cualquier C-modelo de similitud de Kripke M =
(W, S, =) sobre el lenguaje F Ly puede ser visto como un CV-modelo del correspondiente lenguaje
de primer orden F. L@. Para hacerlo sélo es necesario indicar como deben interpretarse los simbolos
de predicados R y P;.

Observacion 5.5 De ahora en mds, cuando hablemos de la logica CV, entenderemos que nos
) S . 2
referimos a su restriccion al lenguaje FLy.

Definicién 5.7 Dados una C-dlgebra L, a partir de un L-modelo de similitud de Kripke M =
(W, S, |=) definimos su correspondiente L-modelo de CVY como M* = (M, 0) donde el dominio es
M =W y la funcidn de interpretacion © es definida como sigue:

O(Pi(x)[z/w]) = E(pi,w)
@(R(Cﬁl, $2)[$1/W1, HZQ/WQ]) = S(wl,wQ)
O(p fv) =0(p) t O), siendo § una conectiva légica,

donde x, Ty y x2 son variables y [z/w] es, como antes, la asignacion del elemento del dominio w
a la variable x.

Esto nos permite presentar el siguiente resultado.
Lema 5.1 Bajo la notacion mencionada en la definicion anterior resulta cierto que:
M,w) E ¢ iff M* = ¢ (z)[z/w]
Mds ain, también sucede que:
YEp iff VMeX: M*E (Vz)p*(z)

Prueba: Por induccién sobre la complejidad de la féormula . El caso base corresponde a las
variables proposicionales y es evidente que se cumple. Para el caso general basta senalar que por
Definicién 5.6 la aplicacién * conmuta con los operadores 16gicos & y —. Asi que en esos casos la
aplicacién de la hipdtesis inductiva es inmediata. Por lo tanto los casos interesantes corresponden
a los operadores modales. Pero alli * lo Gnico que hace es reproducir en CV la definicién de
satisfactibilidad de cada uno de ellos en el modelo modal. Por lo tanto una se satisface en el
modelo de primer orden si y sélo si la otra lo hace en el modelo modal.

La generalizacién a familias de modelos es inmediata. a

Esta equivalencia entre modelos nos permite conservar los resultados sobre la categoria en la
complejidad descriptiva de cada una de las légicas FM. Asi por ejemplo, podremos afirmar que
cada (FM-#(C))*, con # = T, TB,S4 o S5, es recursivamente enumerable. Sin embargo, para las
l6gicas que surgen de las dlgebras estandar no es posible reproducir inmediatamente los resultados
ya mencionados, salvo el caso Gédel donde los conjuntos de tautologias coinciden. Por ejemplo no
es posible demostrar que (FM-#(L))* y (FM-#([0,1]f,))* tienen las mismas tautologias, con la
misma técnica que lo hace Hajek, debido a que el operador V no satisface el axioma K y esta es
una condicién necesaria para garantizar que a partir de los conjuntos maximales consistentes se
puede extrapolar la condicién de pertenencia a la verdad en el modelo canénico generado via esos
conjuntos. A pesar de esta limitacién en lo que resta de este capitulo nos propondremos presentar
varios resultados que la circunscriben.

Para ello, en primer lugar, obsérvese que a partir del lema anterior resulta que si S en M =
(W, 5, ):
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e es reflexiva entonces M* = (Vz)R(z, x).
e es simétrica entonces M* = (Va,Vy)(R(z,y) — R(y,z))
e es transitiva entonces M* |= (Vz,Vy,Vz)(R(z,y) = (R(y, z) = R(z, z)))

Ahora veremos que es posible recorrer el sentido inverso de la definicién anterior, i.e., a partir
de un modelo M en CV que en el lenguaje F L@ es posible construir un modelo de similitud de
Kripke M*~! = (W, S, ) tal que las propiedades de la relacién de accesibilidad dependan de las
férmulas que valida el modelo original. Mas formalmente,

Lema 5.2 Sea M = (U,0) un L-modelo de CV sobre el lenguage .7-'L\2,. Si definimos el L-modelo
de Kripke M*~' = (U, S, =), donde Yuy,Vus : S(u1,uz) = O(R(z1,T2)[w1/u1,T2/us]) y Yu :
(pi,u) = O(P;(z)[z/u]). Entonces M*~1 es un L-modelo de Kripke tal que S:

o es reflexiva si M | (Vz)R(z,x).
e es simétrica si M = (Vz,Vy)(R(z,y) = R(y,z))
e es transitiva si M = (Vz,Vy,Vz)(R(z,y) = (R(y,z) = R(z,z2)))
Prueba: La prueba es inmediata. O

A partir de los dos resultados anteriores es claro que los marcos modales de relaciones de
accesibilidad reflexiva, simétrica o transitiva son isomorfos a las familias de modelos de CV que
satisfacen una teoria I' que contiene respectivamente las formulas en F L@ que expresan cada una
de esas propiedades. De acuerdo con ellos y debido a los resultados conocidos de completitud de
CV, podemos afirmar que para cada ¢ € F Ly tendremos que I' Fey ¢* con:

o I' = {(Vz)R(z,z)} siy s6lo si ¢ es vilida en Xy
o I' ={(Vz)R(z,z), (Vz,Vy)(R(z,y) = R(y,x)} si y sblo si ¢ es vélida en X3
o I' ={(Vz)R(z, ), (Vx,Vy,¥z)(R(z,y) = (R(y,z) = R(x,z))} siy sélo si ¢ es vilida en ¥4

R
o I' = {(Vz)R(z,2), (Vz,Vy)(R(z,y) = R(y, ), (Vz,Vy,V2)(R(z,y) = (R(y,z) = R(z,2))} si
y sblo si ¢ es valida en Xg

Estos resultados expresan que debido a que un marco X estd completamente caracterizado por
el conjunto de propiedades que satisface la relacién de accesibilidad S (reflexividad, simetria y/o
®-transitividad), y que esas propiedades son expresables mediante férmulas del lenguaje de CV,
entonces una férmula ¢ serd una tautologia de X si y sélo si ¢* es verdadera en todos los modelos
de la teoria I's que contiene cada una de las férmulas que representa las propiedades de S que
caracterizan a la clase de modelos ¥. En otras palabras: |=y ¢ siy sélo si I's, Fey ¢*. Si bien
ese resultado no ofrece una prueba de completitud respecto de ninguno de los sistema FM(C)
nos pone en camino. Sin duda si pudiéramos reemplazar la teoria I's, por (FM(C))*, siendo toda
féormula de FM(C) vélida en ¥, habriamos dado un paso en la busqueda de ese resultado de
completitud. Por eso ahora pondremos todo el esfuerzo en probar que (FM-T(C))* es equivalente
al'y,, que (FM-TB(C))* es equivalente a I's,,, (FM-S4(C))* es equivalente a I's, y (FM-S5(C))*
es equivalente a I's .

Para hacerlo, primero observemos que en forma sencilla es posible reducir equivalentemente las
teorfas (FM-T(C))*, (FM-TB(C))*, (FM-S4(C))* y (FM-S5(C))*, a las subteorias T2 = {T*},
T3 ={T*,B*}, T4 ={T*,4*} y Sim = {T*, B*,4*}, respectivamente, puesto que: (i) la traslacién
por * de los axiomas de S5C (que también son axiomas de cada FM-#(C)) corresponden a férmulas
que expresan axiomas de CV y por lo tanto no agregan nada nuevo; (ii) eso mismo ocurre en los
casos en de los axiomas K, Rel, Equl, Equ2; (iii) y finalmente la regla de necesitacion RN
corresponde a la de generalizacién y la regla de inferencia RR pasa a ser una regla derivable en CV.
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A continuacion demostraremos las equivalencias mencionadas anteriormente, mostrando que
las trascripciones de los axiomas 7', B y 4 son respectivamente equivalentes a las propiedades de
reflexividad, simetria y transitividad. Con tal objetivo en mente, debemos primero destacar que los
axiomas modales en cuestién son en verdad esquemas de axiomas y por lo tanto cuando escribimos
que:

hesacnie) (VW) P(y) = P(x)

en realidad estamos implicitamente significando que la férmula es vélida para todo predicado unario
P. Justamente en el préximo teorema haremos uso de esa observacion.

Teorema 5.2 Sea I' una teoria en CV conteniendo los axiomas de equivalencia cldsicos y siendo
R un simbolo de relacion binaria. Entonces:

o (VP)[X Fev (Vo)(Vy(R(z,y) = P(y)) =P(x))] siysdlosi Etrey(Vr)R(z,z).

o (VP)[Stey(Va)(P(z) = ((Vy)(R(z,y) = (32)(R(y, 2)&P(2))))]
si y solo si Zrcey(Vz,Vy)(R(z, ) R(y,x)).

x)
o (VP)[Etey(Va) (V) (R(z, 1) = P(t))) = (Vy)(R(z,y) = (V2)(R(y, 2) = P(2)))))]
si y sdlo si EI—CV(V:U,Vy,Vz)( (z,y) & R(y,z) = R(x, z2)).

Prueba: Notese que la direccion de derecha a izquierda es inmediata si tomamos en cuenta los
resultados de correctitud que surgen de la Proposicién 5.1, ya que el lado izquierdo corresponde
a la tranformacién de una férmula modal que alli demostramos que es véalida en el marco cuya
relacién de accesibilidad satisface la propiedad descrita por la férmula del lado derecho.

Para el sentido que va de izquierda a derecha, probaremos que cada transcripciéon corresponde
a una condicién de primer orden sobre la relacién R, proponiendo una apropiada instanciacién del
predicado P. En el primer caso haremos la sustitucién P(u) por cada ejemplar de la familia P, (u) =
R(v,u), donde v es un término fijo que recorre todos los elementos del dominio, produciendo la
siguiente instancia de la férmula original:

(V) (Vo) (R(z,y) = R(v,y)) = R(v,z))

en cada sustitucién de la variable x habrd una R(x,y) que hard el antecedente trivialmente cierto
y nos permitird eliminarlo, y reducir la expresiéon a la que corresponde a reflexividad para esa
sustitucién. Y eso podemos hacerlo para cada elemento del dominio lo que nos permite obtener el
resultado buscado.

En el segundo caso, considerar P(u) como la familia de férmulas v = u donde de nuevo v es
un término fijo que recorrerd todos los elementos del dominio. El resultado de tal consideracién
queda reflejada en la siguiente expresién:

(Vo,Va)((v = ) = (Vy)(R(z,y) =
(32)(R(y, 2) & (v = 2))))
si ahora tomamos la diagonal donde v = x el antecedente serd una tautologia y por tanto la férmula
se reducird a

(Vo) (Vy) (R(z,y) = (32)(R(y, 2) & (¢ = 2)))
Finalmente, aplicando el axioma de congruencia para R que menciondramos en el Capitulo 1
tenemos que

(Vz), (Vy), (Vz)((z = 2) & R(y,2) = R(y,z))
o equivalentemente

(Va, Vy)((Fz2)((z = 2) & R(y, 2)) = R(y,x))

que por transitividad con la implicacién anterior resulta lo buscado:

(Va, Vy) (R(x,y) = R(y, r))
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Para probar la tercera implicacién, consideraremos nuevamente la familia P,(u) = R(v,u)
(con v un término fijo para cada elemento del dominio). Entonces poniendo Vv en lugar de VP,
obtenemos que

(Vo, V) (V) (R(z, 1) = R(v,1))) = (Vy)(R(z,y) = (V2)(R(y,2) = R(v,2))))

otra vez el elegir la diagonal (i.e. reduciendo las cuantificaciones sobre v y x a una sola) nos permite
obtener un antecedente tautolégico que podemos eliminar para reducir la anterior expresion a la
siguiente

(Va,¥y,Vz)(R(z,y) = (R(y, 2) = R(x,2))),
que para cualquier CV es equivalente a
(Va,y, 2)(R(z,y)&R(y, 2) = R(z, 2)))

tal como era nuestro deseo demostrar.
O

Obsérvese que la hipétesis de la presencia de los axiomas de igualdad sélo fue necesaria para probar
simetria. Nosotros no hemos sabido como evitar su inclusiéon y de hecho todas las demostraciones
que hemos revisado de la légica clasica la utilizan (ver por ejemplo [Van84; BRY94]). Por otra
parte nétese que la técnica ha sido siempre la misma, llevar la cuantificacién de segundo orden a
una de primer orden de forma que el predicado original resultara ser una proyeccién del que lo
reemplazara.

El resultado que acabamos de presentar nos permite afirmar que

(Vi=2,3,4,®) : |,p siysdlosi (FM-#(C))" Fev ¢ (5.1)

dénde #o =T, #3 =TB, #4 = S4y #& = S5. A partir de tal afirmacién y de los resultados de
correctitud de la seccién anterior, podemos cerrar este capitulo diciendo que para cualquier sistema
S resulta

Si [
donde § = FM-#;(C) con #; como antes.

Es importante senalar que la inversa de la implicacién anterior no es evidente puesto que en
CVY hay férmulas vilidas en el lenguaje F L\Z; que no son la imagen por * de una férmula modal
(por ejemplo VzVy(R(z,y) — R(z,y)) y aun cuando nos restringiéramos al codominio de FLy
via * (teniendo en cuenta que es inyectiva) para describir la teoria o la conclusién, no podriamos
asegurar que a lo largo de la prueba toda férmula pertenezca al rango de x. Como detalle final,
podemos mencionar que en caso de incorporar las constantes de verdad al lenguaje y extender
debidamente la definicién de interpretacién, podemos tener las correspondientes versién racional
de la equivalencia 5.1

¢ entonces (S)" Fey " (5.2)

(Vi=2,3,4,®) : [, siysolosi Vre@Q:(FM-#;C))" Lgy T = ¢"

para todas las t-normas ® en que exista el correspondiente teorema de completitud & la Pavelka
para RQV.

En resumen, el estudio hasta aqui presentado sobre légical modales multivaluadas muestra
que los resultados que vienen sosteniendo H&jek en diferentes publicaciones, acerca de que la
l6gica borrosa en el sentido estricto ofrece un valioso marco para el desarrollo de modelos de
representacién del conocimiento no sélo vago sino también incierto, puede ser extendido, al menos
en el sentido formal, al caso del conocimiento inverosimil. En tal sentido hemos extendido los
enfoques presentados en los capitulos precedentes ofreciendo la posibilidad de capturar patrones
de razonamiento con proposiciones del tipo aproximadamente ¢ pero donde ahora ¢ puede ser una
proposicién borrosa.



Capitulo 6

Consecuencilas Borrosas

Hasta aqui nos hemos dedicado a presentar sistemas 16gicos en lo que se ha dado en llamar estilo-
Hilbert. Méas precisamente, a los sistemas expresados bajo el patrén de establecer un conjunto de
férmulas bien formadas (fbf) que juegan el papel de axiomas y luego definirlos como el conjunto mas
pequeno de fbf cerrados bajo ciertas reglas de inferencia, suelen llamédrseles cdlculos estilo-Hilbert.
El nicleo central de aquellas presentaciones estuvieron basadas en las nociones de demostracion
(o derivacién) y teoremicidad. En este sentido una demostracién o derivacién, era una sucesién
finita de fbf en la que cada una de ellas es o un axioma o una consecuencia légica de anteriores por
la aplicaciéon de una regla de inferencia, en forma anéloga a la definicién dada por Carnap. Esto
dio lugar a nociones sintacticas de consecuencia. En este capitulo, trabajaremos en la caracteri-
zacion desde el metalenguaje de dichos cédlculos siguiendo la linea taskiana respecto del objeto de
la metamatematica. En particular propondremos un nuevo tipo de operadores de clausura que de-
nominaremos implicativos, y veremos como muchos de los operadores que aparecen en la literatura
son de ese tipo. Ademds, presentaremos sus clases asociadas de relaciones de consecuencia y de
sistema de clausura. Finalmente completaremos el estudio de otros tipos de operadores y daremos
una caracterizacién uniforme de todos ellos.

6.1 Introduccion

En la légica contemporanea se habla de dos nociones de consecuencia: por un lado, la nocién de
consecuencia sintactica, comunmente identificada con la nocién de deducibilidad, representada por
el signo de deductor F; y por el otro, la nocién de consecuencia semantica, identificada generalmente
con la nocién de consecuencia légica y representada por el signo .

El enfoque sintéctico se inicia a comienzos de siglo, con la idea de construir un lenguaje para
la matematica que rescatara solo los aspectos puramente formales y prescindiera totalmente del
significado y de la verdad de los enunciados. Tal método permite obtener un calculo carente de
interpretaciéon o sistema logistico. Este enfoque es el que sigue las investigaciones de Hilbert en
su fundamentacién de la geometria, contexto en el cual introduce el término metamatemadtica para
referirse a la disciplina que, desde un metalenguaje especifico, toma como investigacién al lenguaje
objeto de la matematica.

En esa linea, Carnap en [Car37], di6 una clara exposicién de la nocién de consecuencia sintactica
desde el nivel metalingiiistico. En efecto, al tratar la funcién esencial que las reglas de transfor-
macién tienen en la construccién de un célculo, i.e., la de determinar en qué condiciones una
férmula es consecuencia de otra u otras, Carnap propone utilizar la nocién de derivable. Dado un
lenguaje £ , una derivacion ¢1,...,dn,%¢ (para n > 0), es una serie (finita) de férmulas, tal que
cada férmula de la serie es o una de las premisas, o un axioma o es directamente derivable (i.e.,
por la aplicacién de reglas de inferencia) de una o varias férmulas anteriores. Si ¢ es la férmula
final de la derivacién, entonces se dice que 1) es derivable de ¢1,..., ¢, (i-e., ¢1,..., ¢ F ). Siel
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conjunto de premisas fuera vacio () - ), entonces 1 es un teorema que expresa una verdad légica.
Esta nocién se caracteriza por verificar las siguientes propiedades bésicas para cualquier conjunto
de férmula I' y férmula :

F1. Reflexividad: T'F ), si ¢ € T.
F2. Corte: SiT'F ¢ paratoda ¢ € ¥ y T UX F 4, entonces [ - 1.
F3. Monotonfa: Si I' - ¢, entonces I' U {¢} - ¢.

La primera propiedad responde a la intuicién de que toda férmula que pertenece a un conjunto
también se deriva de ese conjunto. Por su parte Corte corresponde a la idea de que si un conjunto
deriva todas las formula pertenecientes a otro conjunto y de la unién de estos dos se deriva otra
férmula entonces ésta ya se derivaba del primer conjunto. Finalmente, monotonia estd motivada
por la conviccién que la acumulacion de féormulas a un conjunto no revoca las derivaciones del
conjunto original.

Por otra parte, el enfoque semdntico, tiene dos vertientes: la algebraica que estudia la corre-
spondencia entre operadores de clausura, sistema de clausura y sistemas deductivos en el contexto
de las algebras universales, y la tarskiana que utiliza esa nociones como herramientas para la
concepcién de una metodologia de las ciencias deductivas.

De estas dos perspectiva semanticas, la matematica y la légico-filoséfica, tomaremos la tarskiana
como marco general del estudio de los patrones de razonamiento borroso que plantearemos aqui.
Por esta razén a continuacién damos una breve resefia de ella.

6.1.1 Tarski

Tal como sefala Palau en [Pal95] las caracterizaciones de Tarski de la nocién de consecuancia
l6gica deben entenderse como formando parte de su concepcién acerca de las ciencias deductivas.
Esta concepcién estd enmarcada en la tradicién iniciada por Aristételes en su trabajo de Sequndos
Analiticos, con su estructura de ciencias demostrativas y que fuera continuada a fines del siglo XIX
por los trabajos de Pasch y Hilbert. Entre sus antecedentes podemos sennalar la primera gran
investigacién metamatematica debida a L.Lowenheim, que data de 1915, respecto de la cual las
obras de Godel y Tarski representaron avances importantisimos. Lo peculiar de la obra de Tarski
reside en haber dado la primera version moderna de una teoria general de las ciencias deductivas,
en tanto disciplina independiente y formalizada. Precisamente en el primer parrafo de [Tar56b]
art.ITI, se afirma que el trabajo esta dirigido “... to define the meaning, and to establish the
elementary properties, of some important concepts belonging to the methodology of the deductive
sciences, which, following Hilbert, it is customary to call metamathematics”. En efecto, Tarski
en ese trabajo formula su primera nocién de consecuencia conocida con el nombre de concepcién
abstracta, debido a que ella no estd determinada por un conjunto de reglas de inferencia, justamente
porque pretende capturar las propiedades méas comunes a cualquier clase de consecuencia. De este
modo, un sistema deductivo es visto como un conjunto de férmulas, que contiene un subconjunto
de ellas, a partir de las cuales se obtienen las restantes como consecuencia. Asi, en la visién de
Tarski, un sistema deductivo se identifica con un conjunto de férmulas I que es idéntico al conjunto
de sus consecuencias Cn(T), i.e. T' = Cn(T"). La operacién de consecuencia serd definida como una
funcién Cn : P(L) — P(L) y caracterizada por medio de una serie de axiomas metalingiiisticos.
Estos axiomas se suelen formular, en su version mds abstracta, del modo siguiente. Sean I''y X
conjuntos de férmulas cualesquiera:

Cn.0) enumerabilidad: card(L) < N
Cn.1) inclusién: T' C Cn(T).

Cn.2) idempotencia: Cn(Cn(T)) C Cn(T).
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Cn.3) compacidad: Cn(l') = |J Cn(x)

xXCI
card(x)<Rg

El primer requerimiento corresponde a limitar la formalizacién a lenguajes enumerables. De la
propiedad de inclusién se desprende que toda férmula es consecuencia de si misma. Idempotencia
define la idea de punto fijo para esta operacién. Y finalmente, compacidad determina que el
conjunto de todas las consecuencias de cualquier conjunto de férmulas es equivalente a la unién de
las consecuencias de sus subconjuntos finitos. Esto impone una fuerte restriccion al tipo de sistemas
deductivos que se busca caracterizar, puesto que establece que los mismos deben ser finitamente
axiomatizables y deja sin cubrir aquellos sistemas que posean reglas de inferencia con un conjunto
infinito numerable de premisas (por ejemplo algunos de los mencionados en el capitulo anterior).
Es importante destacar que a partir de estas propiedades puede ser inferida la siguiente:

Cn.4) monotonia: Si I' C ¥ entonces Cn(I") C Cn(X).

Cn.4 determina la preservacion del orden de inclusién y juega un rol fundamental en los sistemas
deductivos clasicos, dado que garantiza que la localidad de las deducciones seran preservadas global-
mente. Cabe mencionar que algunas caracterizaciones mas modernas de la nocién de consecuencia
abstracta, suelen reemplazar compacidad por monotonia.

Como ya se anticipd, lo peculiar de esta presentacién es su independencia respecto de reglas de
inferencia. Luego para capturar sistemas deductivos especificos serd necesario considerar nociones
de consecuencia especificas correspondiente a cada uno de ellos y que dependeran de la estructura
sintactica de las reglas de inferencia propias de aquel sistema. En otras palabras, la nocién de
consecuencia subyacente a cada sistema deductivo serd una nocién extendida de la precedente.

Tal es lo que hace Tarski cuando en [Tar56b] art.XII, agrega un segundo grupo de axiomas que
no seran validos para cualquier operaciéon de consecuencia, sino sélo para aquella que caracterice
sistemas deductivos que incluyan al cédlculo proposicional clasico. Estos axiomas introducen dos
nuevos conceptos primitivos como operaciones, a saber, la negacién y la implicaciéon material. Los
axiomas en cuestién son:

Cn.b) Sipe Ly g€ Lentonces (p—>q) €Ly p€EL.

Cn6) SiTCL,peLge Ly (p—q) € Cn(T) entonces ¢ € Cn(T"U {p}).
Cn.7) SiTCL,peLge Ly qe Cn(TU{p}) entonces (p — q) € Cn(T).
Cn.8) Sip € L entonces Cn({p, p} = L.

Cn.9) Sip € L entonces Cn({p}) N Cn({-p}) = Cn(0).

Cn.5 dice que las operaciones de implicaciéon material y negacién son cerradas para £; Cn.6 es
el reflejo de la regla sintactica del Modus Ponens; Cn.7 enuncia el Metateorema de la Deduccién
para el caso de las disciplinas formalizadas que no contengan férmulas con variables libres, al igual
que Cn.9. Asi como los axiomas Cn.6 y Cn.7 caracterizan al condicional material, los tltimos dos
axiomas caracterizan la negacién clasica, ya que C'n.8 afirma que, dada una férmula p de L tal
que ella y su negacién son consecuencias, entonces el conjunto de las consecuencias de ella y su
negacién es igual a £, y, Cn.9 afirma que la intersecciéon de las consecuencias de una férmula con
las consecuencias de su negacién es igual al conjunto de consecuencia del vacio.

Esta linea de investigacién se completa con Foundations of the Calculus of Systems [Tar56b]
art.XII, en cuya primer parte, segin las propias palabras de Tarski, se presenta una modificacién
del célculo anterior que lo hace ganar en naturalidad y simplicidad. Sobre la base de los conceptos
introducidos en [Tar56b] art.ITI, se toma como primitivo el conjunto de las consecuencias del
conjunto vacio, es decir, Cn(f), que es el conjunto de consecuencias mds pequeno que existe y
que es un subsistema de cualquier sistema deductivo. Se lo denota por T y debe ser interpretado
como el conjunto de todas las férmulas légicamente validas. Los axiomas son los siguientes, donde
p,q,s € L:
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Ax. 1 card(0) < card(L) < Rg

Ax. 2" (pel)y ((p—=q) €L)

Ax. 3’ TCL

Ax. & (((p—=p)=peT), 2> (p=2>9€eT)yP=2q9—>{g—2s5)>{pP—=2s5)€eT).
Ax. 5 Sip,(p —q) € T, entonces g € T

El axioma 4’ es una adaptacion de los tres axiomas propuestos por Lukasiewicz para su calculo
sentencial ([Tar56b] art.IV, pag.38), y el axioma 5’ corresponde a la clausura del conjunto de
tautologia por la regla de inferencia de Modus Ponens.

Lo relevante de esta presentacién es que ahora la nocién de consecuencia no es tomada como
primitiva, sino que puede ser definida a partir de los conceptos primitivos dados. Ella estd dada
en la def.3 del mencionado trabajo de la siguiente forma:

Para un conjunto arbitrario A C £ el conjunto Cn(A) consiste en aquellas (y sélo esas) férmulas
de L que satisfacen las siguientes condiciones:

(i)geT,o

(ii) existen férmulas pi,pa,...,pn € A tal que (p1 ApaA,...,App) > q€ T

En el trabajo de Tarski se demuestra que la definicién anterior se puede dar a través de la
siguiente alternativa:

Para un conjunto arbitrario A C L, el conjunto Cn(A) es la interseccién de todos los conjuntos
B que satisfacen las siguientes condiciones:

(i) TUACRB

(ii) si p, (p — q) € B, entonces q € B (dénde ¢ € L)

De esta forma Cn(A) es el més pequenio de los conjuntos que contiene a T y a A y es cerrado
para la operacién de Modus Ponens. En otras palabras Cn(A) es la interseccién de todos los
conjuntos B que estan formados por premisas o leyes lgicas o se obtienen por Modus Ponens.

Noétese que en esta presentacion, a diferencia de la anterior, la nocién de consecuencia ha sido
definida mediante una regla de inferencia, en este caso el Modus Ponens, acercandose de esta forma
a la formulacién de la nocién de consecuencia sintactica de Carnap. Lo que Tarski ha definido asi no
es una nocién abstracta, sino la nocién especifica de consecuencia del calculo sentencial cldsico. No
es dificil demostrar que tal nocién de consecuencia cumple con los axiomas de la nocién abstracta,
dados en [Tar56b] art.III.

Retomando el andlisis de las nociones abstractas, vale la pena mencionar que Tarski introduce
el concepto de Sistema Deductivo o Sistema de Clausura como el conjunto de férmulas que contiene
todas sus consecuencias, i.e. todo conjunto A C £ tal que Cn(A) = A. El conjunto de todos los
sistemas de clausura resulta ser cerrado por intersecciones y permite recuperar la nocién de con-
secuencia légica. Inversamente, es posible tomar un conjunto arbitrario de conjuntos de férmulas
(cada uno de las cuales se denomina teorfa) C = {T; : i € I | T; C L} tal que £ pertenece al
conjunto y que C es cerrado por intersecciones, y derivar una nocién de consecuencia logica. Desde
un punto de vista intuitivo lo que acabamos de decir es que dado un conjunto de teorias {T;};er
que describen un estado particular del mundo (o nuestro conocimiento sobre él) entonces decimos
que a partir de un conjunto de férmulas A concluimos una férmula p (i.e. p € Cn(A)) siy sdlo si

VT;(A C T; entonces p € T;) (6.1)

En el resto de este trabajo generalizaremos estos conceptos para aplicarlos a conjuntos borrosos
de férmulas.

6.2 Operadores de Clausura Borrosos

Las nociones mencionadas en la anterior secciéon pueden ser extendidas en el sentido borroso. Por
ejemplo, Pavelka presenta en [Pav79] la nocién de L-Operador de Clausura, donde (L, A,V,0, 1) es
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un reticulo completo con elemento minimo 0 y méximo 1, con el objetivo de estudiar las légicas
L-valuadas desde una perspectiva abstracta, en una forma similar a la planteada por Tarski.

En lo que sigue del presente capitulo, P(£) denotard el conjunto potencia definido sobre el
lenguaje £, y F(L) serd el correspondiente conjunto potencia borroso de dicho lenguaje (i.e. el
conjunto L* de todos los subconjuntos borrosos). Es un resultado bien conocido y sencillo de
comprobar que F(L) es un reticulo distributivo completo si L lo es. De aqui en mds, tomaremos
en consideracion sélo el reticulo de funciones cuyo dominio estd dado sobre el universo £ y cuyo
rango corresponde al menos a un reticulo completo L con el orden generado por tomar f,g € L*
g= feVYueLl:g(u) < f(u)y las operaciones en L son trasladadas a L* en la forma usual.

Definicién 6.1 (L-Operador de Clausura) Un L-Operador de Clausura en un lenguaje L es
una aplicacion C' : F(L) — F(L) satisfaciendo, para todo A, B € F(L), las siguientes propiedades:

C1) inclusién borrosa: A < C(A)

C2) monotonia borrosa: Si A < B entonces C(A) < C(B)
C3) idempotencia borrosa: C(C(A)) = C(A).

Cabe destacar que la nocién de inclusién mencionada en la anterior definicién corresponde
a la asociada con el orden entre conjuntos borrosos y no a la idea de inclusién graduada. Es
posible también incluir en este contexto la nocién de operador de clausura borroso compacto que
se corresponde con la clase de operadores que satisface las propiedades anteriores mas:

CC) compacidad borrosa: Para todo A € F(L) y para todo p € £ existe un B € F(L) tal que B

tiene soporte finito, B < Ay C(A)(p) = C(B)(p).

Antes de continuar creemos importante presentar la siguiente generalizacién al caso borroso de
un resultado para operadores de clausura clasicos que Tarski presenta en [Tar56b]V.

Teorema 6.1 Sea R una subfamilia de conjuntos borrosos que satisfacen la condicidn: (a) para
toda subclase finita S de R existe un conjunto borroso A en R tal que Jgcs B < A. Entonces si

C' es un operador de clausura compacto satisface:

ccdB=Ucam

BER BER
Prueba: Supongamos que C'(UBeR B)(p) =aconp € Ly a € L. Luego por compacidad existe
un conjunto borroso de soporte finito F' tal que F' C Jgcr By C(F)(p) = a. Ademéds podemos

suponer que habra una subclase finita S que incluya a F' C UBeS B. En consecuencia y de acuerdo
con la condicién (a) del teorema existird un conjunto borroso A € R tal que |Jz.s B = A. Luego

F < Ay por monotonia C(F) < C(A) y C(A)(p) > a. Asi

clym= | am

BER BER
La desigualdad opuesta es trivial por la monotonia de C. a

Corolario 6.1 Si R es una cadena {X;}jer tal que |J._, X; = X;. Entonces

c(xy) =Jaxy)
j<i

De aqui en adelante, los L-Operadores de Clausura serdn llamados Operadores de Clausura Bor-
rosos. Ahora permitasenos recordar la nocién de Sistema de Clausura y algunas de sus propiedades.
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Definicién 6.2 (Sistema de Clausura Borroso) Sea C < F(L) una coleccion no vacia de
subconjuntos borrosos de L. Entonces C serd un sistema de clausura borroso en F(L) si, para
cualquier D < C, inf{T | T € D} € C (i.e. si es cerrado por intersecciones).

Observacion 6.1 Tomar en cuenta que el conjunto vacio pertenece a todo conjunto C' y tomando
por convencion que al infimo de este conjunto le corresponde el conjunto L', resulta que L pertenece
a cualquier sistema de clausura.

Répidamente podemos verificar que un Sistema de Clausura Borroso C' forma un reticulo com-
pleto (C,N,U, £) dénde la operacién de interseccion es definida por el infimo en la forma usual

ﬂ c; = inf ¢;
c;eC
c;eC

y la de unién es definida como:

U ci =inf{t |Vi:¢; < t}
c;,€C

Por otra parte, cualquier sistema de clausura determina, un operador de clausura como es
senalado por el siguiente teorema.

Teorema 6.2 Todo Sistema de Clausura Borroso C en F(L) induce un operador de clausura
borroso C' sobre F(L) definido como

Ce(A)= N\{TeC|A= T}

Reciprocamente, todo operador de clausura borroso C sobre F(L) induce un Sistema de Clausura
Borroso definido por

c=1{T e F(O) | C(T) =T}

Mds atn, esa correspondencia es biyectiva
6. =C Ce., =C

Note que C es la clase de los puntos fijos de C. Por otra parte, es relativamente sencillo probar
que el reticulo formado por todos los operadores de L-clausura y el formado por todos los sistemas
de L-clausura son dualmente isomorfos bajo la correspondencia C' —s CoyCr— Ce.

A partir de las anteriores definiciones es obvio que dada una familia de conjuntos borrosos
{T;}icr, existird el inf-semireticulo generado por dicha familia, y por lo tanto el minimo Sistema
de Clausura contenido en esa familia. En tal caso, el correspondiente operador de clausura borroso
es definido como 3

C(A)(p) = int{Ty(p) | Ty € {Ti}ier, A < Ty}

En particular, notemos que, dada una funcién de similitud S, podemos ver que la familia
Os = {@}weq (i.e. cada & esta asociada a una valuacién booleana del lenguaje £ a través de la
relacién borrosa S de la forma @(p) = sup,, ., S(w,w’), la cual a su vez es equivalente al p*(w)
presentado en el Capitulo 2), define un operador de clausura borroso

é@s (A)(p) = lnf{wz(p) | w; € {w}wEQ y A= (IJZ}

Este operador puede verse como una generalizaciéon natural para conjuntos borrosos del operador
de inferencia aproximada dado en el Capitulo 2, si tomamos en cuenta el siguiente resultado:

L Algunos autores no asumen esta comodidad y requieren en la definicién de sistema de clausura que contenga al
conjunto £
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Proposicién 6.1 Dada una funcion de similitud S que satisface la propiedad de separacion. En-
tonces para todo conjunto A € P(L) resulta que

Cos (A)(p) = inf sup S(w,w)
W‘:Awﬂ:p

Prueba: Para demostrarlo sélo hace falta notar que A < @; siy s6lo si infe 4 @i(¢) = 1y que por
la propiedad de separacién es equivalente a que w; = ¢ O

Ademds de las nociones de operador de clausura borroso y de sistema de clausura borroso, en
[CTC94], se presenta una nocién de Relacién de Consecuencia Borrosa que estd asociada a esas
dos nociones precedentes de Sistema y Operador.

Definicién 6.3 (Relacién de Consecuencia Borrosa) Cualguier relacion borrosa § : F(L) X
L —— L serd una relacion de consecuencia borrosa si la misma satisface las siguientes tres
propiedades para todo par de elementos A, B € F(L) y para todo par de férmulas p,q € L:

g1l) reflexividad borrosa: A(p) < g(A,p)

§2) monotonia borrosa: Si B < A entonces §(B,p) < §(A,p)

g3) Corte borroso: g(AU[A X C],p) < g(A,p)

donde C € P(L) y [AXC](q) = g(A,q) siq € C y 0 en cualquier otro caso.

La expresién g(A,p) = A, con A € L, deberd ser leida como “p es una consecuencia de A en
al menos grado A”. La propiedad de Corte borroso es una generalizacién de la cldsica, que como
se dijo responde a la idea de que si de un conjunto de férmulas A se deducen las férmulas de otro
conjunto C'y de la unién de ambos se deduce otro férmula p (i.e. AUC F p) entonces dicha férmula
se deduce directamente de A. Nétese en particular que cuando en la tltima condicién consideramos
el caso C' = L entonces esa versiéon de Corte pasa a enunciar una nocién de idempotencia sobre
la relacién g, puesto que para todo ¢ € C resulta [A M L](q¢) = g(A,q). En nuestra opinidn,
la formulacién propuesta por Castro et al. para Corte borroso no refleja claramente la idea de
extension natural de la clésica, por eso propondremos la siguiente alternativa y probamos que son
equivalentes:

Proposicién 6.2 Dado una relacidn borrosa g : F(L) x L+~ L que satisface las condiciones gl
y g2. Entonces las siguientes propiedades son equivalente para todo A,B2 € F(L) y B1 € P(L):

1. g3: G(AU[AX B1],p) < §(4,p)
2. §'3: Si para todo p, B2(p) < g(A,p), entonces para todo q, g(AU B2,q) < g(4,q)

Prueba:

1 = 2) Asumamos la condicién I y que para todo p, B2(p) < g(A,p). De esto dltimo resulta
que si p estd en B2, (el a-corte de B2) entonces a < §(A,p) y as{ podemos concluir que
B2, < [A X B2,]. De esta observacién resulta que:

AuB2=AU A\ AvB2yx AU A AV[AXB2]= A\ AV (AU[4 X B2)))
AEL AEL AEL

Consideremos ahora el conjunto borroso §(A) asociado a cualquier otro conjunto borroso A
definido por una relacién de consecuencia de la siguiente forma: §(A)(p) = §(A,p). Entonces,
aplicando la propiedad reflexiva resulta que (A U [A X B2,]) esta estrictamente incluido en
g((AU[A X B2,])) v aplicando a ambos lados de la desigualdad la relacién de consecuencia
g, obtenemos que
G(AUB2,q) <G(( /\ AV G(AU[AX B2,])),0q)
AeL
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Debido a la propiedad I resulta que la tultima expresién es menor o igual a:

2 => 1) En este caso sblo basta tomar B2 = [A X B1]. Obviamente B2(p) < g(A, p) para todo
p € L. Luego aplicando 2 resulta que g(A U B2,q) < g(A,q) y reemplazando alli B2 por
[A X B1] obtenemos lo buscado.

O

En la préxima seccién se apreciard con mayor claridad la razén de este axioma alternativo pero
equivalente, puesto que buscaremos capturar una clase especial de operadores de clausura y ellos
resultardn a partir de una inmediata generalizacién del axioma g3 de Corte borroso.

La nocién de relaciéon de consecuencia suele estar asociada a la idea de prueba y por lo tanto
a la finitud (por aquello de la secuencia finita que me permite llegar a la prueba de una férmula).
Con esa motivacion suele definirse la subclase de relaciones de consecuencia borrosa compactas
como aquellas que satisfacen las tres propiedades anteriores mas:

g4) compacidad borrosa: Para todo A € F(L) y para todo p € £

g(A,p) < sup g(A',p)
A'<A

A’ es finito

Es sencillo demostrar que las relaciones de consecuencia borrosas compactas satisfacen una versién
mas simplificada (pero equivalente en este caso) de la propiedad de Corte expresada como:

Gr3) corte finito: Para todo A, B € F(L) donde B es soporte finito y para todop € £, si B 5 A
entonces (AU B,p) < g(4,p)

En [CTC94] se prueba el siguiente resultado: si C y § son un operador de clausura y una
relacién de consecuencia, respectivamente, satisfaciendo la ecuacién C(A4)(p)=g(A, p), entonces C
es un operador de clausura borroso si y sélo si g es una relacién de consecuencia borrosa. Més atn,
el operador de clausura es compacto si y sélo si la relaciéon de consecuencia lo es.

Estas tres nociones (al igual que las introducidas originalmente por Tarski) son completamente
generales y no tiene en cuenta que el dlgebra de conjuntos difusos puede ser mas rica y que podemos
obtener interesantes operadores fijando comportamiento sobre las operaciones de dicha estructura.
A partir de aqui desarrollaremos una presentacién que ird teniendo en cuenta esa estructura interna
en forma similar a la que realizara Tarski en el caso clésico.

6.3 Operadores de Clausura Implicativos

En ([Cha88]), Chakraborty extiende el concepto de relacién de consecuencia clasica definiendo una
nocién graduada del mismo sobre el conjunto P (L) de la siguiente manera.

Definicién 6.4 (Relacién de Consecuencia Graduada) Una relacidn borrosa g. : P(L) X
L —— L es llamada una Relacion de Consecuencia Graduada si, para todo par de conjuntos
A,B € P(L) y para toda férmula p,q € L, g. salisface:

gcl) reflexividad borrosa: g.(A,p) =1 para todo p € A.
gc2) monotonia borrosa: Si B 5 A entonces g.(B,p) < g.(A,p).

gc3) corte borroso: (infyep g.(4,q)) ® g.(AU B,p) < g.(4,p), donde ® es una t-norma en el
reticulo L.
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Castro et al. prueban en [CTC94] que, si ® = min, entonces cada a-corte de g. es una relacién
de consecuencia clasica. Pero esa afirmacién no es cierta en el caso general tal como fue demostrado
por Castro en [Cas94]. El resultado mencionado en el caso que ® = min, fue completado en
[Ger96], por Gerla al probar que la familia de Relaciones de Consecuencia Graduada corresponde a
la subclase de operadores de clausura definidos por Pavelka que ademads satisfacen que sus a-cortes
son operadores de clausura cldsicos. Tal resultado fue enunciado de la siguiente forma:

Teorema 6.3 ([Ger96/) Una relacidn g. : P(L) x L — L es una relacidn de consecuencia grad-
uada que satisface las propiedades g.1 — g.3 si y sélo si existe un operador de clausura borroso C

tal que gc(A,p) = C(A)(p) y que puede ser definido a partir de una cadena continua de operadores
de clausura cldsicos {Cx\}rer? de la siguiente manera:

C(A)(p) = sup{A | p € Cr(AN)} (6.2)
donde Ay indica el \-corte del conjunto borroso A.

Es sencillo verificar que el operador propuesto en el anterior teorema es uno de clausura borroso y
que los elementos de la cadena corresponden a sus a-cortes.

En este capitulo estamos interesados en una generalizacion de tales relaciones graduadas con
el fin de definirlas sobre conjuntos borrosos de férmulas. Para ello serd necesario tomar en con-
sideracién no sdlo el operador t-norma sino también su residuo, y en tal sentido extenderemos la
nocién de reticulo (L, A, V,0,1) a una de BL-lgebra completa.

En este contexto una nueva clase de relaciones de consecuencia borrosas que serdn denomi-
nadas Relaciones de Consecuencia Implicativas, puede ser introducida utilizando el operador de
implicacién — de L de la siguiente forma

Definicién 6.5 (Relaciéon de Consecuencia Implicativa) Una relacion borrosa g. : F(L) X
L — L es llamada una Relacion de Consecuencia Implicativa si, para todo par de conjuntos
borrosos A, B € F(L) y para todo par de fdrmulas p,q € L, §. satisface las siguientes propiedades:

gel) reflexividad borrosa: A(p) < g.(A,p)
g.2) monotonia borrosa : Si B < A entonces §.(B,p) < §.(4,p)
ge3) corte borroso: [infyec(B(q) — ge(4,9))] ® go(AU B,p) < ge(4,p)*

Note que la expresién inf,ez(B(g) = g.(A,q)) corresponde a la formulacién usual del grado de
inclusién entre los conjuntos borrosos B y §.(A,...). Teniendo en cuenta esta observacién, es
sencillo probar que las Relaciones de Consecuencia Graduadas son un caso particular de Relaciones
de Consecuencia Implicativas. De hecho, la principal diferencia radica en que éstas tltimas utilizan
una nocioén de inclusién borrosa graduada en lugar de una estricta, para dar cuenta de la propiedad
de corte.

Ademads, las Relaciones de Consecuencia Implicativas también poseen una caracterizacién en
términos de teorias (o como los llama Tarski: sistemas deductivos) la cual es una generalizacién
de una presentada en [Cha88] para Relaciones de Consecuencia Graduadas.

Teorema 6.4 Una relacion borrosa §. : F(L) x L — L es una Relacidn de Consecuencia Im-
plicativa si, y sélo si, existe una familia de conjuntos borrosos {T;};cr satisfaciendo que

ge(A,p) = irgf{[qirelgfl(q) = Ti(q)] = Ti(p)}

2Se dice que una familia {Cx}rer de subconjuntos de un universo i/ es una cadena continua si satisface las
siguientes propiedades:

a) Co=U b) Cu = ﬂ C para todo p € L
A<p

3Esta propiedad puede también ser enunciada como ge(A U B,p) < (infyer(B(q) — ge(A,q))) = ge(A,p)
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Prueba: Primero consideremos el caso en que la familia {T;};c; estd dada y probemos que g.
satisface las propiedades de una relacién de consecuencia borrosa.

g.1) Debido a la definicién de residuo se satisface que todo p € L: (A(p) = T'(p)) = T(p) > A(p).
Entonces g.(4,p) > inf;((A(p) = Ti(p)) = Ti(p)) = A(p)

J-2) Estos es obvio usando la propiedad de que el residuo es una funcién no creciente en su primer
argumento.

g.3) Puesto que

es valida para cualquier continua T-norma ® y para todo conjunto borroso A, B, C. Entonces

(inf A(q) = Ti(g) A (inf Clg) = Ti(g)) < (inf (AU C)(g) = Ti(9))

qeL

De nuevo, dado el residuo es no creciente en su primer argumento entonces:

((inf A(q) = Ti(q)) A (inf C(q) = Ti(q))) — Ti(p) = (inf (AU C)(q) = Tilq)) = Tilp)

geL qgeL qeL

Puesto que estamos trabajando con t-normas continuas, estas satisfacen que: A A B =
A ® (A — B). Por lo tanto sustituyendo en la tltima expresién, obtenemos:

((inf A(q) = Ti(q))@((inf Alg) — Ti(q)) — (inf Clq) = Ti(q)))) = Tip) > (inf (AUC)(q) = Ti(q)) = Ti(p)

qeL qeL qeL geL
Ademiés, como (A® B) - C = A — (B — C), entonces:

((inf A(g) = Ti(q)) = (inf Clg) = Ti(q))) — ((inf A(q) = Ti(q)) = Ti(p)) > ((inf (AUC)(q) — Ti(a)) — Ti(p))

qeL qeL qeL qeL

Dado que ® y — son un par residuado, resulta que:

((inf A(q) = Ti(q)) = Ti(p)) > ((inf (AVC)(q) — Ti(q)) — Ti(p))®((inf Alq) = Ti(g)) — (inf C(q) = Ti(q)))

qeL qge qeL geL
Finalmente, tenemos que

((inf A(q) = Ti(q)) = (inf Cg) — Ti(q))) = mf(C(r) — ((inf Alg) — Ti(q)) — Ti(r)))

qeL geL T qeL

y tomado infimos sobre el subindice i en ambos lados de la igualdad, obtenemos lo buscado.

b) Para probar la direccién opuesta, supondremos que la relacién g. ha sido dada y que tomemos
en consideracién la familia de conjuntos borrosos dados por {Tp}per(c) con Tp(p) = G.(D,p).
Ahora deberemos probar que:

ge(A,p) = Delr}f(ﬁ){qlrelﬁ(fl( q) = Tp(q)) = Tp(p)}

Puesto que §.(A) pertenece a F(L) y g. resulta idempotente, es claro que §.(A4,p) es méds
grande o igual a nuestra definicién.
Por otra parte dado que g, satisface la propiedad de corte borroso, resulta que:

ge(AUD,p) ® quEIE(A(Q) — ge(D,q)) < ge(D, p)

Por lo tanto:
ge(AuD,p) < qirelﬁ(A(q) = g-(D,q)) = g-(D,p)
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Pero, por la propiedad de reflexividad borrosa de g. y tomando infimos sobre D € F(£) en la
ultima inecuacién,
Asi resulta que:

ge(A,p) < Deir}f(ﬁ){qirelﬁ(/l(q) = ge(D,q)) = ge(D,p)}

O

Los conjuntos borrosos {T;};c; que definen las Relaciones de Consecuencia Implicativa g., en
el sentido del teorema anterior, seran llamados generadores de g.. La intuicién detras del anterior
teorema es bastante simple y esencialmente podria verse como una generalizacién de la definicién
cldsica mencionada en 6.1, considerando ahora que tanto nuestras teorfas {T;};cr como nuestro
conjunto de férmulas A son conjuntos borrosos y que consecuentemente las relaciones de inclusién
y de pertenencia ahora son graduadas. En tal sentido la nueva lectura de 6.1 sera: el grado de
inclusién de A en una teoria T; condicionard la relevancia con la que el grado en que p pertenece
a una T; determina el grado en que de A se concluye p. Como ejemplo podemos considerar, dada
una funcién de aproximacién R, a la familia de teorfas O = {@},eq, que define un operador de
clausura borroso usando el anterior teorema

Jeon(A,q) = nf {[inf A(p) = &(p)] = ©(q)}
weQ peL

Répidamente se puede ver que geg, (p,q) = Jr,7(¢ | p) = Ir(q | p) y asi describimos las relaciones
de consecuencia aproximada para pares de férmulas. Para describir a las relaciones de consecuencia
de proximidad sélo hace falta tomar en consideracién a la familia de conjuntos borroso Og 7 =
{@}uler, para a el subconjunto 7" C L, y en ese caso resulta que geo, .(p,q) = Jrr(q | D),
representa las relaciones buscadas. En el caso general en que consideremos un conjunto de formulas
y no tan sélo una férmula, la relacién no se verifica inmediatamente. Por un lado ya vimos en la
seccion anterior que las relaciones de consecuencia aproximada se corresponden con aquellas que
satisfacen la propiedad de corte basada en una inclusién estricta. En el otro caso resulta que si A
es un conjunto clasico

Geonr(4,q) = inf {inf &(p) @ (9)}

que es en general menos especifica que la relacién de proximidad expresada como

Jrr(q| A) = wiﬁfT{IR(A | w) ®@= Ir(q|w)}

dado que infpe g @(p) > Ip(A | w) = A*(w). En la misma linea de andlisis podemos pensar en
aplicar la relacién g.g, , al conjunto borroso A* (generado a partir del conjunto cldsico A y la
relacién de aproximacién R). En ese caso resulta que:

Jeon (A%, q) = inf {inf {A%(p) ®— &(p)} @ @(g)}
’ wET peEL
Notemos que podemos considerar como una generalizacién natural, usando la relacién R, de la
bien conocida condicién clasica w € [A] siy s6lo si A £ T, (donde T, corresponde con el conjunto
de férmulas vilidas en el mundo w), a la siguiente:
[A]*(w) = inf {A*(p) ®— @(p)}
peL
yva que el término de la izquierda representa un grado de pertenencia y el de la izquierda un grado
inclusién. Asi, resulta que geg,, ,.(4%,q) = Jrr(q | A). Bajo este supuesto, recuperariamos la
relacién de similitud tomando A* = &' y definiendo:

R(w.+) = f{'(p) 9 G())
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que tiene una apariencia muy similar a la utilizada en el capitulo anterior para construir el modelo
canénico. También recuperamos la definicién original para

A*(p) = inf sup R(w,w)
W' P wi=A

Volviendo al caso general, a partir del Teorema 6.4 es facil deducir que cualquier Relacién
de Consecuencia Implicativa satisface la siguiente propiedad adicional que denominaremos ®-
distributividad:

g4) g.(A®k,p) > ge(A,p) ® k,

donde k es el conjunto borroso constante tal que para cualquier elemento del lenguaje £ pertenece
a él con valor igual a k.

Prueba: Dada una relacién de consecuencia borrosa g., debido al Teorema 6.4 sabemos que existe
una familia de conjuntos borrosos de manera que:

ge(A,p) = inf{(inf A(q) = Ti(q)) —» Ti(p)}

Si aplicamos esa definicién para obtener las consecuencias de A ® k entonces resultara que:

Ge(A® k,p) = inf{(inf (4 ® k)(q) = Ti(q)) = Ti(p)} =

inf {k — ( inf A(g) = Ti(9)) = Ti(p)}

y dado que, en una BL-algebra, es vélido que (K - A) - B > K ® (A — B) resulta lo buscado.
O

A su vez, el Operador de Clausura Borroso asociado a una Relacién de Consecuencia Borrosa
y al cual denominaremos Operador de Clausura Implicativo, satisface, ademds de las propiedades
C1,C2 y C3, la siguiente

Cdg) C.(A) @k =< C(ADE).

Esta propiedad C’4® fue mencionada por Gerla in [Ger96] para el caso en que A es a conjunto clasico
y ® = min y corresponde a la idea de que tomar la consecuencia de un conjunto A “k-truncado”
da “mas informacién” que tomar las consecuencias primero y truncar después. Curiosamente si C,
es un operador de clausura y ® es una t-norma continua entonces C’4® es equivalente a:

C4 o) Colk @ A) g k @ C.(A).

Prueba:

C'4® = C4 @—s ) Puesto que para el caso de t-normas continuas se satisface que EANA=Fk®
(k @ A), resulta que_ k®(k @ A) < A. Lo que por propiedad de monotonfa implica que
Co(k® (k 9= A)) = C.(A). _Aplicando C’4® resulta que k ® C.(k ®— A) < C.(A), que por
residuacién se convierte en C.(k ®— A) < k ®— C.(A).

C4 R == C’4®) Puesto que k ® A < k® A y por lo tanto que A x k ®— (k® A), aplicando
monotonia obtenemos que: C.(A) < C.(k ®— (k® A)). Por propiedad C4 _, resulta que
C.(A) % k = C.(k® A), lo que por residuacién termina en k ® C.(A) % C.(k ® A).
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Nétese que si consideramos que C'4 ®— enuncia un comportamiento de los operadores de clausura
respecto de los “k-estiramientos”, la anterior equivalencia establece que existe cierta dualidad de
los operadores de clausura implicativos respecto a su comportamiento frente “k-truncamientos” y
“k-estiramientos”.

A lo largo de este capitulo mostraremos que los operadores de clausura implicativos son una
familia importante y significativa de operadores. Por ejemplo, los operadores de clausura definidos
por 6.2 pertenecen a esta familia tal como demostraremos a continuacién.

Proposicién 6.3 Sea {Cy}rer una cadena de operadores de consecuencia cldsicos. Entonces el
operador borroso:

C(4)(p) = sup{X | p € Ca(4r)}

es un operador de clausura implicativo con respecto a la t-norma min.

Prueba: En [Ger96] se prueba que este operador es un operador de clausura borroso. Por lo tanto
s6lo es necesario probar que satisface la propiedad C'4® para ® = A. Primero notemos que el
A-corte de (A A k) es (AAKk)y = Ay si k> Xy el conjunto vacio §) en cualquier otro caso. Luego
aplicando el operador C' a A A k resulta:

C(ANK)(p) = sup{X| p € CA((AAK)N)}
lo cual es igual a
sup{A | p € Cr(Ay) si k> A} Vsup{\|pe Cr(0) si A >k}
Luego si I\ > k tal que p € C)(0) entonces:
C(ANK)(p) = sup{X [p € CA(D) si k <A} >k >C(A)p) Ak

En el otro caso, i.e. si A\ > k tal que p € C)(0) entonces sup{\ | p € Cx() si k < A} =0y asi
resulta que en este caso:

C(ANE)(p) =sup{A|pe Cr(AN) si k> }=C(A)(p) Ak
O

Como consecuencia de la anterior demostracién tenemos estos operadores tienen la siguiente car-
acteristica.

Corolario 6.2 Si C es un operador de clausura definido por 6.2 entonces C es un operador de
clausura borroso tal que

C(ANE) = (C(A) AE)V C(D)
para todo A€ F(L) yk e L.

Prueba: Tal como fue presentado en la anterior demostracion:
C(ANE)(p) =sup{X|pe Cr(Ay) si k> A} Vsup{\|pe Cr(0) si A >k}

Como sup{X | p ENC'A(AA) si k> A} = C(A)(p) Ak y puesto que sup{\ | p € Cr(Ay) si k >
A} > sup{\ | p € CA(@) si k > A}, entonces reemplazando en la anterior expresién obtenemos lo
buscado. |

Quedard pendiente determinar si esa propiedad junto con C1, C2 y C3 dan una caracterizacién
completa de esa clase de operadores.

Volviendo al caso general de operadores implicativos, el siguiente resultado presenta una car-
acterizacién de los mismos.
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Teorema 6.5 Sea C. y §. un operador de clausura y una relacién de consecuencia manteniendo la
siguiente interdependencia C.(A)(p) = g.(A,p). Entonces C, satisface C1—C4g (equivalentemente
Cl1-C4 ®—s ) s, y solo si, g. es una Relacion de Consecuencia Implicativa, i.e. si satisface las
propiedades g.1 — g.3.

Prueba: Sélo es necesario probar que C~'1—C~’4® implica §.3 y que C3 es deducible de §,1-g.3. Para
el primer caso es importante sefialar que la propiedad: (B Eg C') < (BU A Eg C' U A) es valida
en toda BL-algebra. En particular tomando C = C.(A) tenemos que:

inf (B(q) = Ce(4)(9) < inf (BU A)(q) = (Ce(4) U 4)(a))

qeL geL

Puesto que (C,(A) U A) = C.(A) resulta que:

inf (B(a) = Co(4)(@)) < (BU A)(p) = (Ce(4)) ()

lo cual es equivalente a:

(inf (B(g) = Ce(4)(9))) ® (BU A)(p) < Ce(4)(p)

Luego aplicando sucesivamente las propiedades C2, C4g y C3 (en ese orden) obtenemos lo buscado
en primer término.

En el segundo caso, es suficiente aplicar la propiedad de corte borroso al conjunto borroso
B = g.(A) (i-e. el conjunto borroso definido como §.(A)(p) = g.(A,p)). Asi

[;QE(QNC(A: q) = §e(4,9))] @ g.(AU g.(4)),p) < ge(4,p)
El grado de inclusién serd igual a 1 y la unién entre A y sus consecuencias por reflexividad es
equivalente al conjunto borroso de consecuencias y por lo tanto queda expresada la idempotencia.
O

A esta altura podriamos cuestionarnos acerca de la intuicién detras de C’4® (o equivalentemente
de C4 @—s ). Para aclarar este punto permitamos introducir una nueva clase de operadores de
clausura cuyo nombre es elegido para ser coherentes con la definicién dada por Jacas, de la cual
hablaremos en la seccién 5.

Definicién 6.6 (Operador de Clausura ®-Extensional) Una aplicacion en un lenguaje L del
tipo C, : F(L) — F(L) es un Operador de Clausura ®-Extensional, si para todo A,B € F(L),
satisface las siguientes propiedades:

C1) inclusidn borrosa: A < C.(A)

C2) ®-extensionalidad: (A Cg B) < (Co(A) Cg Co(B))
C3) idempotencia borrosa: C.(C.(A)) = C.(A).

Este nuevo operador tiene la particularidad de “relajar” la propiedad de monotonia en el
sentido que garantiza que no sélo preserva el orden de inclusién estricto sino también grados
de inclusién. Dicho en términos mas intuitivos este operador asegura que conjuntos de premisas
“parecidos” dardn lugar a conjuntos de consecuencias “parecidos”. Asi expresado parece que
estamos en presencia de un operador de clausura con propiedades justificables desde lo intuitivo.
Pues bien, el corolario del siguiente teorema muestra que las familias de los operadores de clausura
implicativos y la de los de ®-extensionales son las mismas.
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Teorema 6.6 Dada una aplicacion C : F(L) — F(L) que satisface reflexividad borrosa e idem-
potencia borrosa. Entonces las siguientes dos propiedades son equivalentes:

1. (BCs C(4)) < (((AUB) Ty C(4))

2. (B Cg 4) < (C(B) Eg C(4))

Prueba:

1 = 2) Como la nocién de inclusién graduada es no-decreciente en su segundo pardmetro y no-

creciente en el primero, resulta que (B Eg A) < (B Cg C(A4)) y que (C(AUB) Cg C(A)) <

(C(B) Eg C(A)), lo que por transitividad sobre la propiedad 7 nos da lo buscado.

2 = 1) Recordemos que en si ® es una ¢-norma continua B Cg C'(A) siempre es menor que
BUA Cg C(A)UA el cual a su vez por reflexividad es igual a BUA Cg C(A) y aplicando la
propiedad 2 tenemos el grado de dicha inclusién es menor o igual a C(BUA) Cg C(C(A)), el
cual a su vez por aplicarle idempotencia resulta equivalente a C'(B U A) Cg C(A), tal como

buscabamos.

O

Corolario 6.3 Una aplicacion en un lenguaje £ del tipo C : F(L) —s F(L) es un Operador de
Clausura ®-Eztensional si y solo si es un Operador de Clausura Implicativo.

Prueba: Basta remarcar que la propiedad I antes mencionada surge directamente de la condicién
de corte borroso y por lo tanto un operador de clausura es implicativo si y sélo si satisface reflex-
ividad borrosa, idempotencia y dicha propiedad. O

Vale la pena mencionar que estos operadores de clausura ®-extensionales también han sido estu-
diado por Bélohlavek en [B&l99].

Ahora teniendo en claro cual es la intuicién que soporta a los operadores implicativos, podemos
completar el cuadro definiendo una clase especial de sistema de clausura borroso que daremos en
llamar Sistemas de Clausura Implicativos.

Definicién 6.7 (Sistema de Clausura Implicativo) Un Sistema de Clausura Borroso C_, en

F(L) es un Sistema de Clausura Implicativo si, para cualquier E € C—, y para cualquier k € L,
k—FEe(C..

A partir de esta definicién es sencillo probar el siguiente teorema.

Teorema 6.7 El sistema de clausura C determinado por un operador de clausura implicativo C
mediante la expresion:

es implicativo.
Reciprocamente, el operador de clausura C' definido a partir de un sistema de clausura implica-
tivo a través de la siguiente ecuacion:

Ce(A)(p) =inf{Tj(p) | Ty €C y A< Tj}

es implicativo. De hecho estas correspondencias dan lugar a una biyeccion en el sentido que:

Ce, =Cy C’cé = C. De nuevo a esos conjuntos borrosos {T; € C} los denominaremos los
generadores de C.
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Prueba: Para el primer caso asumamos que Cg es definido por un Operador de Clausura Implica-
tivo C. Ahora por cada T € Cs vy k € L tenemos que k® (k— T) < T. Usando monotonia y C'4

obtenemos que o L .
kCk->T)x Ckao(k—=-T)<2C(T)=T

y por la propiedad de residuacién, resulta que C (k = T) % k — T. Finalmente usando inclusién
tenemos que C(k — T) =k — T. Asi, k — T € Cp.

Para el caso reciproco asumamos que C es un sistema de clausura implicativo. Dado que
C es un sistema de clausura, resulta que C¢ es un operador de clausura borroso. Por lo tanto
s6lo es necesario probar que C¢ satisfice la propiedad C4. Pero como para cualquier k € L,
tenemos por hipétesis que Ce(A ) % M{k =T e€C|A=x k— T}, y eso es equivalente a
Ce(A) < k — MTeClA®k < T} =k — C(A® k), y por la propiedad de residuacién
obtenemos que C(A) ® k < C(A ® k) tal como estdbamos buscando a

Es relevante, en términos de consideraciones que realizaremos mas adelante, senalar que dado
un sistema de clausura implicativo C podemos definir su a-corte en la forma usual como: C, =
{Ty | T; € C} donde T)* = {p € L | Tj(p) > a} y comprobar que cada uno de ellos es un
sistema de clausura cldsico puesto que como C es cerrado por intersecciones y que el a-corte
de una intereseccién es equivalente a la interseccién de los a-corte, resulta que la clausura por
intersecciones estd garantizada para Cy,.

Tal como lo propone Castro en [Cas94] es interesante analizar los operadores de clausura
implicativos en términos de sus a-cortes. En tal sentido es posible determinar las siguientes
propiedades para ellos

Proposicién 6.4 Si C es un operador de clausura implicativo entonces su a-corte definido por
Co(A) ={pe L]|C(A)(p) > a} satisface las propiedades inclusién, monotonia e

idempotencia débil C5(Cy(A4)) C Cugs(A)
para cualquier A conjunto cldsico de formulas.

Prueba: Inclusién es inmediato considerando que C' ya satisface esa propiedad y que si A es un
conjunto clésico entonces todos sus elementos estaran en todo a-corte de C. Monotonia es direc-
tamente comprobable a partir de la monotonfa de C. Para verificar la propiedad de idempotencia
débil tomemos en cuenta que el operador C' tiene la siguiente caracteristica: C(A U B) ® (B Cg
C(A)) % C(A). En particular si tomamos B = C,(A) con A un conjunto cldsico entonces, la
propiedad de corte queda expresada como: (CalA) Cy C(A)) @ C(AU Co(A 1)) = C(A). Como
ademas, AU C,(A) = Co(4) y a < (Co(A) Cy C(A)) resulta que: a @ C(Cy(4)) < C(A).
Lo cual es equivalente a: C(C’ (A)) < a ®—> C(A). Lo que tomando [-cortes resulta que:
Cs(Ca(A)) C Cagp(A). 0

Es claro que a partir de idempotencia débil sélo podremos inferir idempotencia cuando ® = min.
En el resto de los casos es sencillo encontrar contraejemplos de que en general eso no sucede.
Usando este resultado podemos determinar en que caso el a-corte de una teoria borrosa T} que es
un punto fijo de C, serd un invariante de C,. Para verlo utilicemos la representacién surgida del
Teorema 6.4 sobre el conjunto Cy(T}). Luego

CCa(T)) = inf( il Ti(a) @ Ti(p)

lo cual es menor o igual a un caso particular

inf  T;(q)) @ Tj(p) < a ®— T;(p)
9€Ca (Tj)

Luego tomando un B-corte tenemos que Cj5(Cy (T})) C TQ®B En particular si « = f y ® = min

resulta que C, (T}) C T¢. Lo que es equivalente a Cy (7' ) Ca(T}).
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Ahora podriamos preguntarnos si es posible hacer un uso més generalizado de la nocién de
operador que surge de la Definicién 6.2. Pues el siguiente resultado prueba que podemos tomar una
familia de operadores que sobre conjuntos clasicos satisfagan inclusion , monotonia e idempotencia
débil para generar operadores implicativos a través de dicha definiciéon.

Proposicién 6.5 Sea {Ci}xcjo,1] una cadena de operadores P(L) = P(L) que satisfacen las
propiedades de inclusion, monotonia e idempotencia débil respecto de la t-norma de Lukasiewicz
o de la del Producto. Entonces el operador definido por 6.2 usando esa familia es un operador de
clausura implicativo respecto de la t-norma de referencia.

Prueba: Como primera medida debemos sefialar que la definicién de Gerla es equivalente a:

C(A) = |J a4y A
A€[0,1]

y que por la tanto Cy (A) = Cy(As) (0 sea que el a-corte del operador C' sobre el conjunto borroso
A coincide con el a-ésimo operador de la familia dada aplicado en a-corte de A).

Para probar que C satisface inclusién basta notar que para todo conjunto borroso 4, A < C’(A)
siy solosiVa € [0,1]: Ay C Co(A). Pero por la observacién anterior la dltima condicién se reduce
a la propiedad de inclusion sobre conjuntos clasicos de los elementos de la familia.

Para probar que C satisface monotonfa alcanza con observar que: A < B si y sélo si Va €
[0,1] : Ay € By y que por hipétesis {Cx }aefo,1] satisface monotonia.

Para probar ®-distributividad notemos primero que para las dos t-norma en cuestién:

0 Si k<A
(A®k)*—{A(k®_M) Si k> A

La propiedad @-distributividad, a®C(A) <C(a®A), es equivalente a la siguiente en términos de -
cortes a: YA € [0,1]: (@®C(A))x = Cr(@a® A)). Luego tenemos que esa propiedad es trivialmente
cierta si @ < Ay si @ > X se reduce a decir que CN’(a 2— 0 (4) = Cx(@ ® A). Lo cual se puede
reescribir en términos de la familia de operadores dados como: C(, @— »)(4(a - 1) < Or((@®
A)x) = Cx(A(a @— ). Y como para todo residuo de una t-norma resulta que A <a ®—= Ay la
familia es una cadena entonces resulta lo buscado.

Para idempotencia borrosa tenemos que por definicién

C(C(A)) = U Cr(CA(A)) AN = U Ca(CA(AN)) A A

A€[0,1] A€[0,1]

que aplicando idempotencia débil es menor o igual a

L Crea(4r) AX
A€[0,1]

Ahora tomando en cuenta que en el [0,1] y para las t-normas en cuestién resulta que:

U AyANA= U A)‘®)\/\(>\®)\)

A€[0,1] A€[0,1]

y por lo tanto que

U Chor(Ax) A X = U Craoxr(Arxgr) A(A® ) :é(A)
A€[0,1] A€[0,1]
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Noétese que la restriccién de las precondiciones de la proposicién al conjunto [0, 1] responde a la
necesidad de garantizar que para todo elemento « del reticulado existe otro elemento A tal que
a=A® A

Un hecho interesante de citar a esta altura es que si tenemos un operador de clausura implicativo
C, entonces sus A-cortes formaran una familia de operadores de clausura cldsicos o al menos que
satisfagan las tres hipdtesis del teorema anterior. Luego dicha familia puede ser usada para definir
un operador a la Gerla (como fue demostrado en los dos teoremas anteriores) que por otra parte
pertenece a la familia de los operadores implicativos. A partir del resultado anterior es claro que
todo punto fijo del primer operador lo es también del segundo. Sin embargo la conversa no sucede y
con ello el endomorfismo definido no es biyectivo. Quedara como un futuro trabajo el caracterizar
a esta familia de operadores de clausura definibles a la Gerla. Lo que hace interesante a esta familia
de operadores es la posibilidad de estudiar sus propiedades metatedricas tales como compacidad,
decidibilidad, etc., a través del comportamiento de sus a-cortes aplicados a conjuntos clasicos.

Un hecho que creemos importante resaltar y que se justificard en lo que sigue del presente
capitulo, es que los operadores de clausura implicativos aparecen como el factor comin de muchos
operadores de inferencia que aparecen en la literatura.

En términos de establecer un vinculo con trabajos similares es interesante mencionar que los
operadores de clausura implicativos satisfacen la propiedad de:

C5) Coherencia: C.(A)(q) > C.({p})(q) ® A(p),

dénde {p} denota a un singleton, i.e. un conjunto borroso que posee la siguiente funcién carac-
teristica: {p}(p) =1y {p}(g) = 0 en cualquier otro caso.

Prueba: Puesto que todo conjunto borroso A puede ser representado por la unién de truncamientos
de singletones, i.e. A = Upeﬁ{p} ® ka(p) donde k() es la fNuncién constante kNA(”) (q) = A(p) para
todo ¢ € L. Entonces es claro que, para cualquier p € £, C({p} ® ka(p)) < C(A). Finalmente la
prueba se termina aplicando la propiedad C4. |

Intuitivamente esta propiedad esta requiriendo que si ¢ es una consecuencia de p en algtin grado
y p pertenece a A en algin grado, entonces g debe también ser una consecuencia de A en un cierto
grado que depende de los anteriores.

Esta propiedad aparece en [CT99] como una condicién suficiente para que resulte que si un
operador de clausura la cumpla entonces C,({p})(q) define un preorden borroso en £. Es f4cil
probar la siguiente proposicién.

Proposicién 6.6 SiC, es un Operador de Clausura Implicativo con generadores {T;}icr, entonces
resulta que

Ce{p))(a) = inf{Ti(p) = Ti(q)}-

Esto nos indica que la familia {T;};cr es también la generadora del preorden borroso R(p | ¢) =

C.({r})(a)-

Esto nos da pie para pasar a la préxima seccién.

6.4 Operadores Extensionales definidos por relaciones bor-
rosas
Muchos de los métodos de razonamiento aproximado son formulados en términos de una medida

condicional R : £ x L — [0,1] y de una funcién de Modus Ponens M para realizar inferencias
del siguiente estilo:
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e(q) > M(e(p), R(q | p))

donde e es una funcién de evaluacién de verdad. Dependiendo del contexto la relacién R suele
representar una probabilidad condicional o la probabilidad de una implicacién o una implicacién
multivaluada o una relacién de similitud. En el contexto del razonamiento vago el CRI propuesto
por Zadeh [Zad79] es el mds conocido modelo que responde al anterior patrén.

Nosotros aqui comenzaremos nuestro andlisis consideraremos un caso mds general en que la
relacion R satisface tan sélo la propiedad de reflexividad. En ese sentido definimos y caracterizare-
mos un operador de consecuencia (no de clausura todavia) como:

Definicién 6.8 Dado una relacidn borrosa refleviva R : Lx L — L en el lenguaje L, el asociado
Operador Eztensional Borroso Cg es definido como:

Cr(A)(@) = \/ {R(g |p) ® A(p)} (6.3)

peEL

La aplicacién Cr asigna, a todo conjunto borroso A, el menor conjunto borroso extensional
(w.r.t. R) conteniéndolo. Este operador satisface las siguientes propiedades:

e C1: A< Cr(A)

e C2: éR(ViEI A;) = Vie] C~'R(Ai)

e C3: Cr(k) =k

o C4%: éR({Q} ® ]z:) = C‘R({q}) ®k

e C5%: C(A®k)=C(A)®F.
dénde {g} nuevamente denota un singleton y k representa al conjunto borroso constante: k(q) = k,
para todo g € L.

A partir de la verificacién de las propiedades C1 y C2 queda claro que el operador definido

por 6.3 es una aprozimacion superior en el sentido enunciado en el Capitulo 2. Otras propiedades
que puede ser facilmente demostradas, son:

e Las propiedades C2 y C4® implican la propiedad de inclusién borrosa. Para verificarlo
considere que todo conjunto borroso A con dominio en el universo £ puede ser escrito como:

A= \/ {r} ® kag)

peEL

donde ky(p) es la funcién constante usada en la demostracion de coherencia al final de la
seccién anterior (ka(p)(q) = A(p) para todo g € £) y {p} es el conjunto borroso definido por
{p}(p) =1y {p}(q) = 0sip # q. Luego como A <B siy sélosiparatodop € L : A(p) < B(p)
resulta que por la propiedad 2 Cr(A) = Cr(V e {P} ® kaw) = Ve CrR({P} @ kag)) v

esto ultimo por propiedad C4® es equivalente a \/peﬁ{é’R({p}) ® ka(p)} lo cual es menor o
igual a Ve {Ca({p}) & kn(y} = Cr(B)

e En presencia de C2, C4® es equivalente a C5®. Para probarlo escribimos, como en el caso
anterior, al conjunto borroso Cr(A ® k) como combinacién de sus k4, gf-truncamientos
de la siguiente forma V . {Cr({P}) ® kayer}. Y como kypor = kap) ® k resulta que
la expresi6n anterior es igual a \/ c . {Cr({p}) ® ka(y) ® k}, la cual a su vez es equivalente

a Cr(A) ® k. Para la otra direccién de la equivalencia basta notar que C4® es un caso
particular de C5%.
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e La propiedad C5® implica a la propiedad C3. Para comprobarlo sélo es necesario considerar
el casoen que A=Lie Vpe L:A(p) =1.

Aqui probaremos que tomar algunas de esas propiedades alcanza para dar una caracterizacién de
estos operadores generados por relaciones reflexivas borrosas (en el sentido de la ecuacién 6.3).

Teorema 6.8 Un operador ha sido generado por una relacion reflexiva borrosa en términos de la
Definicidn 6.8 si, y sdlo si, satisface C1, C2 y C4%,

Prueba: Es sencillo mostrar que para cualquier relacién reflexiva borrosa, Cg satisface C1, C2, y
C4® usando las ideas mencionadas en las anteriores observaciones. La prueba del sentido inverso
es como sigue. Asumamos que estamos en presencia de un operador C' que satisface las propiedades
C1, C2 y C4®. Definamos entonces, para todo p,q € L, R(p,q) = C’({p})(q) Note que en tal
caso R es reflexiva como consecuencia de C1. Escribiendo nuevamente cualquier conjunto borroso
A como V c {p} A ka(p), donde k4(,) es el conjunto borroso constante definido por ka(y)(q) =

A(p), para todo ¢ € L. Resulta por C2, que C(4) = Voer C({p} ® ka(p)), que por aplicar
C4®, se rescribe como ~C~'(A) = VpGL C’({p}) ® A(p), y asi C’(A)(q) = Vpeﬁ C'({p})(q) ® A(p) =
Ve B(g,p) ® A(p) = Cr(A)(q). 0

Notemos que estas propiedades son la contraparte en este contexto de las correspondientes A1l y
A2 cuando consideramos aproximaciones superiores de conjuntos borrosos en el Capitulo 2.

Diferentes autores (por ejemplo ver [CT99]) han estudiado los asi llamados operadores de
clausura borrosos definidos por predrdenes borrosos. La idea basicamente consiste en pensar, tal
como se hace en las légicas multivaluadas con el operador de implicacién que captura el orden
en el reticulado, al patrén de inferencia mencionado anteriormente en términos de una relacién
de preorden borrosa R(p,q). En el trabajo de Castro y Trillas se estudian diferentes propiedades
de esta familia de operadores pero no se presenta una caracterizacién de la misma. Ese serd el
objetivo de los préximos resultados.

Primero notemos que los operadores definidos por 6.3 con R satisfaciendo sélo la propiedad de
reflexividad no son de clausura puesto que no verifican la propiedad de idempotencia:

® CﬁtéthCEBZZCﬁ
Incorporando esta propiedad podemos caracterizar los operadores de clausura generados por

un preorden borroso de la siguiente manera:

Teorema 6.9 Un operador de clausura es generado por un preorden borroso a través de la ecuacion
6.3 si, y solo si, satisface C1, C2, C4%® y C6.

Prueba: En virtud de la anterior caracterizacién sélo es necesario verificar que si la relacion es
®-transitiva entonces el operador es idempotente y viceversa. Una simple evaluacién muestra que
si la relaciéon R es ®-transitiva, entonces Cg satisface C6.

Cr(Cr(A)(@) = \/ {R(a|p) @ Cr(D®)} = \/ {R(a|p)® \/{R(p| 1) ® A(r)}} =

peEL peEL rel

\V Vi{R@Ip) ®R@|r) e Ar)}

pELTEL

que por aplicar ®-transitividad resulta que el Ultimo término es menor o igual a

V {R(a|7) @ A(r)} = Cr(A)(q)

rel

Por el contrario si C satisface las condiciones C1, C2, C4® y C6 y definimos R como en el teorema
anterior, entonces la relacién R es ®-transitiva. Para ello es suficiente notar que si consideramos el
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valor de C'(C'({p}))(q) por las consideraciones anteriores es igual a \/TGL{C’({T})(q) 2C({p})(r)} =

V,ecAR(g| 7)®R(r | p)} lo que por C6 es igual a C({p})(q¢) = R(q | p) tal como queriamos probar.
O

Esta caracterizacién complementa el resultado presentado por Elorza y Burillo en [EB99], que
determina que un operador definido por la ecuacién 6.3 es de clausura si y sélo si R es un ®-
preorden, cualquiera sea la t-norma ®.

Tomando en cuenta nuestra caracterizacién y la anterior definicién resulta cierto el siguiente
teorema.

Teorema 6.10 Un operador de clausura borroso definido por un preorden borroso R es el operador
de clausura implicativo minimal C. tal que C.({q})(p) = R(q | p), para cualquier p,q € L.

Ahora, consideraremos los operadores de clausura definidos por 6.3 donde en lugar de un
preorden R usamos una relacién de similitud borrosa S, que como ya fue mencionado en repetidas
oportunidades representa una generalizacién de la nocién de equivalencia clasica. Sefialemos en
este caso que la propiedad que se agrega al andlisis hecho hasta ahora es la de simetria. Luego
debemos introducir una propiedad que la fuerce. Una candidata es:

e C7: Cs({p})(q) = Cs({q}(p), for all p,q € L.

Ahora podemos probar que un operador de clausura borroso C' es definido a través de 6.3 por
una relacién de similitud S si y sélo si el operador satisface C1-C4%®, C6 y CT.

Prueba: En virtud de los teoremas anteriores sélo es necesario verificar que si la relacién borrosa
S es simétrica entonces Cg satisface C7 (puesto que la inversa es obvia). Pero eso es trivial porque
por definicién

Cs({ph(e) = \/ {S(a|r) @ {p}(r)} = S(q | p)

rel
y
s{ah ) = \/{SIr) @ {a ()} =5@p]q)
rel
y ambos lados derechos son iguales por simetria. O

En el razonamiento borroso se dice que un conjunto borroso A € LX es extensional respecto a
una relacién de similitud S si y sélo si

Alz) @ S(z,y) < Ay)

para todo par de elementos x,y en el universo X. En ese contexto para cualquier conjunto borroso
A se define a C's(A) como el menor conjunto extensional que contiene a A y suele ser referido
como la clausura extensional respecto a la relacién de similitud S. En [KC95], Klawonn y Castro
caracterizan algebraicamente la familia de conjuntos extensionales respecto de una relacién de
similitud S. Ellos prueban los dos siguientes resultados que reproduciremos parcialmente.

Teorema 6.11 (3.2 en [KC95]) Sea S una relacién de similitud sobre el universo L. Si deno-
tamos con Ag al conjunto de todos los conjuntos borrosos extensionales respecto de S, entonces si
A€ Ag, {Bi}ier < As y k € L entonces:

1. UieI B; € Asg
2. ﬂie[ B; € As
3. (E‘ ® A) € As
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4. (k@ A) € Ag
5 (A ®— k)€ As

Las primeras dos corresponden a afirmar que la familia de conjunto extensionales respecto a S
es cerrada por intersecciones y uniones. Las dos siguientes manifiestan que la extensionalidad
se preserva para k-truncamientos y k-estiramientos. Y la ultima significa que la extensionalidad
es preservada bajo una nocién de complementacién generalizada (donde o = 0 corresponde a la
complementacién usual). Note que el conjunto Ag corresponde a los puntos fijos de Cs.

Prueba: A partir de las propiedades ya probadas para Cys es sencillo ver que los primeros cuatro
conjuntos son puntos fijos de éste si A lo era. Para la ultima consideremos que A es extensional
respecto de S. Entonces es suficiente ver que C's(A ®— k) % (4 ®— k). Luego por residuacién
eso es equivalente a probar que para todo p € £ resulta que A(p) ® Cs(A @— k)(p) < k. Ahora
reemplazando por su definicién de clausura tenemos que el lado izquierdo es igual a

Ap)® \/{Sp] ) ® (Alg) ©= k)}

qgeL

lo que es equivalente

VA{Ap @S@|q)® (Alg) @ k)}

qeL

que como A es extensional resulta que lo anterior es menor o igual a:

V{40 @ (Alg) = F)} = \/ {A@ A b))} <k

qgeL qeL

O

Teorema 6.12 (3.3 en [KC95]) Sea A C F(L) tal que satisface las propiedades (1)...(5) del
teorema anterior. Entonces existe una relacion de similitud S tal que todos los elementos de A
son extensionales respecto de ella y ademds S es univocamente determinada por la ecuacion:

Spg) = [ (Ai(p) & Ai(g)) (6.4)
A;€eA

A partir de estos resultados surge la caracterizacién del sistema de clausura asociado a un
operador de clausura Cgs. De lo antedicho, es claro que dado cualquier familia de conjunto borrosos
{T;}ier podemos obtener el menor sistema de clausura que los contiene haciendo la clausura por
uniones, intersecciones, k-estiramientos y k-truncamientos, y k-complementaciones.

Ahora estamos en condiciones de discutir las relaciones entre los operadores de clausura gener-
ados por una relacién de similitud entre férmulas y los operadores de inferencia aproximados y de
proximidad presentados en [EGG95] y mencionados el capitulo 2, que provienen de una relacién
de similitud entre modelos. Una primera y méas evidente vinculo puede ser establecido por notar
que las medidas Is y Js 1 corresponde a preérdenes borrosos en £ x £ y por lo tanto generadores
de operadores de clausura mediante la expresiéon 6.3. Convengamos en denotar por Cr y C; alos
operadores generados por estas medidas. Aplicando la definicién al caso de conjuntos clasicos, la
primera termina expresada como

Cr(4)(q) = sup inf sup S(w',w)
pEAW EPwi=q

que es menos especifico que el grado de consecuencia aproximada

Is(q | A) = inf sup S(w',w)
WwEAwEq
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puesto que al ser todo modelo de A es un modelo de p si p € A podemos concluir que la segunda
expresion es mayor o igual a la primera. Es facil encontrar un ejemplo donde la desigualdad
contraria no ocurre (por ejemplo que para todo modelo w de ¢ exista un modelo wx, de p tal
que S(w#y,w) = 0) y que S(w',w) > 0,1 para todo w' |= A). Por lo tanto podemos decir que
en el sentido de especificidad la relacién de consecuencia aproximada es mejor que el operador
de consecuencia generado por el orden Is. Obviamente estas nociones coinciden, para conjuntos
clasicos, en el caso que A es finito y cerrado por conjunciones, i.e. si A puede ser representado por
una unica férmula. Por lo tanto ambas nociones de consecuencia coinciden para pares de férmulas
y en general divergen para conjuntos de férmulas.

En el caso de los operadores C'; definidos a partir de la medida de proximidad Js,1, resulta
que para el caso de conjunto de férmulas cldsicos pueden escribirse como:

Cy(A)(g) = sup inf {Is(p | @) ®— Is(q| @)}
peAwET

que es menos especifico que el grado de consecuencia de proximidad

Jsr(g|A) = wir';fT{Is(A | 0) @ Is(q | @)}

dado que si p pertenece a A resulta que Is(p | @) > Is(A | ©). Nuevamente las dos expresiones
son equivalentes en el caso que A es finito y cerrado por conjunciones.

6.5 Relaciones con otros trabajos

6.5.1 Inferencia Natural

En [BJ98], Boixader y Jacas consideran modelos de razonamiento que son extensionales con re-
specto a lo que ellos denominan el operador de ®-indistinguibilidad natural, dénde la indistinguibil-
idad se define en términos de grados de similitud. Para describir sus modelos, definen una familia
de operadores I : [0,1]Y — [0,1]V, dénde U y V representan universos de discursos o dominios.
Esos operadores son llamados operadores de inferencia extensionales si los mismos preservan or-
den, i.e. si Ay X yAs entonces I(A;) < vI(Az), y satisface la propiedad de ®-extensionalidad,
entendiendo por ella que Eff (A1, A2) < EY(I(A1),I1(A2)), donde Ef es la funcién de similitud
entre conjuntos borrosos definida por

Ef (A1, A2) = inf (A1 (2) V As(2)) = (A1(2) A A>(2)) (6.5)

y andlogamente para E{?. Vale la pena remarcar que esta idea de ®-extensionalidad es més débil
de la mencionada en la Definicién 6.6*. Boixader y Jacas prueban que es posible asociar a cualquier
regla borrosa del estilo “Si A entonces B” el asi-llamado operador de inferencia natural, que tiene
la particularidad de ser éptimo desde el punto de vista extensional.

Definicién 6.9 (Operador de Inferencia Natural) Dada la regla “Si A entonces B ” con A €
[0,1)Y y B € [0,1]V, el operador de inferencia natural Cap : [0,1]Y — [0,1]V asociado a dicha
regla es definido por

Cap(A)(v) = [inf (A"(u) = A(w))] = B(v)

Teorema 6.13 ([BJ98, Teorema 15]) El operador natural Cap asociado a la regla “Si A entonces
B7 es el operador de inferencia menos especifico que satisface que:

o Cup es extensional,

4Ademds, notar que esta nocién de equivalencia es diferente de 6.4 dado que aquella genera una medida de
indistinguibilidad entre elementos del dominio y esta tltima entre conjuntos borrosos
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° CAB(A) = B,
e B < vCag(A"), para cualquier A’ € [0,1]Y. Mds atin, si A’ < A, entonces Cap(A') = B

A partir de su definicién, es claro que el operador de inferencia natural determina el grado en que
infiere el consecuente B de la regla, segun el grado de inclusién entre la informacién disponible y
el antecedente de la regla. Estos operadores tiene la particularidad de generar cualquier operador
de inferencia extensional, tal como lo demuestra el siguiente teorema de representacién.

Teorema 6.14 ( [BJ98, Teorema 20]) C : [0,1]Y — [0,1] es un operador de inferencia exten-
sional (con_respecto a ®) si y solo si existe una familia “Si A; entonces B;” con i € I, tal que
C = infie] CAiBi -

Es de resaltar la coincidencia de estas ideas y resultados con los que corresponden a nuestros
operadores de clausura implicativos. De hecho, podemos afirmar que todo operador implicativo C.
es generado por los operadores de inferencia naturales correspondientes a las reglas “si T; entonces
T;” con dominio U =V = £ donde {T;};cs es la familia de generadores de C'c.

Desde este punto de vista, nuestro Teorema de Representacién 6.4 podria ser visto como un caso
particular del teorema de representacién antes mencionado. Por todo esto el siguiente resultado se
verifica trivialmente.

Teorema 6.15 Los operadores de clausura implicativos son operadores de inferencia extensionales.

Podriamos preguntarnos ahora si la reciproca de este teorema es cierta cuando consideramos
operadores de inferencia extensionales con U =V = L. Es sencillo probar que si bien la nocién de
®-extensionalidad de Boixader y Jacas es més débil de la mencionada en la Definicién 6.6, alcanza
para garantizar que sus operadores extensionales satisfacen la propiedad C’®4.

Proposicién 6.7 Cualquier operador de inferencia extencional C con U =V = L satisface la
propiedad Cg4.

Prueba: Por el teorema de representacién anterior existe una familia de operadores naturales
{C 4B, }ier tal que C = inf;c; Cy,B,. Probemos que para todo i € I y para todo p € L resulta que
Ca;B,(A)®k 2 Ca,p,(A®k). Observemos que Ca, 5, (A®k) = (A®k Cg A;) = B; = (k = (ACg
A;)) = B;. Pero esta tltima condicién es mayor o igual a: k® ((A Cg A;) = B;) = k® 4,5, (A),
tal como queriamos probar. |

Pero en general, estos operadores no satisfacen ni inclusién borrosa ni idempotencia borrosa. Cabria
preguntarse entonces bajo que condiciones un operador de inferencia extensional C' es uno de
clausura. Claramente si la familia generadora {C’ A;B; tier que surge del teorema de representacién
de Boixader y Jacas satisface la condicion A; = B; para todo i € I, caemos en el contexto de
nuestro Teorema 6.4 y por lo tanto C' serd un operador de clausura implicativo. Pero esa es una
condicién que puede ser relajada tal como lo prueban los siguientes resultados.

Proposicién 6.8 Un operadores de inferencia extensional C con U =V = L satisface inclusion
borrosa si y sélo si la asociada familia de reglas “Si A; entonces B;” coni € I, cumple que A; < B;
para todo i.

Prueba: Supongamos primero que para todo A € F(L£) : A = C(A). Entonces para toda regla
“Si A; entonces B;” tenemos que

Ca;B;(A)(g) = inf (A(p) = Ai(p)) = Bi(e) 2 A(q)

En particular para A = A; obtenemos que Vp € £ : 4;(p) < B;(p).
Para el sentido inverso de la prueba, asumamos que A; < B; para todo i. Como estamos trabajando
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en el contexto de una BL-dlgebra, nuestro supuesto implica que para cualquier p € £ : A(p) A
A;(p) < B;(p), lo que por continuidad es equivalente a A(p) ® (A(p) — Ai(p)) < Bi(p) y por
residuacién obtenemos que:

A(p) < (A(p) — Ai(p)) = Bi(p)

Por lo tanto C'a, 5, (4)(q) = infyec(A(p) = Ai(p)) = Bi(g) > (A(p) = Ai(p)) — Bi(p) > Aa).
Asi resulta que A < C(A) tal como querfamos demostrar. a

Note que en particular la proposicién anterior se aplica a los operadores naturales. Ahora es-
tudiaremos bajo que condicién podemos asegurar que estos operadores satisfacen idempotencia.
A partir de este resultado podremos establecer una condicién suficiente para que una familia de
generadores produzca un operador que satisfaga idempotencia.

Teorema 6.16 Cap es un operador natural idempotente con U =V = L si y sélo si (B Cg A) —
B =B.

Prueba:

=) Que Cap sea idempotente significa que Cap(Cap(A)) = B. Pero como por definicién
Cap(A) = B, entonces lo anterior es C4p(B) = B lo cual implica que (B Cg A) — B = B.

<) Asumamos que (B Cg A) — B = B y verifiquemos que Cap es idempotente. Tenemos que
Cap(Cap(C)) = (Cap(C) Cy A) = B = ((C Cg A) — B) Cg A) — B. Por propiedades
de la implicacién obtenemos que Cap(Cap(C)) = (C Cg A) ® (B Cg A) — B. Lo cual es
equivalente a (C Cg A) = ((BCg A) = B) = (C CEg A) —» B = Cap(0).

O

Observacion 6.2 Fsa condicion es mas restrictiva de lo que aparenta puesto que si ella se cumple
y la t-norma es min entonces los unicos elementos p € L para los cuales A(p) < B(p) sdlo pueden
ser aquellos en que B(p) = 1. Mds ain, si en cambio la t-norma es isomorfa a la del producto o
a la de Lukasiewcz y la condicion precedente se verifica, entonces si existe un elemento p € L tal
A(p) < B(p) resulta que B debe ser un conjunto cldsico.

Esta observacién nos lleva a plantear el siguiente teorema.

Teorema 6.17 Cap es un operador de clausura si y solo si Cip =Cgp.

Prueba: La prueba en el sentido de derecha a izquierda de la equivalencia es trivial. Para el otro
sentido, asumamos que C'4p es un operador de clausura. Luego A < B y por lo tanto (C' Cg A) <
(C Cg B). De eso resulta que Cgg(C) = (C Cgy B) = B % (C Cg A) — B = Cap(C). Para
verificar la desigualdad contraria tomemos Cxp(C) = (C Cgy A) - B % ((C Cy B) ® (B Cg

4)) » B =(C Cg B) = (B Ex A) = B) = (C Co B) » B = Cpp(C). 0

De esta manera hemos probado que un operador de inferencia natural Cap es un operador
de clausura si es equivalente a Cag = Cggr 0 lo que es lo mismo si es un operador de clausura
implicativo generado por B de acuerdo al Teorema 6.4. Asi podemos concluir que todo operador
de inferencia extensional C' con U = V = L es de clausura si es generado por una familia de
operadores de inferencia natural C4,p, con i € I que son operadores de clausura implicativos.
Quedara pendiente el determinar si esos son los tnicos.
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6.5.2 Inferencia como Extensiéon Candnica

n [Ger94], Gerla propone tomar cualquier operador de clausura cldsico C' (definido sobre el
dominio P(£)) y aplicarle el principio de extensionalidad de Zadeh y asi obtener un operador de
clausura borroso C* (definido sobre el dominio F(£)), de la siguiente manera:

Definicién 6.10 [Ger94/(Extension Candnica)
Dado un operador de clausura compacto C : P(L) — P(L), la correspondiente extension candnica
de C es el operador borroso C* : F(L) — F(L) definido por

C*(A)(p) =sup{a € L | p € O(4a)}
donde A, representa el a-corte cerrado de A.

Esa extensién candnica verifica que si un conjunto borroso A es cerrado por C* entonces cualquiera
de sus a-cortes es cerrado por C. Es sencillo verificar que C* es un operador de clausura borroso
sobre F(L) si y s6lo si C' es un operador de clausura sobre P(L). Tal como demostraremos a
continuacion esta familia de operadores también son implicativos.

Teorema 6.18 La extension candnica de cualquier operador de clausura es un operador de clausura
implicativo.

Prueba: Supongamos que C* es la extensién candnica del operador C. Por definicién
C*(A®k)(p) =sup{a € L |p€ C((A® k)a)}

Ademas, recordando que

= _ 0 Si k<A
(A®’“)A—{A(k®_u) Si k> A

luego resulta que

- - 1 SipeC(®
C(A®k)(p):{a slgeOEA) L) vE>a

En el primer caso claramente C*(A®k)(p)=1>C*(A )(p)©k = k. Si Si C*(A®k)(p) = a entonces
P € C(Ay @ o) v asi C*(4)(p) = k ®— a. Luego C*(A)(p) ® ke—= a)@k=kAa=aq,
tal como queriamos probar. O

k.
k=

Para el caso de los operadores de clausura borrosos que son extensiones candnicas de uno clasico
compacto, Gerla propone la siguiente caracterizacién

Teorema 6.19 Un operador de clausura borroso C es la extension candnica de un operador de
clausura compacto C si y sélo si C satisface las siguiente propiedades:

o C(A) =U{C(Ay) : A; tiene soporte finito, y Ay < A}
o C(Ag+) = (C(A))ar
A+ representa el a corte abierto de A.

Curiosamente Gerla no presenta una caracterizacién de sus extensiones canénicas cuando
provienen de un operador de clausura que no sea compacto. A continuacién cubriremos ese detalle.

Teorema 6.20 Un operador de clausura implicativo C' es la extensidn candnica de un operador
cldsico de clausura C' si y solo si C satisfice ademds las propiedades:
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e C(AVE)=C(A) VE.
e Si AcP(L) entonces C(A) € P(L).

Prueba: Primero, probemos la direccién que va de derecha a izquierda. La segunda propiedad
adicional indica que la clausura borrosa de un conjunto clasico tiene como resultado otro conjunto
cldsico. Asi, es posible considerar la restriccién de C a los conjuntos cldsicos como un operador de
clausura cldsico C, i.e. C = C\P(L). Entonces estamos en condiciones de definir:

C1(A)(p) =supfr e L |p e C(4))}

Obviamente C(A) = Cy(A) cuando A es clasico. En otro caso:

Gi(4) = [Jancoy < [J a4y

AEL AEL

puesto que C es una restriccién del operador C el cual satisface la propiedad C4. Por inclusién
este ultimo término es menor o igual a:

C(JAanAy =C)

A€EL

Por otra parte

Ci(A) = [ AvC(4y) = [ C(AV Ay)
AEL AEL

puesto que C' es una restricciéon del operador C' el cual satisface la primera propiedad adicional.
Por inclusién el dltimo término es mayor o igual:

C(( AV Ay =C4)
AEL

Para el sentido de izquierda a derecha de la prueba, asumamos que el operador de clausura
clasico C' fue dado y probemos que su extensién canénica C, satisface las propiedades adicionales
(puesto que arriba ya hemos probado que es un operador implicativo). Para verificar la primera
condicién basta ver que:

- L Sia<k
(AV’“)“_{ A, Sia>k

y asi resulta que:

sup{a € L|pe C((AVk)y)} =sup{fa € L|pe C(A.)}VE

La prueba de que C; es una operacién cerrada en el conjunto de los conjuntos clasicos de
férmulas surge inmediatamente si tomamos en cuenta que los conjuntos cldsicos son invariantes
frente a a-corte. Asi resulta que si A es clasico:

i 1 Si peC(A)
C1(A)(p) :{ 0 Si ﬁgC(A)

En la siguiente seccién resumiremos todas las caracterizaciones de operadores de clausura.
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6.6 Descripciéon de operadores de clausura

A modo de sintesis, en este apartado final presentaremos las propiedades de los operadores de
clausura borrosos a través del lenguaje de las BL-algebra de la siguiente manera:

1.
2.

10.
11.
12.
13.

© %% N o ok W

A x C(A).

si A < B then C(A) x C(B).

Por medio de la anterior enumeracién de propiedades podemos resenar los operadores men-
cionados en este capitulo de la siguiente forma:

14243

1+2+3+4
1+24+3+44+9+10
1+24+3+44+9+10+11
1+24+3+44+5+7
1+2+3+12+13

operadores de clausura de Pavelka.

operadores de clausura ®-implicativos.

operadores de clausura basados en un ®-orden.

operadores de clausura basados en una relaciéon de ®-similitud.
extensién candnica de un operador clasico.

extensién candnica de un operador cldsico compactos.



Capitulo 7

Razonamiento No Mond6tono y
Contrafactico
basado en Similitud

7.1 Introduccion

La intencién de este capitulo es estudiar la aplicabilidad del concepto de similitud, tal como ha
sido concebido hasta ahora, a modelos de razonamiento no estandar tales como los no monétono y
contrafdctico. Esto nos llevara a tratar dos tépicos intimamente relacionados con ellos, como son:
teorfa de cambio y actualizacién de bases de conocimientos!.

Lo que se conoce como razonamiento no monoténico aparece normalmente asociado al llamado
“razonamiento de sentido comin” y por ende con casi todas las dreas de la Inteligencia Artificial,
que pretenden construir sistemas que reflejen la actividad del raciocinio humano. De algin modo
podemos considerar al razonamiento no monétono inscripto en lo que Frege llamé, hace ya mas
de un siglo, “ciencia del razonamiento puro”, ain cuando, en un primer momento histérico, éste
se identificé con el razonamiento deductivo “cldsico”. En el mismo sentido podemos suscribir a
las 16gicas no mondétonas (LNM) dentro del espectro del célculo de ideas, que imaginaba Leibnitz.
Esto remarca la idea de que la no monotonia aparece como respuesta a las limitaciones que tienen
los modelos clasicos para formalizar ciertos aspectos del razonamiento humano, pero siendo fiel a
las motivaciones histéricas.

Los problemas derivados de la monotonia pueden ser ejemplicados de la siguiente manera.
Consideremos las dos expresiones:

“Los pajaros vuelan”
“Los pingiiinos no vuelan”

clasicamente deberiamos inferir
« e .. "
Los pingiiinos no son péajaros

lo cual contradice nuestro conocimiento sobre taxonomia animal. Por el contrario si impusiéramos
la condicién de que “los pingiliinos son pdjaros” obtendriamos un conjunto de sentencias inconsis-
tentes. Obviamente lo que estd ocurriendo es que los pingiiinos son una excepcién a la caracteristica
de volar de los pajaros. Una forma sencilla de resolver el problema, es cargar las precondiciones
de la regla de caracterizacién de manera de “filtrar” las excepciones. En nuestro ejemplo eso seria
reemplazar la primera expresion por:

LA lo largo de este capitulo supondremos que el lenguaje proposicional es finito, salvo en los casos en que
explicitamente anunciemos lo contrario
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“Los péjaros no pingiiinos vuelan”

El inconveniente de esta solucién es que requiere conocer a priori todas las excepciones (problema
conocido en filosoffa como quetere parvidus). Justamente, uno de los objetivos de las LNM es evitar
el tener que lidiar con semejante carga proponiendo sistemas formales que soporten, sintctica y
semanticamente, expresiones del tipo

“Tipicamente los pajaros vuelan”.

Ademas de no satisfacer la propiedad del contrareciproco, los patrones de inferencia no mondétonos,
en general, no aceptan otras caracteristicas tales como refuerzo del antecedente y transitividad,
cuyos contraejemplos pueden ser reformulados en términos del anterior. Por ejemplo, no parece
admisible que asumiendo que “Los pdjaros vuelan” inferir que “Los pdjaros que estdn muertos
vuelan” o a partir de aceptar que “los pingiiinos son pdjaros” y que “Los pajaros vuelan” concluir
que “Los pingliinos vuelan”. Los ejemplos subrayan la interdependencia de estas propiedades y la
imposibilidad de tomar el condicional material a través del teorema de deduccién como el operador
a nivel del lenguaje que represente los patrones de inferencia no monotdnicos.

Las l6gicas de contrafdcticos (desarrolladas, entre otros, por R. Stalnaker [Sta68] y D. Lewis
[Lew73]) son también ejemplos de sistemas que no satisfacen las propiedades del contrareciproco,
refuerzo del antecedente y transitividad. Sin embargo, la motivacién de las mismas son totalmente
diferentes. En este caso se busca capturar modelos de razonamiento contrarios a los hechos (con-
trafactual) representado en oraciones del tipo “Si Napoleén hubiera ganado la batalla de Waterloo
entonces hoy se hablaria més francés” o “Si Oswald no hubiera matado a Kennedy , entonces
alguien lo habria hecho”. Estos sistemas légicos pretenden representar este tipo de condicionales
mediante alguna conectiva légica > y dar condiciones de verdad (semdntica) para su interpretacion.
Obviamente este tipo de sentencias tampoco pueden ser modeladas por un condicional material
puesto que si tal fuera el caso al ser el antecedente falso, serian trivialmente verdaderas, lo cual no
resulta deseable a priori. La diferencia de estas logicas respecto de las no mondtonas radica en que
las contrafacticas, en general, satisfacen el axioma de “modus ponens” para el nuevo conectivo:

MP (¢ > ) = (¢ = ),

que autoriza a pasar de los antecedentes a las conclusiones de las reglas. Esta propiedad es la
que propicié el fracaso de muchos de los intentos de usar los condicionales contraficticos para
representar afirmaciones prototipicas y reglas “default”. Este hecho puede entenderse con el sigu-
iente ejemplo. Supongamos que deseamos representar que “si mi auto tiene combustible y bateria,
normalmente arranca”, mediante estos condicionales especiales:

(1) Combustible A\ Bateria > Arranca.

Sin embargo sabemos que existen circunstancias en las que, ain con combustible y bateria en
orden, el auto no arranca (por ejemplo, por tener un cable cortado):

(2) Combustible A Bateria A Cable — cortado > —Arranca

En un sistema con MP, de (1) y (2) se puede inferir, que en cualquier circunstancia en la cual son
verdaderos Combustible, Bateria y Cable-cortado, se verifica:

(3) Arranca,y
(4) —Arranca

lo cual es contrario al objetivo buscado. El ejemplo establece claramente que cualquier sistema
de 16gica condicional que pretenda dar cuenta del razonamiento no mondétono (RNM) no sélo no
deben satisfacer la propiedad de refuerzo del antecedente, sino que tampoco pueden tener modus
ponens. Pero en este caso, la 1égica resulta demasiado débil para poder ser utilizada efectivamente
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en la extraccién de conclusiones por defecto. La interrelacion entre estas dos propiedades (refuerzo
y MP) ha sido ampliamente debatida en la literatura. Por ejemplo en los tltimos trabajos de
Alchourrén se clarifica bastante sobre los limites formales de la interdependencia entre modus
ponens y refuerzo del antecedente en el contexto de légicas condicionales [Alc94].

Asociado a la idea de buscar una forma de evaluar estos tipos de condicionales (que tratan de dar
cuenta a nivel del lenguaje objeto de cierta sentencias “Si ... Entonces ... ” del lenguaje natural),
Ramsey propone en [Ram31] determinar la aceptabilidad de una férmula ¢ > ¢ en el contexto de
una teoria T', haciendo el ejercicio de introducir la menor cantidad de cambios necesarios en T con
el fin de aceptar consistentemente ¢ y entonces verificar si en ese nuevo contexto hay suficientes
argumentos para sostener 1 2. Esta idea conlleva inmediatamente a asociar los recientes resultados
de revisién de creencias y actualizacién de bases de conocimiento con los de razonamiento no
mondtono y contrafactual.

Lo que sigue del presente capitulo estara organizado de la siguiente forma. En las tres préoximas
secciones daremos sendas introducciones a las légicas no monétonas, de contraficticos y dindmica
de cambio. En las siguientes tres mencionaremos nuestros aportes a cada uno de esos tOpicos.
Finalizaremos el capitulo con un andlisis de los resultados presentados en relacién con otros ya
presentes en la literatura.

7.2 Légicas no mondtonas

Minsky senala que la légica standard es mondétona porque sus reglas de inferencia, que él llama
permisivas, son en general del tipo “i) es un teorema si ¢...¢, son teoremas”, donde agregar
axiomas solo puede hacer que mads teoremas sean derivables y nunca invalidar uno previo.

Como fuera mencionado en el ejemplo introductorio, el problema parece sustentarse en que
las descripciones de dominios razonablemente complejos son naturalmente incompletas, y que las
apelaciones a asunciones, “defaults”, etc. buscan “completarlas” llenando provisoriamente los
“agujeros” con aserciones validas, mientras no haya evidencia en contrario, lo que conduce a
inferencias basadas en reglas “no permisivas” (“i es un teorema si ¢ ...¢, son no teoremas”), una
de cuyas instancias mas conocida es:

Si Ve infiera -

Esto tiene, intrinsecamente, un problema de dificil (sino imposible) resolucién: la no existencia
de lo que se denomina teorias de prueba, salvo para el caso proposicional o bajo ciertas restricciones
(Bossu y Siegel en [BS85]). Puesto que, si consideramos una légica, como la de primer orden, cuyos
no teoremas son no recursivamente enumerables (si lo fueran, los teoremas formarian un conjunto
recursivo), resulta que no existe un algoritmo tal que, dada una férmula ¢, pueda establecer que
no es teorema, aun en el caso de que esto sea asi. Sin embargo, los inconvenientes de este tipo
de razonamientos no se agotan alli, un ejemplo ilustrativo de las dificultades que subsisten, lo
suministran Hanks y McDermott en [HMS86] con el “shooting problem”.

Un elemento comin que se puede apreciar en varios formalismos propuestos es la apelaciéon
a cierto concepto de “minimalidad” (modelos minimos, interseccién de puntos fijos, extensiones
minimales, etc). Shoham en [Sho86], propone una visién unificadora en base a dos perspectivas:

1. Priorizar las caracterizaciones semanticas por sobre las sintacticas, que son las predominantes
en las logicas “default”, no monotonica y autoepistémica. La idea es fijar un lenguaje légico
no necesariamente de primer orden, y luego proveerlo de una semantica adecuada a la relacién
de derivacion que cada aplicaciéon puede necesitar.

2La frase textual es: “[I|f two pleople are arguing ‘Si ¢ will ¥¥?’ y both in doubt as to ¢, they are adding ¢
hypothetically to their stock of knowledge y are arguing on that basis about ¢”
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2. La relacién de derivacion en cuestion, deberia estar definida en términos de “verdad en todos
los modelos minimales de la axiomatizacién dada” donde el criterio de minimalidad seria
dependiente de la aplicacién.

Para Shoham, una axiomatizaciéon de un dominio de aplicacién, junto con una caracterizacién de
los modelos minimos deseados, es una especificacion suficiente para la relacién de derivacion no
monotoénica requerida.

Basado en estas ideas, en [Sho87], este autor propuso una teorfa de modelos general para las
inferencias no monétonas. Como ya fue mencionado en al capitulo 2, en la légica cldsica, una
proposicién 9 se sigue légicamente de otra proposicién ¢, y lo notamos: ¢ = ¢ si y sélo si ¢ se
satisface en todos los modelos de ¢. Es inmediato que con dicha definicién la consecuencia légica
E es mondtona, por ser los modelos de ¢ A x un subconjunto de los de ¢. Shoham sostiene que
una nocién de consecuencia légica no mondtona puede caracterizarse a partir de algin subconjunto
de los modelos de ¢: ¢ |~ 1 si y sblo si ¢ se satisface en los modelos “preferidos” de ¢. Dada
una légica “standard” £, Shoham construye una légica Preferencial £, afiadiendo al conjunto de
interpretaciones de £, una relacion de “preferencia” < entre ellas. La relacién de preferencia es un
orden parcial y un mundo v es preferible a otro mundo w, si se considera a v como “més normal”
que w. Asi es posible, dado ¢, concluir “por defecto” v , si todos los mundos “més normales” entre
los ¢p-mundos, también satisfacen ¢). En otras palabras, ¢ se sigue “por defecto” de ¢ en L., si los
1p-mundos son un superconjunto de los ¢-mundos “mas normales”. Esta nociéon de “normalidad”
es una generalizacion de la Hip6tesis de Mundo Cerrado y Circunscripcién. Mas ain, Shoham
demuestra que varios de los sistemas no monétonos conocidos (en particular Circunscripcién, lgica
Autoepistémica y el propuesto en Bossu y Siegel ([BS85]) pueden tener una semdntica en términos
de una relacién de preferencia adecuada. En Makinson ([Mak89]) se generaliza la definicién de las
estructuras de modelos preferenciales. Una estructura M es una terna : M = (W, |5, <), donde W
es un conjunto arbitrario no vacio (“estados” o “mundos”), < una relacién (de “preferencias”) en
W'y = una relacién (de “satisfactibilidad”) entre las sentencias del lenguaje £ y los elementos de
W. Una estructura de modelo preferencial M induce una relacién de inferencia |~ de la siguiente
manera: ¢ |~ ¢ siy sblo si, para todo w € W, si w =« ¢, (satisface preferencialmente ¢ segin
la relacién < ), entonces w = 1, donde w |=« ¢ si y sblo si w = ¢ y no existe w’ € W, con
w' < w tal que W' < ¢. Como es indicado por Makinson en [Mak94], esta casi arbitraria
estructura (en el sentido que W es cualquier conjunto, < es una relacién cualquiera entre férmulas
y [E es una relacién arbitraria entre elementos de W'y férmulas) tiene un buen comportamiento
puesto que satisface las condiciones de inclusién, idempotencia y corte (obseracién 3.4.2 pag. 73).
La caracterizacién mas precisa de los elementos del modelo permite definir distintas familias de
relaciones de inferencia inducidas, y estudiar las propiedades que poseen. Un ejemplo son los
modelos preferenciales “stoppered” (se dice que M = (W, |=, <) es “stoppered” si, dado cualquier
subconjunto V de W y un elemento v en él, o bien v es <-minimal, o bien existe v’ en V, v/ < v
y v’ es minimal). Con estas herramientas, en [Mak94], se analizan diferentes sistemas de RNM
propuestos en la literatura.

Casi simultdneamente a estos enfoques semanticos D. Gabbay, en [Gab85] se preguntaba: dada
una relacién |~ entre enunciados, cudles serian las propiedades formales que podrian caracterizarla
como una relacién de inferencia de un sistema no mondétono. El punto de partida para ese andlisis
fue tomar una de las caracterizaciones posibles de la nocién de consecuencia sintactica ¢1, ..., ¢y F
1, que se lee “y es conclusion sintactica de las premisas ¢1,...,¢,”, la cual definicionalmente
corresponde a la existencia de una secuencia de enunciados del lenguaje utilizado £, tal que el
ultimo de la secuencia es ¢ y donde los enunciados de la secuencia o bien son los ¢; (1 <i<n)o
bien se van construyendo a partir de los anteriores en base a reglas de inferencia. Una presentacién
de las propiedades estructurales bésicas de dicha nocién de consecuencia, es la siguiente:

Reflexividad: ¢1,...,¢n, ¥ F ¢
Corte: Si ¢1,...,0nF X ¥ b1,...,0n, X 1 entonces ¢1,...,¢0n F ¢
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Monotonia: Si ¢q,...,¢, -1 entonces ¢1,...,¢0n,x F ¢

Noétese que estas tres propiedades las cumple una nocién de inferencia sintdctica aun cuando
no existan reglas de inferencia. Por lo tanto, la propia definicién de consecuencia sintdctica tiene
incorporada la idea de monotonia, y sélo tolerard reglas de inferencia “libres de contexto”. Gabbay
arriba a la conclusién de que una nocién de inferencia no mondtona requiere otra caracterizacion
estructural basica que no incluya la tercer regla y que sea correlato de una consecuencia sintactica
que admita reglas globales. Con este objetivo, Gabbay propuso, para una relacién de inferencia no
mondétona pv, mantener Reflexividad y Corte y reemplazar Monotonia por una forma mds débil,
que fuera bautizada en [Mak89] como monotonfa cautelosa (’cautious monotony’):

Monotonia Cautelosa: Si ¢1,...,¢n X ¥ @1,.-.,0n |~ entonces ¢1,...,¢n, X I~ ¢

Reflexividad expresa la idea de que toda férmula se deduce a si misma. Si bien esta propiedad
parece mas que razonable, algunos sistemas paraconsistentes (i.e. que permiten trabajar con algin
tipo de inconsistencia interna en una base de conocimiento sin trivializar la inferencia) como el que
propone Benferhat et al. ((BDP97]) en el contexto de una seméntica posibilistica, no la satisfacen
plenamente.

Corte representa el hecho de que una conclusién plausible es tan segura como los supuestos en
los que estd basada, y por lo tanto se puede “acumular” en las premisas. En otras palabras, no hay
pérdida de confianza en la cadena de derivaciones plausibles. Esto no ocurre en las inferencias de
tipo probabilistico, y es un hecho que este tipo de inferencias no satisface Corte. Similar situacién
se plantea en los sistemas de infencia basados en similitud mencionados en el Capitulo 2.

Monotonia Cautelosa expresa el hecho de que incorporar una nueva premisa, cuya verdad
habia sido concluida plausiblemente de los conocimientos previos, no deberia invalidar las viejas
conclusiones. Siguiendo a Makinson, se define una relacién de inferencia como cumulativa si y sélo
si satisface Reflexividad, Corte y Monotonia Cautelosa. En particular, la clase de las relaciones
cumulativas coincide con las inducidas por las estructuras de modelos preferenciales “stoppered”
(observacién 3.4.3, en [Mak94], pag. 74).

Como fue mencionado en el Capitulo 6, los distintos sistemas deductivos conocidos se ob-
tienen agregando diversas propiedades a un conjunto minimo. Ese camino es el seguido por Kraus,
Lehmann y Magidor ([KLM90]), al caracterizar varias familias de relaciones de consecuencia pref-
erenciales en términos sintacticos y seménticos. Para ello, aumentan el conjunto de propiedades
propuesto por Gabbay, de modo de tratar con un lenguaje que posea las conectivas clasicas. Cada
familia de relaciones se identifica con cierto tipo de modelos de tipo preferencial. A la vez, todas las
relaciones de consecuencia definidas por los distintos modelos de una dada familia estdn cerradas
por un determinado conjunto de reglas de inferencia que las caracterizan sintacticamente. Las dos
familias que han sido mds tratadas desde entonces son la Preferencial y la Racional. El sistema P
(preferencial) presenta las propiedades:

Reflexividad:
¢ 9.

Preservacion de Equivalencia Loégica a Izquierda
Si|=¢ ¢ ¢y ¢ |~ x entonces ¢ |~ x

Debilitamiento a Derecha
Sil=x = vy é | x entonces ¢ |~ 1.

Conyuntividad a Derecha
Sig 1y ¢ x entonces ¢ |~ A x.

Cumulatividad
Sig 1y E ¢ entonces ¢ v x siysblosiy v x.



162CAPITULO 7. RAZONAMIENTO NO MONOTONO Y CONTRAFACTICOBASADO EN SIMILITUD

Disyuntividad a Izquierda
Si ¢ v 1)y x I~ 4 entonces 6V x | 4

y resulta correcto y completo respecto a la familia de modelos prefenciales “stoppered” y tales
que en cada uno de ellos la relacién | respeta a todas las conectivas veritativas funcionales del
lenguaje £ (i.e. paratodow e Wy oy ven L,wE-¢dsiysdlosiwlEdywlEPAY siy solo si
wE ¢y wlE1Y). Ademds, en el sistema P la regla de Corte es una regla derivada, lo que permite
definir a la operacién de inferencia caracterizada por el sistema P como cumulativa. Un sistema
es racional (R), si estd caracterizado por todas las reglas de P, mds la siguiente de monotonia
racional ('rational monotony’):

Monotonia Racional

Sid 1y @~y entonces A x bt

que expresa, a juicio de los autores, el grado més alto de monotonia compatible con una nocién
de inferencia no mondtona. Este sistema es correcto y completo respecto al conjunto de todos
los modelos preferenciales “stoppered”, con |= respetando las conectivas y tal que la relacién de
preferencia es ranqueada (propiedad también conocida como modular y definida como: siw < vy
v £ v entonces w < v).

Varios autores han observado que los modelos preferenciales (y por tanto los sistemas inferen-
ciales que de ellos se derivan) no satisfacen la siguiente razonable propiedad:

Preservaciéon de Consistencia:
Si ¢ |~ L entonces ¢ = L.

la cual establece que un sistema no mondtono genera una inconsistencia sélo si ésta se generaba
cldsicamente. En [GM94] es mostrado que el sistema (R) extendido con la anterior propiedad de
preservacion de consistencia es correcto y completo respecto de la familia de modelos que ellos
llaman “elegantes” (nice) y se corresponden con los anteriores modelos ranquedos que ademas sat-
isfacen la propiedad de “amplitud” (ample) con respecto a la nocién de consecuencia légica clasica
Cn definida como: para toda proposicién ¢ consistente respecto a Cn, hay un w € W tal que
w = ¢ (teorema 3.8). Sin embargo, en dicho trabajo este es un resultado marginal.

El principal objetivo del mismo es dar sustento formal a la perspectiva epistémica, intuitiva-
mente plausible segin ellos, de que las expectativas que un agente tiene acerca de diferentes aspectos
del mundo tengan distintas intensidades y/o importancia. Para formalizar esa idea, Makinson y
Girdenfors asumen la existencia de un orden <¥ entre las sentencias de un lenguaje £. Asi, dadas
dos sentencias ¢ y ¢, ¢ <F 1) deberia ser interpretado como “4 es al menos tan esperado como ¢” o
“¢ es al menos tan sorprendente como 9)” (escribiremos“¢ <% ¢)” para representar “not ¢» < ¢”).
Makinson y Girdenfors enuncian tres propiedades, las cuales argumentan deben ser verificadas por
cualquier ordenamiento razonable de sentencias que busque representar un orden de expectativas
entre ellas. A continuacién las presentamos y comentamos:

dominancia Si ¢ |= ¢, entonces ¢ <F .
Este axioma garantiza cierta coherencia, en el sentido que una sentencia 1 tiene que ser

al menos tan importante como los argumentos que la sostienen légicamente. En particular
valdra reflexividad (¢ <F ¢).

conyuntividad ¢ <¥ (¢ A) o p <F (¢ Ap).
Observe que en concordancia con dominancia esta propiedad establece que: ¢ ~¥ (¢ A1) o
¥ ~F (¢ A9). Lo cual establece que el orden epistémico de una conyuncién es equivalente al
menor de los érdenes de sus conyuntos.

transitividad Si ¢ <¥ ¢ y o) <¥ y, entonces ¢ <¥ y.
Esta propiedad, junto con las dos anteriores, establece que la relacién entre férmulas serd un
preorden total.
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Note que las tres condiciones implican conectividad (¢ <¥ 1 o ¢ <F ¢), lo que es consider-
ado por varios autores como un requerimiento epistémico demasiado fuerte (para algunos de ellos
equiparable con el de omnisciencia) debido a que impone que todo par de férmulas sea comparable.
Es relevante mencionar que esos tres axiomas son parte de las cinco condiciones usadas en [G&r88]
y [GMS8S8] para definir la nocién de atrincherarmiento epistémico® empleada para dar una perspec-
tiva alternativa de la logica de cambio de teoria. Volveremos sobre este aspecto mas adelante.

Esa clase de 6rdenes pueden ser utilizados para determinar cuando ¢ implica no monétonicamente
a 1, como el caso en el que ¢ se deduce clasicamente desde ¢ en conyuncién con todas las proposi-
ciones que son mas esperables. De acuerdo a Makinson y Gérdenfors, la forma natural de se-
leccionar las férmulas que “acompanaran” a ¢ para verificar si se deriva 1) no monotdénicamente,
consiste en tomar el conjunto de ellas cuyo orden epistémico es estrictamente mayor que —¢. Eso
motiva la siguiente definicién.

Definicién 7.1 Una relacidn |~ entre proposiciones es una relacidn de consecuencia compara-
tiva (o de expectativa) si y sélo si hay un orden <P satisfaciendo transitividad, dominancia y
conyuntividad tal que la siguientes condiciones suceden:

oYy = oEY o0 hay una proposicion x tal que ¢ A x =1 y ~p <F x.

En [GM94] ha sido demostrado que estas relaciones comparativas entre férmulas satisfacen las
propiedades de Supraclasicalidad, Preservacion de Equivalencia Légica a Izquierda, Conyuntividad
a Derecha, Preservacion de Consistencia, Corte, Disyuntividad a Derecha y Monotonia Racional
y viceversa. Asi, esas propiedades caracterizan a la familia de relaciones de consecuencia compar-
ativas. Teniendo en cuenta los resultados mencionados méas arriba, resulta claro que para cada
operador de inferencia generado por un orden epistémico también existe un modelo elegante que
lo caracteriza seméanticamente y viceversa (teorema 3.9 en [GM94]).

Una forma alternativa de definir un orden <¥ entre sentencias fue propuesto en [FHL94], al
cual se lo denominé orden de posibilidad y del cual se requiere que satisfaga las propiedades de
transitividad, dominancia y:

disyuntividad ¢V <F po Vv <F

la cual estable una propiedad dual a conyuntividad y que en presencia de dominacia determina que
OV Y =T po oV . En este caso, ¢ <F 1 denota que ¢ es al menos tan posible como ¢.

Tal como es apuntado en [FHL94], el dual de un orden de posibilidad, definido como ¢ <F ¢
siy sélo si =) <F —¢, es un orden de expectativa en el sentido de Gérdenfors y Makinson. Asi, si
la condicién —¢ <F y es cambiada por ~y < ¢ en la Definicién 7.1, obtenemos una equivalente
relacién de consecuencia comparativa. M3s atin, en [FHL94] es probado que las siguientes tres
expresiones son equivalentes para un orden de posibilidad <F:

1. hay una proposicién x tal que ¢ A x E oy ~x < ¢.
2. o N <F .
3. 0N <F oA

Por lo tanto a través de esas condiciones podemos dar diferentes (pero equivalentes) versiones
de la Definicién 7.1 p.ej. p ory = oY 6 oA < pAp.

Terminaremos esta seccién destacando que han sido tres los enfoques a través de los cuales
hemos presentados las relaciones de consecuencia no mondtona: la seméntica basada en un orden
entre mundos posibles; la metalingiiistica basada en la descripcién en términos de reglas de se-
cuentes de sus propiedades; la epistémica basada en un orden de preferencia entre férmulas. Estas
tres caracterizaciones volveran a aparecer cuando demos cuenta tanto de los contrafacticos como
de las teorias de revisién de creencias y actualizacién de bases de conocimiento.

3En ingles epistemical entrenchment
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7.3 Loégicas de contrafacticos

Lewis en [Lew73] inicia su an4lisis de los contrafacticos con el siguiente ejemplo “Si los canguros
no tuvieran cola serian muy inestables y se caerian”. El asegura que ese enunciado debe ser
interpretado como afirmando que en las condiciones més similares al contexto donde dicha sentencia
es enunciada y tales que efectivamente los canguros no posean cola, serd el caso que estos mamiferos
seran inestables y que se caeran con facilidad. Esencialmente el problema que se plantea en este
contexto es el de formalizar 16gicamente los enunciados condicionales usados en el lenguaje natural
que se caracterizan por tener un antecedente que es falso en el momento de ser emitido (de alli el
nombre de contrafictico) y cuya objetivo es establecer una conclusién en condiciones hipotéticas
(las de las premisas). En el caso de este tipo de condicionales parece claro que el hecho de poseer
un antecedente falso no es condicién suficiente para que la proposicién condicional sea considerada
verdadera. Ejemplos como el mencionado muestran que estos seran considerados verdaderos o
falsos, segin las creencias u opiniones que el hablante tenga respecto a su contenido significativo.
Esto conlleva directamente a descartar la posibilidad de dar sus condiciones de verdad en base a
tablas tal como sucede con los operadores veritativos funcionales.

Esta situacién, someramente descrita, ha llevado a muchos lgicos a enfocar el problema de
interpretacion de los contraficticos desde una perspectiva modal haciendo uso de la semantica de
Kripke.

En los anos recientes, se han hecho intentos por adaptar la semdantica de mundos posibles de
la légica modal ordinaria, para proveer un andlisis de los condicionales contrafacticos. La idea
es tratar una proposicién de la forma “Si fuera el caso de ¢ entonces seria el caso de 1” como
verdadera en un mundo w si y sélo si es verdadera en el mundo (o los mundos, o “la mayoria” de
los mundos) que se “parecen” a w. El enfoque hace uso entonces de una funcién f(¢,w), conocida
como funcién de ajuste, o funcién de seleccién, la cual actia, dada una proposicién ¢ y un mundo
w, devolviendo un mundo en particular o un conjunto de mundos (dependiendo de cual sea el
enfoque que se utilice) en los cuales ¢ es verdadero pero que son en alguna forma, minimalmente
diferentes de w. En ese contexto, la verdad de una proposicién condicional ¢ > v en un mundo w
es asumida cuando el consecuente 1 es verdadero en todos los mundos seleccionados por la funcién
de seleccién, o sea en f(¢,w) y falso en caso contrario. Las diferentes teorfas de condicionales
contraficticos surgen a través de determinar las propiedades que dicha funcién de seleccién debe
satisfacer. Asi, por ejemplo, Stalnaker ([Sta68)]) considera una semdntica constituida por:

1. Un conjunto W de mundos posibles;

2. Una relacién de accesibilidad R entre elementos de W, que es reflexiva pero que puede tener
otras propiedades que originaran distintos sistemas;

3. Un mundo absurdo designado por A en el cual todas las contradicciones son verdaderas;

4. La funcién de seleccién f : L x W — W U{A}, a la cual se le requiere satisfacer las siguientes
condiciones para todo antecedente ¢ y ¢', y mundo w:

(a) f(¢,w) pertenece a los modelos de ¢, es decir la verdad de un condicional debe ser
evaluada en un tnico ¢-mundo;

(b) f(¢,w) = A si y sblo si no hay ningin mundo posible respecto de w en el que ¢ sea
verdadero (en particular si el antecedentes es inconsistente);

(c) Si ¢ es verdadero en w, entonces f(¢,w) = w, i.e., si la proposicién condicional tiene
un antecedente que es verdadero en el mundo de referencia w entonces la funcién de
seleccién debe elegirlo como tnico contexto para evaluar el condicional. Esto resulta muy
intuitivo si tenemos en cuenta que que el mundo a seleccionar deberia ser el mas similar
al mundo de referencia y en tal sentido (como ya fue asumido en nuestra disertacion)
parece legitimo y natural que la funcién elija en el caso en cuestién al mundo actual,
puesto que no puede haber un mundo més parecido a él que él mismo.
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(d) Si ¢ es verdaderoen f(¢',w)y ¢ es verdadero en f(¢,w) entonces f(¢',w) = f(¢,w). O
sea que si ¢ es verdadero en un mundo seleccionado donde ¢’ es verdadero y viceversa,
entonces el mundo seleccionado para ¢’ es el mismo que para ¢. De ahi que si una
funcién de selecciéon establece al mundo v como mads parecido a w que el mundo v,
ninguna otra instancia de la funcién de seleccién podra determinar lo contrario, i.e., que
v es mas parecido a w que lo que lo es v.

Las condiciones (a) y (b) de f, sugieren que no hay otras diferencias entre el mundo de
referencia y el seleccionado fuera de las implicadas por el antecedente del condicional y que
la funcién de seleccién estd basada en un orden de mundos posibles segin su parecido al
mundo de referencia. Las condiciones (c) y (d) establecen precisamente un orden total entre
los mundos posibles, en el cual el mundo de referencia precede a todos los demas.

5. Una funcién [] que asigna a cada sentencia del lenguaje ¢ un subconjunto de W (todos los
mundos donde ¢ es verdadera).

En el trabajo mencionado, Stalnaker caracteriza la logica correspondiente a esta semdntica (a la
que denomina C2) mediante un conjunto de axiomas y reglas de inferencia de la que nosotros
daremos una formulacién equivalente debida a Nute ([NCO00]):

Tau Tautologias de la légica proposicional.
ID ¢ > ¢

MP (¢ > ) = (¢ = ).

MOD (¢ > ¢) = (¢ > ¢).

CSO [(¢> ) A (¥ >9)] = [(¢>x) & (¥ >x)]

CV [(¢>¢) A=(d > )] = [(@AX) > )]

CEM (¢ > ) V (¢ > ).

y las siguientes reglas de inferencias.

MP SiF ¢y b ¢ — 1) inferir F o).

RCK Sik (¢1,...,¢,) — ¢ inferir F [(x > ¢1) A--- A (X > ¢n) = (x > 1) conn > 0.

Noétese que algunos de estos axiomas y reglas de inferencia ya aparecieron en el Capitulo 3.

Lewis en [LewT73] presenta una seméantica alternativa para condicionales contraficticos que
aborda los problemas que surgen de la propuesta por Stalnaker al satisfacer el principio CEM del
tercero excluido. Asi, Lewis trata de abandonar dos de los principales compromisos que asumia
aquel enfoque: el supuesto del limite (en inglés Limit Assumption) que establece que para todo
mundo w y antecedente ¢ existen mundos posibles més cercanos (o similares) a w donde se satisface
¢; v la unicidad de dicho conjunto. Para ello, Lewis primero reduce la anterior nocién de modelo
a un triplete (W, f,[]) donde W y [] representan lo mismo que en aquel caso y f es una funcién
de seleccion en £ x W — P(W) y que satisface las siguientes propiedades:

1. f(¢,w) estd incluido en los modelos de ¢, es decir se cambia la idea de pertenencia de
Stalnaker por la de inclusidn;

2. Si ¢ es verdadero en w, entonces f(¢,w) = w;
0;
4. Si ¢ es verdadero en f(¢',w) y ¢' es verdadero en f(¢,w) entonces f(¢',w) = f(¢,w);

3. Si f(¢,w) = (b entonces para todo proposicién 1 entonces f (1, w) ([#]



166 CAPITULO 7. RAZONAMIENTO NO MONOTONO Y CONTRAFACTICOBASADO EN SIMILITUD

5. f(,w) @] # 0, entonces f(¢ A d,w) C f(d,w).

Esta primera propuesta de Lewis, donde la idea de mundo absurdo A es representada por la de
conjunto vacio y la idea de seleccién unitaria es reemplazada por una multiple, salva algunos
inconvenientes de la propuesta por Stalnaker. Sin embargo, Lewis termina cuestionando esta
semantica de funcién de seleccidn por asumir por definicién, el supuesto de limite, que él considera
tan insatisfactorio como el supuesto de unicidad. Consecuentemente, Lewis hace una propuesta
superadora que denominé semdntica de sistemas de esferas y que consiste en un triplete (W, $,[])
donde W y [] representan lo mismo que en las anteriores semdnticas y $ es una funcién con dominio
W y rango 22" tal que $(w) es un conjunto de subconjuntos de mundos satisfaciendo:

1. $(w) es un sistema anidado de conjuntos llamados esferas (SP), i.e., $(w) estd totalmente
ordenado por inclusién.

2. $(w) es cerrado bajo unién e interseccién®.

En particular:

e Si [J{SP | SP € $(w) } = W para todo w € W entonces el sistema de esferas es llamado
universal.

e Si w pertenece a todo $(w), entonces el sistema de esferas es llamado débilmente centrado.
e Si {w} € $(w) para todo mundo w de W, el sistema de esferas es referido como centrado.

e Si $(w) = $(w') para todo par de mundos w, w' en W, entonces se dice que el sistema de
esferas es absoluto.

En este contexto, se afirmard que ¢ > 1 es verdadero en w si y sélo si $(w) N [@] es vacio o
si hay una esfera S € $(w) tal que SN [¢] # By SN [p] C [¢)]. Es importante remarcar que
en los casos en que existe un conjunto de ¢-mundos mas cercanos a w, las condiciones de verdad
en w para un condicional con antecedente ¢ bajo la seméntica de esferas centradas o bajo la de
funcién de seleccién de Lewis, son equivalentes. Esta “equiparacion” entre seméntica de sistemas
de esferas centradas y de funcién de seleccion es aiin mas relevante si se tiene en cuenta que ambas
caracterizan a la misma légica, i.e., el supuesto del limite no es discriminable desde el lenguaje
objeto.

Lewis llam6 VC al sistema 16gico que es correcto y completo respecto a esas dos seménticas,
el cual es un subsistema propio de C2 consistente en reemplazar el axioma CEM por el siguiente:

CS (¢ AY) = (¢ = ).

Para Lewis este es el sistema que recoge mas apropiadamente la nocién de condicional contrafictico
y en su libro le dedica ese rol preponderante. Sin embargo no todos los autores coinciden con tal
distincién y proponen modelos alternativos. A continuacién, sefialamos dos de estas propuestas a
modo de ejemplos ilustrativos. La primera corresponde a Pollock ([Pol76]) quien rechaza la tesis
CV. La l6gica condicional que este autor llama SS es el més pequeno conjunto de férmulas cerrado
bajo todas las reglas listadas para VC y que contiene todas sus tesis salvo que CV es reemplazada
por:

CA [(@>Y)A(x>)] = [(oVx)>]

Esto da como resultado un sistema propiamente mas débil que el de Lewis dado que CA es un
teorema de VC. Obviamente, SS no estd determinado por una semantica donde la funcién de
seleccion satisface (1)-(5), sino que debemos reemplazar la condicién (5) por:

4Si 3 es un subconjunto de $(w) entonces tanto ({SP | SP € =} como |J{SP | SP € ="} pertenecen a $(w)
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5. foV,w) C flo,w)Uf(Y,w).

Entonces SS estd determinado por la clase de todos los modelos de la forma (W, f,[]) donde
Wy [] son como antes y f satisface las condiciones (1)-(4) de Lewis y (5’). Como consecuencia
de estos cambios en la semantica, resulta que la nocién de comparacién subyacente es un orden
parcial y no uno completo tal como sugieren Lewis y Stalnaker, i.e., podemos tener dos mundos w
y v tal que su similitud a un tercero v es incomparable.

Otro sistema de 16gica condicional fue propuesto por Aqvist en [Aqv73]. Su principal motivacién
era presentar un sistema légico que captura la idea de que los contextos que son seleccionados para
evaluar una sentencia condicional no son los “mds” similares sino los “suficientemente” similares
al mundo de referencia. Seméanticamente, eso remite a abandonar la condicién (2) sobre la funcién
de seleccion y reemplazarla por:

2", Si ¢ es verdadero en w, entonces w € f(d,w).

Asi, la familia de todos los modelos (W, f,[]) donde W y [] son como antes y f satisface las
condiciones (1) y (3)-(5) de Lewis, y (2’) caracteriza a la logica llamada VW que sélo se distingue
de VC por no contener a la tesis CS. Este sistema también es mencionado por Lewis y puede ser
caracterizado en términos de la seméatica de esferas a través de la familia de sistemas débilemente
centrada.

Para terminar la presentacién de las nociones bésicas de contraficticos, debemos mencionar dos
sistemas que caracterizaremos mas tarde y que son extensiones conservativa del sistema VC

Hasta aqui hemos mencionado los principales sistemas de l6gicas contrafaticas. Ahora co-
mentaremos su relacién con las LNM.

Como ya fuera mencionado en la introduccién ha habido varios intentos de representar los
“defaults” con un conectivo condicional especial inspirado en las l6gicas de contraficticos. Nute en
[Nut80] intent construir un razonador no mondétono por medio de un demostrador de teoremas para
dichas légicas. La idea de Nute era reconstruir afirmaciones prototipicas y “reglas por defecto” del
tipo “tipicamente los pdjaros vuelan”, como: Vz(Pajaro(x) > Vuela(z)). El atractivo original del
uso de este tipo de sistemas légicos estaba fundado en el hecho de que los mismos no satisfacen las
propiedades de refuerzo del antecedente, transitividad y contraposicién. Sin embargo, en [Nut84]
Nute abandona su intento, ya que en estas logicas condicionales (LCOND) “clésicas” contienen
el axioma de modus ponens, que como ya fuera ejemplificado en la introduccién, constituye un
contrasentido para la no monotonia.

Otros autores siguieron trabajando en esa linea. Por ejemplo, Delgrande en [Del87], desarrolla
el sistema condicional N, sin el axioma MP, para la representacién de propiedades prototipicas.
Este sistema también esta en la linea de los sistemas de representacién de la obligacién condicional
(ver [Wri86], [Han86] y las criticas en [Alc96] y [BFRT99]). El sistema N es el conjunto de férmulas
en un lenguaje condicional que contiene a los axiomas ID, CV, CA

CC [(¢>¢)A(¢>x)] = (0> (Y AX))
RT F¢>¢ = (0A9) >x) = (0> X))

y cerrado por la regla

RCM SiF ¢ — x, de ¢ > 1 se sigue ¢ > x.

Noétese que CC y RT son teoremas del sistema VC de Lewis y que RCM es una regla derivada
en dicho sistema. Ademds es interesante observar la similitud entre estos cinco axiomas y las
reglas de Reflexividad, Monotonia Racional, Disyuntividad a Izquierda, Conyuntividad a Derecha,
y Corte, del sistema R de Kraus, Lehmann y Magidor, asi como entre la regla RCM y la de
debilitamiento a derecha de ese mismo sistema. Sin embargo, hay que seflalar como restriccién en
estas comparaciones, que el signo |~ , no permite anidamiento (ocurrencias iteradas), ya que estd
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reflejando una nocién metalingiiistica de consecuencia. Por lo tanto, una correspondencia con el
condicional especial > de las légicas condicionales, sélo deberia tener en cuenta aquellas férmulas
¢ > 1 donde ni ¢ ni ¢ contienen a su vez el simbolo > (férmulas no anidadas o ’flat’). Por
otra parte, desde el punto de vista semantico, la verdad de un condicional ¢ > v en un mundo de
referencia w se establece cuando 1) es verdadero en ciertos ¢-mundos “seleccionados”, respecto de w.
Pero en las LNM no aparece la nociéon de mundo de referencia, con lo que la relacién de preferencia
entre mundos es tnica en cada modelo preferencial (algo que remite a los modelos absolutos de
Lewis). A partir de los trabajos de Arlo Costa y Carnota (por ejemplo [ACCS89]) se comenzaron
a establecer formalmente los primeros resultados que conectan sistemas de légicas condicionales y
los sistemas de tipo preferencial de las LNM. Posteriormente estas conexiones fueron extendidas
por Arlo Costa y Shapiro en [ACS92]. Otro interesante aporte en esa direccién es ofrecido por
Boutelier en [Bou92].

M4s alld de las cuestiones formales de uno u otro enfoque condicional (i.e., el basado en re-
glas metalingiifstica y el basado en un conectivo nuevo en el lenguaje objeto), ambos comparten
un problema, que se liga a la diferencia existente entre légicas de Contraficticos y légicas para
Condicionales No Mondétonos (tanto en al campo de IA, como en el de las obligaciones legales): el
problema del Modus Ponens del condicional. En [Rei87], se sefalaba, a propésito del trabajo de
Delgrande: “...As Delgrande observes, one motivation for considering conditional logics is that they
allow us to reason about typicality within the logic....Unfortunately, for our purposes,these log-
ics...are extremely weak. For example, modus ponens cannot be a rule of inference for conditional
statements. This is so puesto que otherwise, from ¢ > x, ¢ A > =y v ¢ A we could derive both
x vy —x. This failure of modus ponens means that we can not infer default conclusions...Despite
these short comings, a few researchers have proposed basing nonmonotonic reasoning systems on
such logics. In all cases, nonmonotonicity is achieved by pragmatic considerations affecting how
the logic is used. Unfortunately, this destroys the principled semantics on which these logics were
originally based, so it is unclear what the advantages are of pursuing this approach to nonmono-
tonic reasoning...”. El condicional no mondétono no sélo no debe poseer refuerzo del antecedente,
sino que tampoco puede tener modus ponens. Pero en este caso, la légica resulta demasiado débil
para poder ser efectivamente utilizada en la extraccion de conclusiones por defecto. Desde el punto
de vista seméntico, en una légica condicional con MP los mundos seleccionados se caracterizan
como los “més préximos” al de referencia en los cuales ¢ es verdadero. En un extremo, si el mundo
de referencia w es un ¢-mundo, el seleccionado serd el mismo w. En cambio, en sistemas sin MP,
que como se vio arriba resultan los adecuados para representar “defaults”, los mundos selecciona-
dos que se pueden interpretar como los “més normales” o “menos excepcionales” referidos a una
situacién dada se definen como los “méas préximos” posibles de los mundos “absolutamente nor-
males” (donde no ocurren excepciones). Esto los caracteriza como los “més préximos” a los mundos
sin excepciones y no como los “méas préximos” al mundo real, como es el caso de los sistemas con
MP, del tipo de los contrafacticos. Este mismo razonamiento se puede hacer respecto de las logicas
de la obligacién condicional, en el campo dedntico: los mundos “absolutamente normales” son los
“mundos ideales” donde todas las obligaciones y deberes son respetados. Las dnicas conclusiones
que se pueden extraer con los condicionales no monétonos (sistemas de LCOND sin MP), son
conclusiones en los mundos ideales o “més normales” (para un andlisis més detallado, ver [Alc96;
?]). Tanto en las LNM preferenciales P y R, como en las LCOND correspondientes es vélida
esta regla (o teorema) de “modus ponens debilitado”: (WMP) Si true |~ ¢, y ¢ |~ ¢ entonces
true |~ . El (WMP) nos dice que si ¢ es verdadero en los mundos’absolutamente mas preferidos’
(que no suelen incluir al actual), entonces, de la verdad de la asercién condicional ¢ |~ 1) se puede
inferir que ¢ es verdadero en dichos mundos “ideales”. Nada nos dice sobre el mundo actual.
El (WMP) sirve para razonar sobre las condiciones ideales, pero no sobre las condiciones reales.
Indudablemente, lo que hace crisis es la posibilidad de dar cuenta de los procedimientos del RNM,
por medios puramente l6gicos, y, en consecuencia, de poder aplicar en los esquemas de TA sistemas
de LCOND sin las consideraciones pragmadticas mencionadas en la cita de Reiter.

En Kraus, Lehmann, Magidor (1990) se sugiere la posibilidad de usar sistemas como P para
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obtener una respuesta de una base de conocimiento (BC) a la pregunta : “Es esperable ?”. La
propuesta es: si se tiene el total de la evidencia en una situacién dada representado por la férmula
¢ y un conjunto de condicionales y se deriva, a partir de ellos y mediante las reglas de P, el
condicional ¢ |~ 1, la respuesta es positiva. Esto equivale a sostener el modus ponens para |~,
pero restringido a los casos en que a la izquierda de |~ aparece la representacién de toda la evidencia
disponible. Si bien el comentario es informal, resulta claro que si se tuviese el condicional x |~ 6
y también d |~ -6, y la evidencia total disponible fuese equivalente a x A 4, no se sigue ninguna
contradiccién, ya que los unicos condicionales sobre los cuales estaria autorizado el detachment
serfan de la forma x A 6 |~ 7. En particular, si x es pdjaro, d es pingiiino y 6 la propiedad de
volar, del hecho adicional de que los pingiiinos son pajaros ( § F x y por propiedades basicas de
k-, § b x) y por la regla(CM), se deriva x A d |~ =6, y no se deriva x A |~ 6.

7.4 Revision de Creencias

La teorfa del cambio de creencias trata de la dindmica de los estados de creencias®, con el ob-

jetivo de modelizar las actualizaciones de los estados de creencias de un agente o de un sistema
de computacion, como resultado de recibir nueva informacién. Existen varios tipos de cambios
de creencias. El mas simple es el que surge por el aprendizaje de algo nuevo que no entra en
conflicto con lo ya establecido, y es conocido como ezpansion. A veces, sin embargo, estas nuevas
evidencias contradicen creencias previamente aceptadas, lo que lleva a una revision del estado de
creencias con vistas a mantener su consistencia. Esta revisién requiere la eliminacién de viejas
creencias. Otras veces el descubrimiento de que las razones para sostener una creencia han cadu-
cado, conduce a una contraccion del estado de creencias. Una revisién de un conjunto de creencias
K, como resultado del aprendizaje de una evidencia ¢, puede ser considerada como la sucesion de
una contraccién de dicho conjunto por la negacién de ¢, y luego el agregado (por expansién) de ¢.
El primer paso asegura que la incorporacion de la nueva evidencia no provocard inconsistencia en
K. Una operacién de contraccién (y por ende una de revisién) no es sencilla de definir: dado un
conjunto K y una sentencia ¢, existen varias formas de eliminar sentencias que puedan implicar
¢. Si incorporamos, como criterio de racionalidad, que la operacién redunde en la menor pérdida
de informacién posible, una manera informal de visualizar una contracciéon de K por una creencia
¢, es en términos de la familia de los subconjuntos maximales de K que no implican ¢, que se
denota K 1¢. Alchourrén, Gardenfors y Makinson desarrollaron una teoria del cambio racional de
creencias, presentando construcciones explicitas de las operaciones de cambio (en particular, las
basadas en los subconjuntos maximales citados), asi como postulados que dichas operaciones de-
berfan cumplir. Los dos enfoques son vinculados en Alchourrén, Gérdenfors, Makinson ([AGMS85))
a través de sendos teoremas de representacion, dando lugar a lo que es conocido desde entonces
como modelo AGM. Los postulados AGM de revisién racional de creencias, son ocho, seis de los
cuales son denominados bésicos y dos complementarios. Si denotamos con * la funcién de revisién,
y consideramos conjuntos de creencias cerrados por consecuencia légica clasica (teorias), siguiendo
a Girdenfors ([Gér88)), ellos son:

* 1. Si K es una teorfa y ¢ una sentencia, K§ es una teorfa.

*x 2. ¢ € K

* 3. Kj C K;' (la expansién de K por ¢)

* 4. Si —¢ ¢ K, entonces K;' CK;

*x 5. Kj = K| siysolosi = —¢ (donde K| denota el conjunto de creencias inconsistente)

* 6. Si | ¢ < ¢ entonces Kj = K

5En este contexto los tomaremos por estado de creencias a cualquier conjunto de férmulas de un lenguaje formal
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* *\+
* T Kiyng) © (K,

* 8. Si - ¢ K;, entonces (K;w c K&g/\w)

Consideremos un ejemplo en el que un estado de creencias de un sistema estd reflejado por
una BC' y sus consecuencias logicas. Esta situacién es la normal en la prictica, y se dice que
BC' es una base del conjunto de creencias K. Las funciones que efectivizan cambios en teorias
apelando a cambios en sus bases, son llamadas revisiones de bases y estan siendo estudiadas entre
los investigadores de TA. Sea, en una situacién dada, la BC' constituida por:

(1) VYz(Pajaro(x) — Vuela(x))
(2) Vz(Pinguino(x) — ~Vuela(x))
(3) Pajaro(Pi — pio)
Entre las creencias implicitas del sistema estaran:
(4) Vuela(Pi— pio)
(5) —Pinguino(Pi — pio)
Si ahora obtenemos una nueva evidencia:
(6) Pinguino(Pi — pio)

para acomodar (6) a la BC, manteniendo la consistencia, debemos eliminar alguna creencia
previa, entre (1), (2) o (3). La eleccién de qué creencias se eliminan (o de qué subconjunto se prefiere
conservar) dependerd de algun criterio de preferencia entre las creencias (o entre los subconjuntos
maximales que no implican (5)). Entre las funciones de contraccién propuestas en Alchourrén,
Gardenfors, Makinson (1985), la partial meet contraction de K por una sentencia ¢ , se define como
la interseccién de una subfamilia de K 1¢. Esta subfamilia es elegida por medio de una funcién de
seleccién S, que, si bien puede ser arbitraria, es razonable de suponer que escoja los subconjuntos
“mejores” de un cierto orden: S(K1¢) = {K' € K1l¢ | K” < K' paratodo K” € K1¢}. La
contraccion K resulta luego:

K, =()S(KLg)

De acuerdo al criterio indicado antes, la revisiéon de K por ¢, notada K*¢, se puede representar
como:

Kj = Cn([|S(K1-¢) U{¢}) (7.1)

Cabe destacar que el uso de los conjuntos maximales K 1 —¢ para la definicién de funciones de con-
traccién (revisién) es sélo una de las seis posibles presentaciones del modelo AGM. A continuacién
mencionaremos tres de esas alternativas por tener relacién directa con las propuestas desarrolladas
en nuestro trabajo.

La primera corresponde a la idea de que para decidir sobre cuéles sentencias deben ser abandon-
adas conjuntamente con ¢ en una contraccién por ¢ es necesario contar con un orden de prioridades
o preferencias entre férmulas del lenguaje. De esa manera, las férmulas mas importante son con-
servadas en detrimento de las menos importantes. Gardenfors y Makinson propusieron lo que
ellos llamarén un atrincheramiento epistémico Sf} (para una teorfa K) y del cual requirieron que
satisfaga las propiedades ya mencionadas para el orden de expectativas (ver final de la seccién 7.2):

dominancia Si ¢ | ¢, entonces ¢ <& 1.

conjunctividad ¢ <E (¢ Ay) o) <E (¢ A ).
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transitividad Si ¢ <Z ¢ y ¢ <Z x, entonces ¢ <E x.
y las més especificas:

minimalidad Si K # Cn(0) entonces 1) ¢ K <= V¢ € L : 1) <E ¢.
Cuyo significado corresponde a la idea que lo que no esta en K es lo menos prioritario.

maximalidad Si V¢ € £ : ¢ <E ¢ entonces F 1.
Reflejando la intencién de que las tautologias sean las unicas férmulas con prioridad maxima.

La conexidn entre funciones de contraccion y 6rdenes de atricheramiento epistémicos fue inves-
tigada por in [Gir88]. Sin embargo por el contexto al que nos circunscribimos en esta memoria
preferiremos referirnos a la interrelaciéon entre funciones de revisiéon y 6rdenes epistémicos que
puede ser presentadas a través de la siguientes equivalencias:

(Cx<) [LR91; Rot91] ¢ € K x¢psiysélosi: (¢p— p) <k (¢ =) 6ok L.

(C <) [Fer99] ¢ <k 1) siysolosi: Si ¢ € K x—(p A1) entonces 1) € K x —(¢p A ).

En el primer caso, los autores determinan que si <y es un atrincheramiento epistémico que
satisface las cinco propiedades mencionadas anteriormente y K es consistente, entonces el operador
* definido por Cx< satisface los ocho postulados de AGM y (C' <) también se verifica. En el
segundo caso, Ferme prueba que dada un operador * definido sobre una teoria consistente K tal que
satisface los ocho postulados de AGM resulta que el orden <p generado a través de su definicién
(C <.), satisface las cinco propiedades de un atrincheramiento epistémico y la definicién (C'x<)
también se verifica.

En base a lo mencionado al final de la seccién 7.2, cabria preguntarnos aqui cual es la in-
terconexién entre operadores de revisién y relaciones de consecuencia no mondétonas. En [GM91],
Makinson y Gérdenfors sugieren un método de traduccién entre postulados de revisién de creencias
y propiedades de las LNM. La idea bésica es ver una expresién de la forma: ¢ € K%, como una
inferencia no mondétona de ¢ a partir de ¢, dado K como conjunto de hipétesis (o expectativas
por defecto) auxiliares. A la inversa, una expresién de la forma: ¢ |~ ¢ de una LNM, se traduce a
una de la forma ¢ € K7 en revisién, donde K es introducido como un conjunto de creencias fijo.
La forma de traduccion es, entonces:

¢~ 1 siysdlosiyp e Kj

Usando esta receta, es posible traducir los ocho postulados de revision de AGM en reglas que
definen propiedades del operador |~, en particular, validas casi todas en el sistema R. A la inversa,
los distintos postulados para las LNM se traducen en condiciones de cambio de creencias que son
derivadas de los ocho postulados de la revision AGM. Por ejemplo, la monotonfa cautelosa, se
traduce en: Si¢p € K7y x € Kj, entonces ¢ € K(*dmx)’ que se deriva de los postulados de revisién.

Esta idea es la que posteriormente se convertiria en el formalismo “basados en expectativas”
publicado en [GM94]. Asi queda claro que este formalismo se inspira directamente en distintos
modelos de la teoria de cambio de creencias, aunque también puede verse como generalizaciones del
trabajo de Poole ([Poo88]). Una operacién de inferencia basada en conjuntos de expectativas puede
definirse informalmente asi: ¢ implica no monoténicamente v si y sélo si ¢ se sigue légicamente de
¢ junto con tantos elementos como sea posible del conjunto fijo K de expectativas, con la condicién
de que sean compatibles con ¢%. Mds formalmente, dado un conjunto de expectativas K no vacio
y una funcién de seleccién S del tipo de la mencionada mas arriba, la operacién de inferencia no
monoétona C' se define como:

Clr.5)(9) = [ Cn({g} U{K" : K' € S(K L=¢)})

6Esta definicién es equivalente a tomar el conjunto de férmulas estrictamente mayor a —¢ en el orden epistémico
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Esta caracterizacién es la misma de la formulacién 7.1, donde se define una revisién de K por
¢ basada en una funcién de contraccién partial meet. Lo interesante es que si S selecciona a los
mejores subconjuntos segin un orden transitivo, Cix,g) satisface todas las reglas del sistema R
(asf como la respectiva revisién cumple los ocho postulados), més una regla adicional que no todos
los sistemas R cumplen, llamada Preservacion de Consistencia y que es la traduccion del K*5 (si
¢~ L , entonces ¢ - L).

Desde el punto de vista semdantico, se puede ver que hay una relacién uno a uno entre los ¢-
mundos y los subconjuntos de la familia K 1 —¢, por lo que el resultado de la aplicacién sobre ellos
de una funcién de seleccién que elige segin un orden transitivo, tiene las mismas caracteristicas de
una seleccién de mundos “preferidos” en una légica preferencial del tipo de la de Shoham.

Todos estos desarrollos evidencian una correspondencia formal muy sélida entre cierto tipo de
revisién de creencias (la denominada AGM) y ciertos sistema de inferencia no mondtonos.

En Alchourrén ([Alc94]) se caracterizan los condicionales default ¢ > v por medio de condi-
cionales generales f¢ — 1, donde f¢ se define en términos de mundos posibles como: w € |f¢]| si
y sélo si w € [S(¢)], es decir que el contenido de f¢ esta dado por los ¢-mundos seleccionados por
el mecanismo no monétono (o por la LCOND, si de ella se tratase). Cada cambio de la BC genera
un cambio de la funcién S (como se vi6 en el ejemplo anterior, donde S selecciona los mundos
con menos anormalidades, o como puede verse formalmente en la seméantica de Lukasiewicz para
la 16gica default de Reiter, y, en consecuencia, un cambio del contenido conceptual del condicional
default ¢ > 1. La conclusién de dicho trabajo es que el condicional default estd enmascarando
distintos condicionales generales, cuyos contenidos se van revisando a medida en que cambia el con-
texto en que dicho condicional se inscribe. El pasaje a las conclusiones en un condicional default,
en cada procedimiento no monétono, dependerd de las caracteristicas de la BC': cuando la funcién
de seleccién S sea tal que los S(¢)-mundos (los ¢p-mundos seleccionados) sean un subconjunto de
los tp-mundos (o lo que es lo mismo, cuando f¢ — ¢ se verifique), entonces el condicional default
¢ > 1 se podrd “disparar”. Es claro entonces que incluir en sistemas de LCOND que pretendan
representar las inferencias no mondtonas, un axioma de MP es un contrasentido, pues dicho axioma
sanciona el pasaje incondicional a las conclusiones del condicional, dados sus antecedentes, inde-
pendientemente de todo criterio de preferencia. Al especificarse las propiedades de un operador
I mediante reglas al estilo de los sistemas P o R, se establecen las condiciones de derivacién de
condicionales a partir de condicionales (en cualquier modelo, con cualquier criterio de preferencia
en que valen los condicionales de partida serdn vélidos los de llegada). En este sentido se trata de
postulados generales que caracterizan completamente una clase de relaciones de inferencia, pero
no un procedimiento inferencial particular. Este hecho es el que justifica su extrema debilidad
inferencial.

Inspirado en la teoria los contraficticos de Lewis y Stalnaker, Grove presenta un modelo de
revisién de creencias basado en mundos posibles y esferas de accesibilidad. Esencialmente, dada
una teoria consistente K Grove considera un sistema de esferas $x universal y centrado en K, el
cual cubre el rol de representar a la nocién de minimalidad. En este contexto, revisar K por ¢
consiste en tomar:

(K] = [8]() 5(6)

donde s(¢) pertenece a $ y representa a la primera esfera que contiene ¢-mundos. Grove muestra
que la clase de funciones de revisiéon que queda determinada por su definicién es exactamente la
AGM.

Alternativamente, Grove propone en el trabajo ya mencionado, una caracterizaciéon de las
funciones de revisién a partir de lo que él denomina relaciones de plausibilidad entre férmulas.
Intuitivamente, su idea es que una férmula ¢ es mds plausible que otra ¢ (lo cual es escrito como
¢ <% 1) si ¢ es més aceptable que ¢, o serfa méas répidamente adoptado, como una creencia si la
oportunidad naciera. El orden que postula Grove satisface las siguientes propiedades:

(G1) 9 <G oy <F o
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(G2) Sip<G vy <G x entonces ¢ <G x
(G3) SiF ¢ — (V) entonces x <G ¢ 0 ¥ <§ ¢.
(G4) Si —¢ ¢ K entonces V1p € L : ¢ <G 1.

(G5) SiF —¢ entonces Vo) € L : ¢ <G ¢.

Grove demostrd que estas relaciones son inducidas por los sistemas de esferas universales y centra-
dos en K, por medio de la siguiente definicién:

¢ <% = s(¢) C s(1h)

y que reciprocamente, todo sistema de esferas universal y centrado en K proviene de una relacién de
plausibilidad. Por lo tanto él enuncia que este tipo de 6rdenes es apropiado para definir funciones
de revisién a través de la siguiente expresion:

)€ K = dAY <G A

entendiendo, como siempre, que <?( ¢ significa que ¢ S?( oy @ g% 1 suceden. Finalmente,
Gérdenfors mostré en [GAr88] que el orden <¥, definido como ¢ <¥ 1 si y sélo si =¢p <G =, va
a satisfacer los cinco propiedades de un atrincheramiento epistémico si y sélo si g% satisface las
cinco propiedades de un orden de plausibilidad. Notese que esta idea es la génesis de la posterior
propuesta de Farifias del Cerro et al. en [FHL94] mencionada al final de la seccién de no monotonia.

Por otra parte, tal como sefiala Boutelier en [Bou92|, un sistema de esferas puede ser visto
como un generador de un preorden total entre mundos por considerar que para todo par w < v
si y s6lo si w estd contenido en toda esfera que contiene a v. Esta idea remite directamente al
modelo propuesto por Katsuno y Mendelson en [KM90]. Ellos dan una caracterizacién del modelo
AGM por medio de pre-érdenes sobre mundos cuando el lenguaje £ es finito. Recordemos que
un pre-orden < sobre W es una relaciéon reflexiva y transitiva y que es total si para todo par de
mundo w,v € W es el caso w < v o que v < w. Ellos consideran una funcién que a cada teoria K
le asigna un pre-orden <k sobre W y declaran que esa asignacién es “fiel’ (en inglés: faithful) si
las siguientes tres condiciones son observadas:

1. Si ww' € [K] entonces w g w';
2. Siw € [K]yw' ¢ [K] entonces w < w';
3. Si K = ¢ entonces <g = <y4.
donde w ~f W' significa que w <k W' y W' <g w, y w <g w' representa que w <g W'y w Lx W'
Si V' es un subconjunto de W entonces se dice que w es minimal en V' con respecto a <g si
w €V yno hay w' € V tal que w' <k w. Asi, Min(V,<k) representard el conjunto de todos los

minimales de V. Con estas herramientas Katsuno y Mendelzon prueban el siguiente resultado de
caracterizacién de operadores de revision AGM.

Teorema 7.1 Un operador de revisidn x satisface las condiciones (x1) ~ (x8) si y sdlo si existe
una asignacion “fiel” que para cada teoria K le asigna un pre-orden total <g tal que

(K5l = Min([¢], <k)

Katsuno y Mendelzon van més alld de este resultado y , en [KM91], cuestionan el grado de
generalidad del modelo AGM. Ellos ponen en evidencia su inadecuacién con el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 7.1 Supongamos que tenemos una compuerta XOR cuya salida es positiva, luego pode-
mos representar nuestro conocimiento con BC' = (pA—q)V(—pAq), donde p = la entrada 1 es positiva
y q = la entrada 2 es positiva. Supongamos que con posterioridad medimos la entrada 1 que re-
sulta ser positiva, entonces tendremos que revisar nuestra base de conocimiento BC con ¢ = p.
En el modelo AGM, puesto que no hay conflicto, resultaria que Cn(BC);) = Cn(BC A ¢) =
Cn(p A —q) (una expansion). Cuyo resultado claramente responde a las intuiciones. Sin embargo,
si ahora cambiamos la interpretacion que fuera dada a las formulas de manera tal que ahora:
p = el libro estd sobre la mesa , q = la revista estd sobre la mesa y que nuestro conocimiento es
que la revista o el libro esta sobre la mesa pero no ambos. Asi, en este caso BC serd representada
por la misma formula que antes. Suponiendo que la nueva informacion es que un robot dejé el
libro sobre la mesa, al revisar nuestra teoria con ¢ = p con el modelo AGM, obtenemos el mismo
resultado que antes, i.e., Cn(BC); = Cn(p A =q). Lo cual no resulta del todo intuitivo, ya que
supone que el robot se encontro con la situacion en que la revista ya estaba sobre la mesa y no hizo
nada. Luego no considera el caso en que la revista estaba sobre el piso y el robot ejercid una accion
para levantarla y ponerla en la mesa en cuyo caso el resultado seria que C’n(BC); =Cn(pAq)
(ya que suponemos que sobre la revista no ejercid ninguna accién). Los autores sugieren que en
esta sequnda interpretacion, seria mds razonable suponer que la accion modifica igualmente cada
una de las dos alternativas o situaciones posibles (i.e., es el caso que “el libro estd sobre la mesa
y la revista no”, ¢ es el caso que “la revista estd sobre la mesa y el libro no) y que el resultado de
la revision deberia ser la disyuncion de resultados de los cambios de cada una de ellas.

Con esta consideracién en mente, es que Katsuno y Mendelzon proponen un nuevo modelo al
que denominan actualizacién (en inglés: updating). Ellos usan K g para denotar el resultado de
actualizar una teoria K con una sentencia ¢ y caracterizan dicha operacion a través de los siguientes
postulados:

ol KJ [ ¢.

© 2. Si K | ¢ entonces K = K.

© 3. 51 Ky ¢ son satisfactibles entonces, K es satisfactible.

o 4. Si K1 = Ky y ¢1 = ¢2 entonces, (Kl)j;l = (K2)§)2.

o 5. KgU{v} E K3,

©6. Si K FEoay K¢, o, entonces, K¢ = K¢ .

© 7. Si K es maximalmente consistente entonces, KJ (JKg, = K3\,
° 8. (KiNK2)j = (K1)g N(K2)-

El siguiente teorema de representacién fue establecido por operadores de actualizaciéon cuando
el lenguaje calL es finito.

Teorema 7.2 Un operador de actualizacion o satisface las condiciones (01) ~ (08) si y sdlo si
eziste una asignacion “fiel” que a cada mundo w le adjudica un pre-orden parcial <, tal que

551 = (U Min([¢],<.)

wE[K]

Este resultado pone de relieve que hay al menos dos diferencias entre revisar y actualizar. Por un
lado que revisién es caracterizado por pre-érdenes totales mientras las actualizaciones son definidas
en base a familias de pre-6rdenes parciales. Sin embargo esa no es la diferencia mas significativa,
puesto que es posible construir una clase de operadores de actualizacién basados en una familia de
pre-6rdenes totales, la cual es caracterizada por reemplazar los postulados (¢6) y (¢7) por:
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© 9. Si K es maximalmente consistente y K (J{¢} es satisfactible entonces, K3 U{¢} C K3,

el cual es un caso particular de 8. La segunda diferencia es que en las actualizaciones se considera
un orden para cada mundo que satisface K, mientras que en revisién hay un udnico orden. Ese
comportamiento “local” de las actualizaciones contrasta con el comportamiento “global” de las
revisiones. Para cerrar esta presentacién de los operadores de actualizar, vale la pena mencionar
que la caracterizacién de estos operadores para lenguajes infinitos fue presentada por Becher en
[Bec99] y corresponde a reemplazar el postulado ¢8 por el siguiente:

© 8. Si K =[] H; entonces K = ((H;g)

que determina que la actualizacién de una interseccién es la interseccién de las actualizaciones.
Note que ¢ 8 implica ¢ 8.

Para finalizar podemos repetir la receta propuesta por Makinson y Gérdenfors para vincular
operadores de revisién y relaciones de consecuencia no monétonas, pero ahora definiendo una
relacién e en base a un operador de actualizacién ¢ de la siguiente forma:

O Rk Y = Y e K
Observacion 7.1 FEste operador ¢ serd mondtono puesto que satisface la siguiente propiedad:

o mon. Si K C H entonces Kj C Hj;)

Ademis, tal como es sefialado por Makinson en [Mak93], si tomamos como modelo de actual-
izacién a una terna M = (W, r, |=) donde W es un conjunto no vacio de mundos, r es la funcién
de asignacién “fiel” y = es la asignacién de valuacién para cada mundo entonces ¢ R ¢ sucederd
en M si y sélo si para todo mundo v € W con v = K resulta que v |= ¢ > 1) donde la evaluacién
del contrafactico es tomada en la forma mencionada en la respectiva seccion. En este sentido
podemos decir que la actualizacion es a lo contrafactual lo que la revisién es a la no monotonia.
Formalmente este vinculo fue estudiado por Grahne en [Gra91] cuando propone una légica para las
actualizaciones utilizando un conectivo binario > que satisface todas las propiedades de la 1égica
VC de Lewis.

Hasta aqui hemos presentado diferentes modelos para formalizar lo que hemos dado en llamar
la dindmica de cambio de teorias. Esencialmente tres han sido los enfoques presentados: los
semanticos que utilizan un orden entre mundos (ya sea por por una relacién entre mundos o un
sistema de esferas) para establecer cuales son los mundos més cercanos o preferidos; los epistémicos
que a partir de 6rdenes entre formulas determinan niveles de importancia entre ellas, y aquellos
que se basan en la nocién de conjuntos maximalmente consistentes. Esta forma de presentaciones
repite el esquema de las anteriores y facilita el entendimiento de los vinculos mencionados al final
de la presente seccién. Asi damos por terminado el resumen de los antecedentes de estos tres
topicos y pasamos a presentar nuestro enfoque basado en las distintas medidas de Consistencia e
Implicacién introducidas en el Capitulo 2.

7.5 Inferencia no-monoténica inducida por medidas de con-
sistencia

En esta seccién focalizaremos nuestra atencién sobre los 6rdenes generados a través de una base
de conocimiento K y una medida de similitud S sobre mundos posibles, cuando la correspondiente
medida de consistencia Cs(- | K) es usada para ranquear las proposiciones. Puesto que (como
ya fuera mencionado en el Capitulo 1) Cs(- | K) es una medida de posibilidad, el orden inducido
sobre férmulas definido por

¢ <csiysdlosi Cs(p| K)<Cs(y | K),
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leido como 9 es al menos tan consistente con respecto a K, como lo es ¢, es una relacion cuali-
tativa posibilistica en el sentido de Dubois [Dub86], i.e. la cualitativa contraparte de una medida
de posibilidad. Una relacién de posibilidad cualitativa es un orden posibilistico (como definido
anteriormente) que adicionalmente satisface el siguiente axioma

No-trivialidad: 1. <o T

donde < es la parte estricta del orden <c. En concordancia a la seccién previa, la correspondiente
relacién de consecuencia comparativa ¢ es entonces definible como

¢ v dsiysolosid v odA~) <c A,

Aunque uno es méas fuerte que el otro, en [FHL94| estd demostrado que las relaciones de
posibilidad cualitativa y los 6rdenes de posibilidad generan la misma familia de relaciones de
consecuencia no monétonas. Claramente, las relaciones de posibilidad cualitativa generan una
subfamilia de las relaciones de inferencia no mondtona que generan los 6rdenes de posibilidad.
Para ver el caso inverso sélo es necesario considerar un orden de posibilidad trivial donde T ~ L,
asi para cualquier par de férmulas ¢ y ¥ tenemos que ¢ = 1». Luego sdlo sera posible determinar
que ¢ ¢ ¥ en el caso clésico que ¢ = 9, porque la segunda alternativa nunca se satisfacerd. Para
elegir la relacién de posibilidad cualitativa que logre el mismo comportamiento tomamos la relacién
que asigna: ¢ =~ T si ¢ es consistente y ¢ &~ L si ¢ es inconsistente. Esta relacién cualitativa se
comporta exactamente que el orden de posibilidad trivial.

Si en la definicién anterior de |~¢, removemos la condicién clasica (¢ = ¢), y dado que Cs(- | K)
es una medida de posibilidad, la relacién de consecuencia que es obtenida es exactamente la llamada
consecuencia posibilistica propuesta por Benferhat et al. [BDP97]:

& Pepos Y siy sélosi g A >c ¢ A

Notesé que la iltima definicién hace caer la propiedad de supraclasicalidad, por ejemplo cuando
¢ = L. Las relaciones de consecuencia posibilisticas han sido caracterizada por un conjunto
sensiblemente diferente de siete axiomas: Disyuntividad a Izquierda (OR), Reflexividad Restringida
(RR), Preservacion de Consistencia Fuerte (SCP), Preservacion de Equivalencia Légica a Izquierda
(LLE), Conyuntividad a Derecha (AND), Debilitamiento a Derecha (RW), y Monotonia Racional
(RM). El teorema de representacién para las relaciones de consecuencia posibilisticas dado por
Benferhat et al. (ver [BDP97]) establece que para para cualquier relacién de consecuencia v que
satisface esas propiedades hay una medida de posibilidad II sobre férmulas tal que ¢ |~ ¢ si y s6lo
si II(¢p A ) > TI(¢ A —1p). Asi que como corolario podemos presentar el siguiente resultado.

Corolario 7.1 Una relacion de consecuencia |~ satisface OR, RR, SCP, LLE, AND, RW y RM
st y solo si existe un conjunto de proposiciones K y una relacion de similitud S sobre mundos
posibles tal que ¢ |~ 1 si y sdlo si Cs(p Ay | K) > Cs(p A9 | K).

Prueba: La prueba es una directa consecuencia del hecho que a partir de cualquier distribucién
de posibilidad normalizada 7 sobre el dominio de mundos posibles W siempre es posible encontrar
un subconjunto £ C W y una funcién de similitud S tal que n(w) = sup{S(w,w’) | w € E}
(ver capitulo 2). Por lo tanto basta tomar K como el conjunto de férmulas cuyos modelos son
exactamente esos en E y verificar que la medida de consistencia Cg(- | K) es una medida de
posibilidad generada por 7. Pero esto ultimo es obvio. O

Este corolario ofrece una perspectiva alternativa de resultados bien conocidos. Ciertamente,
aunque los 6rdenes de sentencias definidos por una medida de consistencia < pertenecen a la
clase de posibilidad cualitativa, ellos tienen un significado completamente diferente porque ¢ <¢ ¥
significa que v es al menos tan consistente respecto a K como lo es ¢, donde el nivel de consistencia
es entendido como el grado de verosimilitud respecto a K. Esa forma de interpretar el orden es
distinto de aquellos que se refieren a posibilidad o preferencia. En la préxima seccién propondremos
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otra forma de definir relaciones de consecuencias no monotonas que presentan una perspectiva mas
interesante y novedosa.

Para terminar mencionemos que es posible extender el modelo aqui propuesto dando una versién
graduada de las nociones de consecuencia no monétonas. En tal sentido, dada una relacién p
entre férmulas, y una relacién de similitud borrosa S, una relacion de consecuencia graduada no
mondtona |~ podria ser definida por:

pph¥q siysblosi  plvga (7.2)
donde ¢, denota a una proposicién cuyo conjunto de modelos es [q]l, = {w | S(w,w') >
a para algin w' |= ¢g}. Si |~ es una relacién de consecuencia comparativa definida por un orden

<¢, podemos reescribir la definicién como:

phaq siysélosi pEZqOPAGy >c PA G-

En particular, si S es de separacién, la original nocién de consecuencia comparativa es recuperada
cuando a = 1. Las relaciones de consecuencia &, asi definidas, son no monétonas pero no
pertenecen a la clase de las comparativas atin cuando |~ que la define si lo sea. A continuacién
analizaremos su comportamiento en términos de dichas propiedades.

Supraclasicalidad:
Se satisface trivialmente puesto que como |~ satisface esta propiedad resulta que si ¢ |= ¢
entonces ¢ |~ 1 y eso implica que ¢ |~ ¥, puesto que ¢ = ¥,.

Preservacion de Equivalencia Légica a Izquierda
Esta propiedad también es trivialmente verificada porque la expresion 7.2 deja intacta las
precondiciones.

Conyuntividad a Derecha
Esta propiedad no se verifica debido, esencialmente, al hecho de que la interseccién de los
a-cortes de dos conjuntos, digamos [¢], N [¥]a, 1o es equivalente al a-corte de la interseccién
de los niicleos de dichos conjuntos, i.e., ([¢] N [¢])a. Esto hace que ¢ |~ (o A xq) DO sea
equivalente a ¢ |~ (¥ A X)a-

Cumulatividad
Tampoco se satisface puesto que puede ser el caso que ¢ & ¢, ¥ = ¢y ¢ ~% X pero
Y £ x. Por ejemplo en el caso que los “mejores” ¢-mundos son también —p-mundos y que
estos estén incluidos en ¢,-mundos y en los x,-mundos. Pero que los “mejores” -mundos
no lo estén en los x,-mundos.

Disyuntividad a Izquierda
Se comprueba ficilmente, ya que por definicién Si ¢ | ¥y v X |~ 1o entonces ¢V x k ¢q,
lo que se traduce en: ¢ ~& ¢ y x & ¢ entonces ¢V x & ¢

Monotonia Racional
En este caso sélo debe tenerse en cuenta que la condicién ¢ & —x es mas fuerte que ¢ | —y.

Por lo tanto a partir de la condicién sobre |~ se concluye la propiedad para |~&.

Preservacion de Consistencia:
Inmediato si se tiene presente que 1. = 1, para todo a.

Una caracterizacién completa de estos operadores graduados estd pendiente.
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7.6 Consecuencia no monétona inducida por medidas de im-
plicacion

Como es sefialado por Makinson en [Mak94, pag. 46], si buscamos abandonar monotonia entonces
también debemos abandonar contraposicién. Sin embargo, en muchas ocasiones, la informacién
disponible estd presente en una forma distinta a la que nos seria tutil. Por ejemplo, es sabido que
si la bateria de un coche estd descargada el coche en cuestién no arrancard, eso lleva a establecer
la siguiente regla de diagnéstico de falla: “Si el motor de un auto no enciende entonces posible-
mente la bateria estd descargada”. Y desde esa regla de decisién, podriamos buscar derivar, por
contraposicién, otra regla, en este caso predictiva: “Si la bateria estd cargada entonces proba-
blemente el motor encienda”. Nétese que ambas reglas son no mondtonas en el sentido que ellas
no buscan afirmar que el antecedente por si solo es una condicién suficiente para inferir el conse-
cuente, sino que éste, conjuntamente con un conjunto de supuestos comunmente aceptable en su
contexto pueden hacerlo. En esta seccién nos proponemos presentar una nocién de consecuencia
no monétona ¢ |~ 1) que estd basada en el grado de implicacién de —¢ por —p.

Como ya hemos mencionado, una medida de implicacién Is(- | K) no verifica ninguna propiedad
de descomposicion interesante y esto hace bastante dificil determinar qué propiedades puede sat-
isfacer un orden sobre proposiciones definido como

¢ <rysiysélosils(¢|K)<Is(y|K)

Sin embargo, uno puede encontrar una definicién alternativa razonando por reciprocidad. Puesto
que Is(¢ | K) mide cuando ha de ser extendida la satisfactibilidad de ¢ con el objetivo de cubrir
a K, es posible considerar otra medida de implicacién que indicaremos Lg(¢ | K) la cual mensure
el grado en que —¢ implica =K definiendola como sigue

Ls(¢| K) = Is(=K | =¢).

al cual denominaremos contra-implicacién. Es facil mostrar ahora que, fijada una teoria consistente
K, la medida Lg(- | K) cumple las propiedades siguientes:

1. Ls(T |K) =1
2. Ls(p A | K) =min(Ls(¢ | K), Ls(¢ | K))

pero falla a satisfacer que Lg(L | K) = 0. Esto significa que Lg(- | K) es casi una medida de
necesidad. El fracaso de esta ultima propiedad pone de manifiesto el hecho que la distribuciéon
TS W = [0,1] que es generadora de la medida de necesidad,

Ls(0 | K) = inf 1~ 7ic(w)

realmente puede ser no normalizada. De hecho, se puede verificar que 7% ;- es definida por

s W) =1-7ms-kg(w) =1~ SE&I;( S(w,w")
w’

y que, claramente, nada fuerza a T j tener que alcanzar el valor 1 para algin modelo. Es mds
uno tiene 75 i (w) = 0 para cada mundo w tal que w & K. Las distribuciones de posibilidad
no-normalizadas juegan un papel importante en la representacién de informacién parcialmente
inconsistente (ver [BDP97]).

El orden inducido por Lg,

¢p<psiysblosi Ls(¢p| K) < Ls(¢ | K),
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es ciertamente un genuino orden de expectativa, i.e. que satisface transitividad, dominancia y
conyuntividad. Debido a la falta de normalizacién de 7}, en general el orden <z no es una
relacién de necesidad cualitativa, el dual de una relacién de posibilidad cualitativa, puesto que la
condicién, L < T puede no suceder si S no es de separacién. Un estudio formal de esta nocién
de necesidad (donde no se requiere que n(L) = 0) se da en [BG92].

La relacién de inferencia comparativa inducida por <y, es por lo tanto definida como sigue:

Glordsiysilosio v o ¢— >0 d—

donde — denota a la implicacién material. Nuevamente, esta relacion de inferencia no monétona
1, satisface las mismas propiedades que ¢, esto es, Supraclasicalidad (SC), Equivalencia Légica
a Izquierda (LLE), Conyuntividad a Derecha (AND), Disyuntividad a Izquierda (OR), Monotonia
Racional (RM), Preservacién de Consistencia (CP) y Cumulatividad (CU). Lo cual nos permite
proveer el siguiente corolario.

Corolario 7.2 Una relacién de inferencia |~ satisface SC, LLE, And, Or, RM, CP y CU si y sdlo
si existe un conjunto de proposiciones K y una similitud S sobre mundos posibles tal que ¢ |~ ¢
siy solo sipl=1 6 Ls(p =9 | K)> Lg(¢p = | K).

Note que si S es de separacién, el axioma de no-trivialidad para <p, es verificado y un andlogo
al Corolario 1 también sucede para la relacién de inferencia definida como ¢ pvpee ¢ si y sélo si
Ls(¢p -4 | K) > Ls(p - ) | K).

Es interesante también expresar |~ en términos de las relaciones de consecuencia graduadas
presentadas en el Capitulo 2 |=%. Simplemente aplicando la definicién, resulta que la siguiente
condicién:

dorYsiysdlosidl=vo
existe un « € [0,1] tal que p A ) E* =K y ¢ Ap E* K.

En otras palabras, 1 se sigue no monoténicamente desde ¢, en el contexto de K y S, si =K es
aproximadamente inferido por —(¢ — ) a un grado méas alto que —(¢ — —)), o en términos mas
estrictos, falsificar ¢ — 1) falsifica mds a K que cuando se falsifica ¢ — —).

Como en la seccién precedente, la definicién de nocién de consecuencia no monétona graduada es
aplicable. Sin embargo en el presente contexto es mas interesante hacer mencién de otra definicién
de consecuencia no mondtona graduada y basada en una medida de implicacién, propuesta por
Esteva, Garciay Godo en [EGG94al. La motivacién en este caso proviene de observar que la medida,
de implicacién Is(y | ¢) puede ser estrictamente mayor que cero ain cuando las proposiciones
y ¢ son mutuamente excluyentes. La versién modificada de esa medida aparecié por primera vez
en [EGG94b] y corresponde a:

Tkl o) = inf Is(d|0) o IsWA¢|w)

i
w€[K]
Obsérvese que cuando ¥ y ¢ son mutuamente excluyentes y ®— es la residuada del la t-norma
producto o del minimos, entonces efectivamente J3 (¢ | ¢) = 0. Podemos remarcar ademds el
hecho que si la proposicién ¢ es una tautologia entonces J;K(z/; | T) = Is(¢ | K). Con esta
medida el respectivo condicional se define como sigue:

Sz ¥ siysdlosi  Jix(¥|¢) >a

A esta nocién de consecuencia, que por simplicidad podemos denotar como f~ 2, la denominare-
mos de proximidad no mondtona debido a su parentesco con la respectiva nocién presentada en la
seccién 5.2 del capitulo 2, y al hecho que no satisface la propiedad de refuerzo del antecedentes,
i.e., puesto que puede ser el caso que J12{7K(¢ | ) > «a pero J]%,K(iﬁ | (¢ A x) < a, por ejemplo
cuando [9] N [11] # 0 pero [¢] N [] N [x] = 0.

Este operador no satisface las siguientes propiedades:
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Conyuntividad a Derecha
Considere el caso en que Jg ; (¢ | T) > ay JE (- | T) > a. Claramente sélo puede ser

T (A=) | T)=0

Cumulatividad
Tomemos una situacién parecida a la propuesta anteriormente, donde T % 9, ¥ = T y
T |~9. —. Claramente puede ser el caso que ¢ [£5, —).

Monotonia Racional
Este caso requiere un contraejemplo mas elaborado. Supongamos que [K] = {w;,w2}, y que
T K92 ~xy T 52 ¥. Asumamos también los siguientes grados de implicacién Is(—x | &1) <
a (lo que da soporte a la primera inferencia negada e implica que w; = x), Is(x | W2) < «
(luego w2 E —x), Is(®¥ | wi) > a para i = 1,2 (lo que justifica la segunda inferencia).
Noétese que las primeras dos condiciones combinadas con las dos que le siguen dan como
consecuencia que: Is((¢p Ax) | ) > ay que Is((¢p A —x) | W2) > a. Finalmente asumiendo
que Is((Ax) | W2) < ax < ay que la t-norma es la del min. Usando todas estas condiciones
resulta que
XpPrey=inf Is(x|w) @— Is((¥Ax)|w)

we{wr,wa}

es igual a a,.

Monotonia Cautelosa
El ejemplo dado para para refutar Conyuntividad a Derecha es aplicable en este caso también.
Asi T 5. by T 52 4, obviamente puede ser que —) [£9, 1.

De esta manera queda probado que la nocién de no monotonia que subyace en esta nueva
definicién no es cumulativa. Las propiedades que si verifica son las siguientes:

Supraclasicalidad:
Puesto que ¢ |= 1 es equivalente a ¢ = (¢ A @) y por lo tanto Is(¢ | @) < Is(¢ A ¢ | @).

Preservacion de Equivalencia Légica a Izquierda
Esta propiedad también es trivialmente verificada porque la medida de implicacién Is preserva
equivalencia légica.

Debilitamiento a Derecha
Para comprobarlo sélo debemos hacer notar que J? es monétonamente creciente en su primer
pardmetro y que si x |= ¢ entonces Is(¢p A | @) > Is(¢p A x | @) para todo w € [K]. Por lo

tanto si X |: '¢) y ¢ |N§2 X resulta que ¢ l"'?z 'L/}

Disyuntividad a Izquierda
Para probarlo supongamos que J§7K(’L/J | ) > ay que J§7K(’L/J | x) > a y verifiquemos que
Ji k(@ | (#Vx)) > a. Lo dltimo es cierto si para todo w € [K] sucede que:

Is(pV x|@) @—Is((y Ap)V (¥ AX)|©)

lo que es equivalente, por propiedades de la implicacién sobre el consecuente y el antecedente,
a;

max((max(Is(¢ | @); Is(x | 0)) @— Is((¥AP) | ©)); (max(Is(¢ | @); Is(x | @) @— Is((¥AX) | @)))

Luego como por hipétesis para cada w € [K] sucede que Is(¢ | @) @— Is((W A @) | @) >«
vy Is(x | @) ®@— Is((v» Ax) | @) > a, resulta que la anterior expresién debe ser mayor o
igual que a.
En general la reciproca no es cierta pero vale en el caso que la teoria K es maximalmente
consistente.
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Preservacion de Consistencia:
Inmediato si se tienen presentes los casos en que ¢ ~%. ¢ con a > 0 si y sélo si [¢] N [1)] # 0.
Obviamente esta propiedad no se satisfacerd en la t-norma de Lukasiewicz.

Corte
Esta propiedad expresada como:

Si oYy OAY |~§2 X entonces ¢ |~a®5
Ahora supongamos que JSK Y| ¢)>ayque J§7K(X | o A) > B,y asi:

(
a®B<IE W] )@ JIF (x| oAY)
infuer){Zs( | @) ©— Is((dAY) | @)} @ infucpa{Is(dAY) | &) & Is(($AYAX) | &)}
infue ) {{Is(¢ |w) &— Is((pAY) @)} @ {Is((dAY) |w) @ Is((dAPAX)|w)}}
inf, e {ls(p| @) @— Is((PAYAX) [0} =T5 k(W AX]|P)
Jir(x1¢)

La siguiente es una caracterizacién de esta familia de operadores no monétonos.

Teorema 7.3 Sea L un lenguaje proposicional, y {F*}aep0,1] una familia anidada de relaciones
binarias en P(L). Definimos K = {q € L | {True} -' {q}}. Si K # 0 y la familia {+*}qcj01) de
relaciones de consecuencia satisface las propiedades de Supraclasicalidad, Corte, Disyuntividad a
Izquierda, ademds de la siguiente:

Coordinacién
¢ ¢ siy sdlo si para todo w € [K] y para todo wy € [¢] se verifica que:

w2 E[PAY]

a< \/ @vabo @—=ove o)

considerando que en este contexto ¢ |~ = \/{a | ¢ F* ¢}

Homogeneidad
Si Y |E ¢ entonces ¢ B o implica que para cualquier formula x : ¢V x F* ¥ V x.

Refuerzo a Izquierda
SixXEo¢ydH* Y entonces x F* 1.

Entonces, existe una relacion reflexiva y ®-transitiva R en Q x Q tal que ¢ F* 1 si y sdlo si
Jh (] ¢) > a.

Prueba: En primer término proponemos una definicién para la relacién de proximidad:
R(wy,w2) = (@1 V@2 v @2)

Acto seguido, verificamos que es reflexiva, lo cual es evidente puesto que |~ satisface ¢ |~ ¢ y que
es ®-transitiva de la siguiente forma:

R(wl,wg) & R(WQ,W3) = ((;Jl V wo }N @2) & (@2 V w3 |N (213)
(1 VD Vs @y Vig) ® (s Vs |~ ©3) (por homogeneidad)
W1 V@e Vs w3 (por corte)
@ V@ w3 = R(wy,ws) (por refuerzo a izquierda)
Ahora vamos a probar que ¢ F* @ si y sélo si J12{7K(¢ | ¢) > «a. Para ello tranformemos
equivalentemente la expresion ¢ F% 1) usando Coordinacién:

INININ

INININA
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Vwe[KlyVw €¢l:a< \/ @Varhbo @—oVe o)
w2E[PpAY]

y puesto que la desigualdad se verifica para todo w € [K] y w; € [¢] resulta que sigue verificandose
si tomando infimos sobre esos conjuntos:

a< A ANV @veaikbo = aVe o)
WE[K] w1 E[@] waE[pAY]

Inecuaciéon que moviendo los infimos y supremos hacia el interior de la implicacién resulta equiva-

lente a:
a< AV @varbo) o= \/ @V ko)
we[K] wi€[d] wa E[pAY]

y aplicando nuestra definicién de relaciéon de proximidad obtenemos lo buscado:

a< A (V Rww) o= \ Rww) =T 0)

welK] wi€g] w2 E[pAY]

O

Como en el caso de los operadores de consecuencia de Proximidad presentadas en el Capitulo
2, la anterior caracterizacién puede parecer artificial. Sin embargo creemos que este es un primer
paso en esa linea de trabajo. También consideramos que el estudio de este tipo de operadores es
importante porque se sustancia sobre una nocién méas débil que la de distancia

7.7 Ordenes y Sistemas de Esferas

En esta seccién intentaremos dar énfasis a la diferencia entre los operadores de inferencia no
mondétona definidos por medidas de consistencia y aquellos definidos por medidas de implicacion.
Para ello, usaremos la nocién de sistemas de esferas centrada en un conjunto de mundos [K] dada
por Lewis. En ese contexto, definiremos dos tipos diferentes de érdenes entre férmulas. El primero
tomard en cuenta los “mejores” o “més cercanos” modelos y se asociard con Cs. El segundo
considerard los “peores” o “mds distantes” modelos para comparar dos férmulas y se relacionara
a Is.

Teniendo en cuenta el concepto de sistemas de esferas dado en la seccién 7.3, podemos dar dos
definiciones de érdenes entre sentencias que surgen naturalmente a partir de tales sistemas.

Definicién 7.2 Un orden de interseccién sobre sentencias inducido por un sistema universal de
esferas centradas en K], $k, es definido de la siguiente manera:

¢ <Bin ¢ siysdlo si VS; € $k si [Y]NS; £ 0 entonces [p)NS; # 0.

El significado de la relacién ¢ ggl;“ Y refiera a que los “mejores” modelos de ¢ son al menos
“tan buenos” como los “mejores” modelos de 1, donde “mejor” y “ tan bueno” corresponde a un
eleccién y comparacion de mundos en relacién a su cercania a los mundos que satisfacen K segin
$x. Como ya fuera sefialado en las anterior secciones, la idea de identificar calidad con proximidad
es ampliamente usada en la teorfa de revisién de creencias [Gro88] y la teorfa de los condicionales no
mondtonos y contrafactuales [Lew73; NC00]. En términos de wverosimilitud, Niiniluoto interpreta
los érdenes de interseccién como expresando que ¢ es al menos tan cercano a la verdad (e.g. [K])
como ¢ (ver [Nii87, Pag. 200]). En ese contexto, él también propone otro tipo de orden que da
cuenta de la idea que una proposicion ¢ es mas informativa que otra v respecto de la verdad de
una teorfa K.
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SP={K, S, S,, S;, W}

w P<sr q

q<a'p

Figura 7.1: Ordenes Inclusién e Interseccién.

Definicién 7.3 Un orden de inclusion inducido por un sistema de esferas universal y centrado en
[K], $k, es definido como:

¢ g2 op siy solo si VS; € §k si )] CSi entonces [¢] CS;.

El orden de inclusién asi definido da lugar a un tipo de evaluacién que podriamos denominar
pesimista porque ¢ <g** ¢ enuncia que los “peores” mundos de ¢ son “tan buenos” como los
peores mundos de 1, donde obviamente la idea de “peor” estd asociada a la de mas lejano desde
[K] en $x.

Los 6rdenes de inclusién e interseccién son duales en el sentido que: dado un sistema de esferas
finito 5 = {K C 81 C Sy C--- C S, C W}, resulta que ¢ <" ¢ si y solo si g b,
donde $x= {W-S, CW-S8,,.1 CW-S8,,_2 C--- CW-K C W} es otro sistema de esferas pero
centrado en K = {¢ € L | [] C W—S,,}. Para ilustrar la diferencia entre érdenes de inclusién e
interseccién presentamos en la figura 7.1 dos casos paradigmaticos.

A continuacién, presentaremos algunas propiedades que son satisfechas por los dérdenes de
interseccion e inclusién. respectivamente.

Proposicién 7.1 Dado un sistema de esferas universal $x centrado en [K], el orden Sg‘;" tal
como fuera definido anteriormente satisface las siguientes propiedades:

1T <pin g,
2. Si ¢ E ¢ entonces ¢ Sgﬁ“ o.

3. Si¢ Sg‘;" Yy Sgﬁ“ X entonces ¢ Sg‘;" X
4o ¢ <P L

5.6 <EM GV 6 <IN GV Y.

6. K ggl;“ @.

Esas propiedades son equivalentes a las que propuso Grove ([Gro88]) con el objetivo de dar una
semdntica alternativa para el modelo AGM de revisién de creencias ([AGMS85]).
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Proposicién 7.2 Dado un sistema universal de esferas $x cenirado en [K], el orden <gx tal
como fuera anteriormente definido, satisface las siguiente propiedades:

1 ¢ <P T,

2. Si ¢ 1) entonces ¢ <P .

3. 81 ¢ <EP Py <EEX ) entonces ¢ <P x.

b L<pax g,
5. GV <D G oV <y,
6. K <o

Nétese que las propiedades (1) ~ (5) para <g'** son exactamente inversas a las propiedades
(1) ~ (5) para Sg‘;“, y curiosamente, ambos érdenes comparten la misma propiedad (6). Este
ultimo hecho se ve plenamente justificado si tomamos en cuenta que el conjunto de los “mejores”
K-mundos coincide con el conjunto de los “peores” K-mundos en cualquier sistema de esferas
centro en [K].

El siguiente resultado establece la relacién entre estos dos 6rdenes presentados aqui y aquellos
de expectativa y posibilidad.

Teorema 7.4 Los drdenes de expectativas y los ordenes de interseccion son inter-definibles en el
siguiente sentido:

(i) dado un sistema de esferas $x, si definimos: ¢ <P 1) si y sdlo si =¢ Sg‘li(“ -, entonces <P
es un orden de expectativas; y

(ii) dado un orden de expectativas <Y, ewistird un sistema de esferas $ tal que resulta cierta la
siguiente equivalencia: ¢ <g’ Y si y solo si probado que no es el caso que g = 1L yp Z L.

Prueba: La condicién (i) es muy facil de verificar tomando en cuenta el resultado de la Proposicién
7.1. En cuanto a la condicién (ii), adaptaremos una técnica de [Sch97] para construir un sistema
de esferas a partir de un orden de expectativas. La idea consiste en reconocer que <¥ distribuye al
conjunto de proposiciones en clases de equivalencias L£s/ ~¥= {4y, A1,..., A, }, (donde ¢ ~F 1
si ¢,1 pertenecen a la misma clase A;, y ¢ <F ¢ si ¢ € 4; y ¢ € Aj con i < j) que tienen la
particularidad de estar totalmente ordenadas. Recordemos que, ¢ ~% 1 significa que ¢ <F 1 y
1 <F ¢. Nétese que 49 = {=¢ | =¢ <F ¢}, el cual es un conjunto de férmulas inconsistente pues
contiene a L. Entonces podemos definir $ = {So, S1,...,S,,} donde S,, =W y cada

Si= [ {[~¢]NSis1}

PEA;

parai =0,1,...,m. Asf serd el caso que So = [K] y por lo tanto el § generado serd centrado en
(K] =N{[¢] | ¢ € Ao}. Aqui omitiremos la verificacién de que el orden <gg' generado a partir
de ese sistema de esferas satisface las propiedad expresada en (ii), debido a que no ofrece ninguna
dificultad. |

Entre los érdenes de expectativa y de inclusién, puede ser establecido un resultado similar, con
solo reemplazar en el teorema anterior ¢ ggﬁ“ Y por ¢ <G .

Ahora estamos en condiciones de mostrar que los 6rdenes basados en medidas de consistencia
y de implicacién presentados en las secciones 7.5 y 7.6, respectivamente, corresponden a érdenes
de interseccién e inclusién para un apropiado sistema de esferas.
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Teorema 7.5 Sea K wuna proposicion consistente y sea S : W x W — [0,1] una relacion de
similitud entre mundos posibles y definiendo el sistema de esferas universal centrado en [K] como
$7. = {[K]a | @ € [0,1]}. Entonces sucede que:

1. Cs(¢ | K) <Cs(y | K) si y solo si P <gun
2 Ls0|K)SLs(|K)  siysdosi b <t g,

La prueba es trivial. Las dos equivalencias son complementarias en el sentido que mientras la
primera toma en cuenta el orden entre =K -mundos (debido a que un sistema de esferas centrado en
[K] sélo discrimina —K-mundos), la segunda sé6lo considera el orden sobre K-mundos. Nuevamente,
esto revela sus diferencias intrinsecas.

Por lo tanto, los sistemas de esferas proveen una herramienta semantica para entender nuestros
ordenes basados en medidas de similitud. Este vinculo entre sistemas de esferas y funciones de
similitud graduadas, ya habfa sido mencionado en [RGG96; DEGT97]. En la préxima seccién
volveremos sobre este punto.

7.8 Similitudes y Contrafacticos

En esta seccién, presentaremos la teoria de contraficticos basada en medidas de consistencia e
implicacién. Para ello primero introduciremos la forma de definir sistemas de esferas a partir de
una relacién de similitud S entre mundos posibles.

Definicién 7.4 Una a-esfera (a € [0,1]) centrada en un mundo w y basada en una funcidn de
similitud S es definida como:
SP2 = {u' | S(w,w) > a}

Definicién 7.5 Un sistema de esferas $° basado en una relacion de similitud S es una funcién
que para cada mundo w € W es definida como:

$S(W) ={SP_}ac [0,1]

Nétese que el sistema de esferas serd débilmente centrado si S es reflexiva y serd centrado si
S satisface la propiedad de separacién. Esta definicién difiere de la presentada con motivo de la
demostracién del teorema 5 de la anterior seccién. La diferencia radica en que $3. es un sistema
de esferas absoluto centrado en K tal como se la define a continuacién:

Definicién 7.6 Una a-esfera (a € [0,1]) basada en un conjunto de férmulas K y una relacion
de similitud S es definida como:

SP% ¢ ={w'| sup S(w,w')>a}
’ we[K]

Definicién 7.7 El sistema de esferas absoluto $3- basada en una relacién de similitud S y una
base de conocimiento K es una funcién que asigna a todo mundo w € W el conjunto de esferas

{SPk}aco,]

Es fécil reconocer que dado que S es una funcién total los sistemas definidos $° y $§( son
universales.

A partir de aqui supondremos que la funcién S satisface las propiedades de separacién, simetria
y transitividad. Dada una funcién de similitud S, el siguiente teorema sintetiza el vinculo entre
los sistemas de contrafacticos VCU y VCA propuestos por Lewis, y las medidas de consistencia
Cs y Cgv
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Teorema 7.6 K = ¢ > ¢ de acuerdo al sistema de esferas $7 < [p A ] =0 o existe un
mundo w tal que para algin o, Cs x(w) = o, w = @AY y para todo mundo w' : si Cs k(@) > «
entonces w' = ¢ — 1.

Prueba: =) Suponga que K = ¢ > 1 (segin $3-) sucede. Entonces hay dos posibilidades:

1. No hay ningtin ¢-mundo perteneciente a alguna esfera S € $7.. Puesto que el sistema de
esferas es universal, entonces debe ser el caso que [¢p]= 0. As{ se cumple que [¢ A =] = 0.

2. Hay alguna esfera S en $f( que contiene por lo menos un ¢-mundo, y tal que ¢ — ¥ se
satisface en todos sus mundos. En este contexto, hay dos caso para analizar:

(a) Si S =W. Entonces todo mundo perteneciente a S satisface la férmula ¢ — ) y asi
[ A —1)] = 0 es cierta.

(b) Si S # W. Entonces existe a tal que S = SP% ¢, y con por lo menos un ¢ A ¢-mundo
w con Cg g(@) > a. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que Cg k(@) = a.
Entonces tenemos por definicién que todo mundo w’ en la esfera SP% g, satisface que
Csg(@) >ayquew |=¢ — 1, que es lo que necesitdbamos probar.

<) Ahora suponga que el lado derecho de la equivalencia ocurre para algunos a. Si tomamos
la esfera S = SP% 5 entonces S serd la esfera requerida por la definicién de Lewis para verificar
que K E ¢ > . O

Corolario 7.3 En particular, si Cs g(—¢p AN ¢) < Csx(p A @) entonces K |= ¢ > de acuerdo
al sistema de esferas $3

Prueba: Es suficiente probar que si Cs x(—% A ¢) < Csx (¢ A @) resulta verdadera entonces
podemos encontrar una esfera S = SP ¢ con al menos un ¢ A ¢-mundo y satisfaciendo que si un
mundo w estd en S entonces w | ¢ —> 1. Probemos eso entonces.
La primera desigualdad puede ser re-escrita como:
SUE. SUP Stuwn) < SUR, SUP Stenn)
Eso es equivalente a decir que existe un ¢ A ¢»-mundo w tal que para todo ¢ A —-mundo w'
Cs,x(0') < Os kx(w) = a. Asi, la esfera S = SPf ¢ satisface las condiciones de Lewis para decidir

que K = ¢ > 1. O

Teorema 7.7 K |= ¢ > ¢ de acuerdo al sistema de esferas $° <= [¢p A =] =0 o para cada
mundo w en [K] hay un ay, € [0,1] y un mundo w' tal que, Cs5(®") = oy, W' |E ¢ AY y para
todo mundo w” si Cg5(@”) > a, entonces w” = ¢ — 1.

Prueba: =) Supongamos que K = ¢ > 1 (segiin $°) sucede. Entonces debemos analizar tres
casos:

1. Si para algin w € [K] no hay ninguna esfera en $°(w) que contenga un ¢-mundo, entonces
debido a la universalidad [¢] debe ser vacio y asi [¢ A <] = 0.

2. Si hay un w mundo tal que la tinica esfera en $°(w) que contiene al menos un ¢-mundo es
W. Entonces en ese caso ¢ — 9 es una tautologia y [¢ A —)] = 0.

3. En cualquier otro caso, si para todo w € [K] hay una esfera S, que contiene al menos un ¢-
mundo y tal que [¢pA)] # W. Entonces podemos repetir el argumento de arriba y sin pérdida
de generalidad podemos afirmar que para cada w hay un «, € (0,1] tal que S, = SP_~ y
en ese caso por definicién Cs g (¢) > ay,, y todos los mundos en S, son ¢ — 1-mundos con
CS,GJ((b — 1/}) > Q.
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<) Ahora supongamos que el lado derecho de la equivalencia ocurre. Si [¢ A —¢p] = @ se
verifica, entonces todo mundo perteneciente a W satisface ¢ — ¢ y por lo tanto K = ¢ > 1.

Si [¢ A )] # O entonces para cada mundo w € [K| podemos considerar la esfera S, = SP{~
entonces S, es la esfera requerida por Lewis para verificar que K |= ¢ > . O

Corolario 7.4 En particular, si C%’K(—rzb | ) <1 entonces K = ¢ > 1 de acuerdo al sistema de
esferas $°

Prueba: Supongamos que O’g k(7 | #) < 1 es cierto. Eso significa que para cualquier mundo w
in K la desigualdad

Cso(d A1) < Cso(dNp)

sucede y asi

SUP  S(w,w2) < uﬁg;]iw S(w,wy).

wol=pA-Y

Esto es equivalente a afirmar que para cada w € [K] existe un ¢ A ¢)-mundo w; tal que para todo
¢ A —p-mundo wsy, Cg5(02) < Csg(@1) = ay,. Asi, si consideramos la esfera S = SP* tenemos
que la misma satisface las condiciones de Lewis para decidir que K |= ¢ > . a

Hasta aqui, nada hemos dicho acerca del supuesto del limite (en inglés: Limit Assumption). Si
requerimos que esta condicion se satisfaga o ain si consideramos el caso de lenguaje finito, tenemos
que los siguientes resultados se verifican:

para cualquier conjunto de férmulas K y cualquier férmula ¢: Cs i (¢) = a siy sélo si existe un
mundo w tal que w = ¢ A Cox(@) =

Recirpocamente, es sencillo probar que imponiendo esa condicién sobre la funcién de similitud
S resulta que los sistemas de esferas $7. y $° verifican la propiedad del supuesto del limite. Asf, si
esta propiedad es verdadera entonces podemos probar los siguiente teoremas:

Teorema 7.8 K |= ¢ > segin 85 <= [p A 9] =0oCs (- A¢) < Cs (P A ).

Prueba: Debido al corolario 7.3 sélo es necesario probar la direccién (=>). Por lo tanto supong-
amos que K = ¢ > ¢ segin $7. Entonces por definicién existe un a € [0,1] tal que SP%
conteniendo al menos un ¢ A ¢-mundo y satisfaciendo que si un mundo w estd en SP$ entonces
wE ¢ — 1. Asi, tenemos que Cg i (¢ A ) > a. Para terminar la prueba es suficiente verificar
que

057](((]5 AN —|1/)) <«

lo cual es obvio porque no podria ser ni mayor, puesto que no hay ¢ A —p-worlds in SP%, ni igual
dado por la suposicién de limite deberia también ser el caso que exista ¢ A —¢p-mundos en SP%. O

Teorema 7.9 K | ¢ > ¢ seqin $° < [p A ] = (Z)OC%’K(—!Q/) | ) < 1.

Prueba: Debido al corolario 7.4 sélo es necesario probar la direccién =>. En tal sentido supong-
amos que K = ¢ > 1 segtin $°. Entonces por definicién para cada mundo w en [K] debers existir
un «, € [0,1] tal que SP_~ contiene al menos un ¢ A¢-mundo y satisfaciendo que si un mundo '
estd en SP(* entonces w' |= ¢ — 1. Si asumimos que C x(—¢) | ¢) = 1 entonces mostraremos
que nos encontraremos frente a una contradiccion. Para ello basta observar que de acuerdo a la
demostracién del anterior teorema, en este caso tendriamos que para cada mundo w en [K]

Cso(d A1) < Cso(dNp)

Puesto que el operador minimo es la t-norma méas grande, podemos analizar este caso particular
sin pérdida de generalidad. Asi resulta que
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Cor(—|0) = subp Cs,z(p A —) = Cs, k(¢ A —tp) = 1(por hipbtesis)

ademds como hemos asumido que la funcién de similitud verifica el supuesto del limite, debe existir
un mundo w” en [K] tal que w” = ¢ A =1 y eso es absurdo. a

Para terminar esta seccidén presentaremos un version graduada del iltimo operador contrafactico
que representaremos con el simbolo >,,.

Definicién 7.8 Dada un conjunto de férmulas K y una funcion de similitud S diremos que:

KE¢>q40 segin $° si y solo si Fo—=v 6 Cip(-w]¢) <a

Obviamente el operador >; se corresponde a la definicién original.

7.9 Similitudes y Operadores de Revision y Actualizacion

Tal como es sugerido por el titulo de la presente seccién, aqui mostraremos como a través de
funciones de similitud podemos definir operadores de revisién y actualizacién.

Para ello propondremos sendas definiciones y probaremos que los operadores que se obtienen a
través de ellas tienen el comportamiento esperado, es decir que satisfacen la mayoria de los axiomas
presentados para cada caso.

Definicién 7.9 ¢ € K} 45 [p A ] =0 ¢ Os k(= A o) < Cs.x(i) A 9.

Definicién 7.10 ¢ € K &5 [pA—0] =0 6 CZ(~v | ¢) < L.

En la primera definicién, una férmula ¢ pertenece a la revisién de K por ¢ si, y sélo si, ella es
una consecuencia légica de ¢ o los ¢ A »-mundos son més cercanos (0 quizds serfa mas apropiado
decir “mas consistente”) al conjunto de K-mundos que lo que los ¢ A —p-mundos lo son. En cambio
la segunda definicién, determina que una férmula 1 pertenece a la actualizacién de K por ¢ si, y
sélo si, ella es una consecuencia légica de ¢ o los ¢ A ¢-mundos son mds cercanos (o consistentes)
a cada K-mundo que lo que los ¢ A —ip-mundos lo son. Obviamente estas definiciones remiten
directamente a las ya propuestas para los operadores contraficticos.

Los operadores de cambio asi definidos verifican la mayoria de los postulados mencionados
para caracterizar operadores de revision y actualizacion, respectivamente, tal como se establece en
los siguientes teoremas. Para mayor claridad de las demostraciones presentaremos un resultado
previo. A lo largo de esta seccién también asumiremos que la funcién de similitud S satisface las
propiedades de separacién, simetria y ®-transitividad.

Lema 7.1 Las siguientes condiciones se verifican:

1. Siw es un ¢-mundo tal que Cs k(@) =1, entonces w € [K].

2. Siw es un ¢-mundo tal que Cg x(—) | §) = 1, entonces w € [Kg]
Prueba:

1. Supongamos que w ¢ [K 0*5] o equivalentemente que existe una férmula ¢ € K tal que w E -
y que, Cs k(@) =1 = Cs,x(¢p A —p). Pero puesto que por hipétesis ¢ € K, resulta que
1=Cskx(¢N) <Cs k(¢ A1), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto w € [KF].

2. Supongamos que w ¢ [Kq?]. Entonces, existe una férmula ¢ € K7 tal que w = —1). Por

lo tanto, 1 = C% (@ | ¢) < C% (b | §) < O (¥ | #). Lo cual claramente es una
contradiccién.
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O

Teorema 7.10 El operador x generado por la Definicion 7.9 verifica los postulados (x1) ~ (x3) y
(%5) ~ (*8), pero no (x4).

Prueba:

*1. Kj = Cn(K).
Es suficiente probar que Cn(K;) C K. Supongamos que ¢ € C’n(KZ;) Entonces por com-
pacidad deben existir férmulas ¢1,...,0n € Kj tal que g1 A . A EP Y Q1 Ao A € K.
Luego si [¢ A =] = () entonces es claro que ¢ € K.
Alternativamente, si [¢ A =] # 0 serd el caso que:

Cs,x(pN1h) > Csr(dA(¢1 Ao Ndp)) > (puesto que [p1 A ... A p] C [¢])
Cs.x(@AN=(P1 A oo A ) > ( porque por hipétesis ¢1 A ... A ¢y, € Kg)
Cs,x (9 A—) ( dado que [=(¢1 A ... A ] 2 [=9)])

Por lo tanto, ¢ € K.
*2. ¢ € K. Su verificaci6n sélo requiere tener en cuenta que [¢ A =¢] = 0.

*3. K;CCn(K U {¢}).
Es suficiente probar que [Kj] O [K U {#}] y eso es inmediato a partir del lema anterior si
tomamos en cuenta que si w € [K U {¢}] entonces, Cs x(w) = 1 y es un ¢-mundo.

*5. Si Cn(¢) # L entonces Kj # L.
Supongamos que Kg = Ly que ¢ £ L. Luego podemos asumir que hay una férmula
consistente x € L tal que ¢ = x y asi [¢ A x| # 0. Ahora, puesto que —x € K7 resulta que,
Cs.x(~xN¢) > Csrx(xNP) = Cs k(¢), lo cual entra en contradiccién con la definicién de
Cs,k- Por lo tanto, K3 # L.

*x6. Si ¢ v entonces Kj = K.
Si ¢ v entonces para todo x € L, [pAx]=0siysélosi [vAx] =0y Csrx(-xAd) <
CS,K(X A @) siy sélo si CS‘,K(_‘X Av) < CS,K(X AD).

*7. K3, C Cn((Kj) U {r}).
Si —w € K7 entonces Cn((Kj) U {v}) =L. Asi Kj,, C Cn((Kj)U{v}).
Si v ¢ K entonces, para cualquier mundo w € [K}] [ [v], sucede que Cs k(@) =1y por
lo tanto todos esos mundos estan en [K, ], por el lema anterior.

*8. Si—w ¢ Kj entonces Cn((Kj)U{v}) CKj,,.
Sea ¢ una férmula en el lenguaje £, tal que ¢ € Cn((Kj) U {v}) = Cn((Kj) U Cn({r})).
Consideremos los siguientes casos:

e Si ¢ € Cn({r}) entonces, [pAvA—9] =0. Asi, ¢ € K}, .

e Si ¢ € K} entonces, [p A =¢)] =0 o Cs k(¢ A ) < Cs,r(dp A1h).
Si [¢ A —p] = 0 entonces, [¢p Av A —1p] =0 y por lo tanto ¢ € K.
Si Cs g (pA—) < Cs, k(P A1) podemos asumir que, Cs g (pAYAV) > Cs g (PAYA-Y) (ya
que —v ¢ K7 ). Por lo tanto, tomando en cuenta que Cs k(¢ A¢) = max{Cs k(¢ AP Av),
Cs,k(¢ AP A—v)} tenemos que, Cs k(¢ Ay Av) = Cs, k(¢ AY), y puesto que ¢ € K7,
tenemos Cs k(¢ A1) > Cs k(¢ A—) > Cs k(¢ AP Av). Asi, ¢ estd en K7, .

Para probar que nuestra presuncién Cs g (¢pAYAV) > Cs ik (¢pApA-w) fue correcta, hagamos
un razonamiento por el absurdo. Supongamos que Cs k(¢ A Av) < Csx(p A A—w).
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Puesto que v ¢ K} entonces [p A —v] # 0y Cs k(¢ Av) > Cs, (¢ A —v). Como ademds
por hipétesis Cs k(¢ A ) > Cs k(¢ A=), lo cual resulta equivalente a:

max{Cs g (dAYAV),Cs g (dAYA-)} > max{Cs g (A AV),Cs k(pA—pA-v)} (7.3)

En tal caso, C's kx (9AYA-w)} = max{Cs k (¢pAYAV), Cs, ik (pAYA-w)} > Cs g (AP A-D)
y asi Cg k(¢ A-w) = Cg k(¢ AP A—w). Por otra parte, de la ecuacién 7.3 también podemos
concluir que Cs g (¢ Ay A=w)} > Cs k(¢ A=) Av). Luego sumando la hipétesis original
resulta que:

Csx(dN-v) = Cs gAY A—w) > max{Cs g (dA-YAV),Csx(dAYAV)} = Cs x(dAV)

lo cual entra en contradiccién con —w ¢ K.

e Siy € Cn(KjU{v}), v ¢ Kjy ¢ ¢ Cn({v}) entonces, existe ¢1.....¢, € KJU {r} tal
que ¢1 A ... A ¢, |= 9. Por lo tanto, si ¢; € K U {v} entonces, ¢; € Cn(Kj) U Cn({r})
y usando el resultado anterior obtenemos que ¢; € K ,,. Puesto que ¢1 A ..... ANon EY Y
o; € K;Ay, al usar la propiedad *1, tenemos que ¥ estd en K;Ay. Esto da por terminada
nuestra prueba de *8.

Finalmente, para probar que [¥4.], i.e., si "¢ ¢ K entonces, Cn(K U {qﬁ})gK;, no necesari-
amente se verifica con nuestra definicién, bastard dar un contraejemplo. Sea wy, ....,wpy, -.-.
una secuencia de ¢—mundos tal que, para cualquier i < 1: w; € [K], S(w,w;) < 1. Sea w'
un mundo tal que w' ¢ [K U{¢}] y lim S(w,w,) = 1. En ese caso, puesto que Cs x(0')=1
y tomando en consideracién que si ¢ ¢ K entonces para cualquier ¢-mundo w € [K],
Cs,k(w) =1, tenemos que w' € [K].

O

Antes de proseguir con la comprobacién de que nuestra definicion de operador de actualizacion
cumple con las propiedades sefialadas por Katsuno y Mendelson en [KM91], creemos conveniente
destacar que bajo nuestra definicién dicho operador es cerrado por la consecuencia légica clésica,
ie.
K§ = Cn(K)

Para comprobarlo sélo es necesario recordar que Cn es compacta y verificar que:

LSiYyeK;yy = x entonces x € K3,y

2. Si¢,x € K entonces Y A x € K7

Pero 1 es inmediato puesto que, si [¢ A —t)] = }) entonces también es el caso que [p A =x] =0, y si
C% k(—% | #) < 1 entonces por monotonfa resulta que C3 x(=x | ¢) < CF k(=9 | ¢) < 1. Luego
en ambos casos x € K.

Para 2 basta hacer un andlisis similar. Si [¢p A =¢)] = @ y [¢ A =x] = @ entonces claramente
¢ (¥ Ax) yporl: ¢y Ax € K. Sisuponemos que s6lo uno de esos casos se dan, por ejemplo
[¢ A =x] = 0 (lo que implica que Cé}((X | ) =1y que C§7K(ﬁx | ¢) < 1) puesto que estamos
suponiendo que S es de separacién), y que en el otro caso resulta que CéK(—ﬂ/J | ) < 1 entonces
como C% x(=(¥ Ax) | ¢) = max{C% k(=9 | ¢),C% x(—x | )} tenemos que ¢ A x € K. En el
caso que Cg p(—0) | ¢) < 1y que CF g(—x | #) < 1 por la regla de descomposicién mencionada
anteriormente resulta que debe ser que C% ;- (~(¢) A x) | ¢) < 1.

Teorema 7.11 FEIl operador ¢ propuesto por la Definicién 7.10 verifica los postulados (¢1), (¢2'),
y (03) ~ (8), donde el nuevo postulado (¢ 2°) es:

© 2. Si K |= ¢ entonces K |E K
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Prueba: Consideraremos el caso de cada propiedad independientemente:

o 1.

o2

o 3.

o 4.

© 5.

o 6.

KS E o
@
Puesto que [¢ A ~¢] = (), tenemos ¢ € K. Asi, KJ |= ¢.

. Si K | ¢ entonces K | K.

Asumamos que v € Kg y probemos que K | v. Consideremos los siguientes casos:

o Si[pA—w]=0entonces, ¢ Fvyasi K |Ev.

* Si C% g(-v | ¢) < 1 entonces, para cualquier w € [K] : (Csz(¢) > Csa(p A —v) dado
que, para todo w € [K] : Csg(¢) = 1 y por lo tanto, Csz(d A -v) < 1. Por ello,
VYw € [K] : w [~ (¢ A—w) y puesto que w |= ¢, necesariamente tenemos que w |= v cualquiera
sea el w € [K]. De lo que se concluye que K |=v.

Si K y ¢ son satisfactible entonces K¢ lo es también.

Asumamos que K no satisfactible. Si ¢ lo es, entonces [¢] # 0. Por hipdtesis —¢ € K, de
lo que concluimos que C’%y k(9] ¢) < 1. Por otra parte, puesto que K es satisfactible, resulta
por definicién que CF ;(¢ | §) = 1. Lo cual da lugar a una contradiccién.

Si K = K> y ¢1 = ¢ entonces, (Kl)j)1 = (K2)§)2.
Esta propiedad es de verificacién inmediata tomando en consideracién que [¢1 A —ep] = @ si
y s6lo si [pa A =p] = 0, y que CZ g (-9 | ¢1) < 1siy solosi CF g, (—) | ¢a) < 1.
KgU{v} E K§a,-
Esta condicién es equivalente a K¢,, C Cn((K3) U {r}). Supongamos que x € KJ,,. Si
[¢ Av A =x] =0 entonces,  Av = x. Asi x € Cn((K3) U {r}).
Si C§7K(—|I/J | ® Av) < 1 entonces, por definicidn,

sup (Csz(d Av)@—Csgs(p ANpAV)) <1

wE[K]
Puesto que ®— es una funcién decreciente respecto a su primer argumento y Csg(¢) >
Cs.z(¢ Av) tenemos que Cg5(0)@—Cs5(—p APAV)) < Csz(d Av)@—Csg(—h AP Av)
para cualquier w € [K]. Por lo tanto, Cg x(-v V1 | ¢) = sup, (k] (Cs,5(9)@—Cs (- A

¢ Av)) < sup,ei)(Csa(@ Av)@—Csg(—p AdAv)) < 1y por definicién, -v V¢ € K.
Asiyp € Cn((K3) U {v}).

Si K ¢2y Kj, |E ¢1 entonces K = K.

Puesto que el operador de actualizacién es deductivamente cerrado, probaremos algo equiva-
lente: si ¢ € K v ¢1 € K, entonces K = Kg . Cuya prueba resulta como consecuencia
inmediata de los siguientes resultados intermedios:

® Sig1 € KJ, vy ¢ € K entonces, para cualquier w € [K] sucede que:

Csz(d1) = Csa(pr A d2) = Csgo(p2)

Prueba:  Consideremos el caso que C% g (=¢2 | ¢1) <1y C§ g (=61 | ¢2) < 1 (dado que los
restantes casos son muy sencillos). Luego, tomando en cuenta que u®—wv = 1 si y sélo si
u < v, las dos desigualdades asumidas implican que, para cualquier w € [K], debemos tener

Csa(#1) > Csa(dr A¢2), y Csa(p2) > Cso(—¢1 A ¢2)
y eso nos lleva a que Cg5(d1) = Csg(p1 A ¢2) v Cs,a(p2) = Csg(dr A ¢2). O

e Si ¢ € K3, v Csa(d1) = Csp(ge) para cualquier w € [K], entonces Kj C K¢ .

Andlogamente, si ¢» € K v Csg(¢1) = Csz(¢2) para cualquier w € [K], entonces
ngz g K‘;l'
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Prueba: Sélo probaremos la primera afirmacién puesto que el segundo caso es equivalente.
Sea ¢ € K;Q. Entonces, serd el caso que: [da A —¢1] =0 o CgK(—@l | $2) < 1.
— Consideremos primero el caso [¢s A =¢1]| =0y ¢ € K;l. Entonces en ese contexto las
situaciones alternativas son: [¢1 A =)] = @ or C’%y k(Y | #) < 1.
L. Si fuera [¢1 A =] = ) entonces también serd [p2 A =) = . Con lo cual, ¢ € K.
2. Si fuera CF g (—0 | ¢1) < 1.

Necesitamos probar que Cg’ k(% | #2) < 1. Para ello, notemos primero que, dado
que [¢2] C [¢1], resulta que

CS,@ (¢2 A _'1/1) S CS,@ (¢1 A _'1/1)

Por lo tanto, para cada w € [K], pasard que
Cs,a(t2)@—Csa(p2 A 1p) =
Cs,0(¢1)@—Csa(d2 A ) <
Cs,5(01)2—Cs.a(p1 A )
Asi, tomando supremos, tenemos que CéK(—-@ZJ | ¢2) < C§7K(ﬁ¢ | 1) < 1, por lo
cual, ¥ € ng

~ En el caso que Chy(~dr | ¢2) < 1y 9 € K5, tendremos que [$1 A ] = 9 o
C% k(=% | ¢1) < 1. Analizando cada alternativa obtenemos:

1. Si [¢1 A =] = 0 entonces [)] C [=¢1]. Asi, CF ;o (=) | ¢2) < CF j (=61 | d2) < 1,
y por lo tanto ¢ € K3 .
2. Supongamos ahora que C%,K(—'z/J | 1) < 1. En ese contexto, notemos que la
siguiente desigualdad se verifica
Csz(d2 A ) =max{Csz(d2 A A d1),Cso(d2 A=Y A=)}
<max{Csz(¢1 A ), Csa(d2 A =¢1)}.
Por lo tanto, tomando en cuenta que para cualquier w € [K] sucede que Cs g(¢1) =
Csz(¢2), tenemos que:
Cix(m | ¢2) = sup,ex) Cs,o(d2)@—Csa(pa A=)
< maz{sup,¢g] Cs,o(¢2) @—Csa(d1 A ),
sup, ¢ (k] Cs,5(92)@—Cs,z(d2 A =¢1)}
= maz{C% (1) | ¢1), C% k(=1 | h2)}
<1
Resultando que ¢ € K, .

Esto finaliza la prueba del postulado ¢ 6.

© 7. Si K es completa entonces Kg JKg E K7 |,
Eso es equivalente a probar que KJ 4, € Cn(K3 UKg,). Asumamos que ¢ € K ,,,
entonces [(¢1 V ¢2) A 5] 0 C2 (=) | (61 V 62) < L.
Si [(¢1 V ¢2) A =], entonces [¢p1 A —p] o [p2 A —¢b]. Por lo tanto, ¢ € Ki oy eKg .
Si O% f (1) | (¢1V¢2)) < 1 entonces, para cualquier mundo w € [K]) tenemos que C's 5((¢1V
P2)A) > Cs.o((91Vd2)Ap). En estas condiciones, para cualquier w € [K]: max{Csz(¢1A
V), Csa(Pp2A))} > max{Cs o (p1 A1), Cs z(p2 A—1p)}. Puesto que K es completa, existe un
unico mundo w € [K]. Por eso, Cs g (91 AY) > Cs5(d1 A1) 0 Cs (2 Ap) > Csz(d2 A—h).
Asi, ¢ estd en K3 o ¢ estd en K3 .

o 8. (K1 K2)g = ((K1)g N(K2)3)-
Supongamos que ¢ es una férmula tal que [¢p A =] = @. En tal caso, la equivalencia es
satisfecha. Asumamos que 1 es una férmula tal que [pA=Y] # By ¢ € (K1 (] K2). Entonces,

C%,Kl N (=% | #) < 1y para cualquier mundow € [K]: Csg(pAY) > Cs5(pA—)). Puesto
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que, [K; K2 = [Ki]U[K2], tenemos que CF g, (= | ¢) < 1y C% (=9 | ¢) < 1. Ahora
bajo la presuncién de que ¢ es una férmula tal que [pA=¢)] # Dy o € ((K1)g ((K2)5). Luego,
Cer, (0| ¢) <1y C% g, (¢ | $) < 1. Obviamente, por definicién CéKl N (T ¢) <1

© 9. Si K es completa y K3 |J{v} es satisfactible entonces K3 ,, F KgU{v}.
Supongamos que 1) es una formula tal que ¢ € K U{v}. Si ¢ es v, entonces por (¢ 1)
Y € K3,,. Si ¢ € K entonces, [p A=) =0 o Ce (- | ¢) < 1. Si[p A ] = () entonces,

Finalmente, si C’%y k(Y | ¢) < 1, dado que K es completo, existird un dnico mundo w €
[K] tal que Csg(¢ A1p) > Csz(dp A —p). Puesto que K |J{v} es satisfactible, entonces
Csa(@AvAYp) > Csa(d AvA—p). Asi,p € K5,

O

Estos resultados no son sorprendentes. Las propiedades (x4) y (¢2) pueden no satisfacerse en
el caso de lenguajes infinitos. Pero cuando este es finito esas propiedades son recuperadas tal como
lo veremos a continuacién. Para ello, definiremos los siguientes pre-érdenes.

Definicién 7.11 Dada una funcion de similitud S, definimos para cada conjunto de formulas K
un pre-orden total <k sobre el conjunto de mundos posibles:

def
wi <k wo € Cs,x(w1) > Cs i (w2).

Definicién 7.12 Dada una funcion de similitud S, por cada mundo w definimos un pre-orden
total <, sobre el dominio de mundos posibles como sigue:

def
W <y wy Cs5(w1) > Csa(wa).

Como ya adelantamos, cuando el lenguaje es finito los teoremas precedentes nos permiten
definir operadores de revisién y de actualizacién, x; y oy respectivamente, usando los pre-érdenes
que acabamos de definir. Dados un conjunto de férmulas K y una férmula ¢ sus respectivas
definiciones en términos de modelos son:

[Ky/1={u" €[¢] | Fw € [K]: S(w,0') = Cs,x(0)} (7.4)
(K] ={w' €[g] | I € [K]: S(w,w') = Cs0(0)} (7.5)

Ahora ya estamos en condiciones de presentar nuestro resultado para el caso de lenguajes finitos
que establece que los operadores x/ y o obtenidos via los teoremas de representacién de Katsuno
y Mendelzon basados en pre-6rdenes de las definiciones 11 y 12, se corresponden exactamente con
esos generados por las definiciones 7.9 y 7.10, respectivamente. Formalmente esto es expresado por
los siguientes teoremas.

Teorema 7.12 1) € K;f siy solo si[pA Y] =0 0 Cox(—p Ap) < Csx(¥ A ).

Prueba: 1) € K;f siy solo si [K;f] C [¢]. siy sélosi{w € [¢] | s,k (@) = Cs,x(9)} C [¢]
Supongamos que, C's,x(¢) = 0 entonces, {w € [@] | Cs,x (@) = Cs x(¢)} C [¢)] siy sélosi [¢p] C [¢/]
y por lo tanto si y sélo si [¢p A =] =0

Ahora supongamos que Cg x(¢) > 0. {w € [¢] | Cs.x(w) = Cs,x(¢)} C [¢] siy sélo si Cg k(¢) =
CS’K((f)/\ 1/)) 7'5 CS,K(¢ A —.1/)) y si y sélo si CS,K(¢ N 1/1) > CS,K(¢ A —l1/J) O

Teorema 7.13 ¢ € K’ si y sdlo si [p A=) =0 0 C% (=) | ¢) < 1.
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Prueba: 1) € K;;f si y solo si [K;;f] C [¢] siy solo si {w' € [¢] | existe w € [K]y S(w,w') =
Cs.z(9)} C [¢]. Asumamos que existe un w € [K] tal que Cg 5 (¢) = 0. Por lo tanto tenemos que
{w' €[] | we [K]y Sw,w') =Csa(¢)} C[Y] siy solosi[pA-y]=0.

Ahora presuponiendo que Cg g (¢) > 0 para cualquier w € [K]. Tenemos, {w' € [¢] | Jw € [K] :
S(w,w') = Csa(9)} € [¢] siy solo si Cs e (w) = Cs,a(9) = Csar (9 AY) # Csar(¢ A —¢) para
cualquier w' € [K], si y s6lo si Cg,z (¢ A1) > Cs,o(d A 1)), para cualquier w' € [K], si y sélo si
C%’K(—n/) | ¢) = maxw’e[K](CS,w’(¢)®—>CS,E)’(¢ A _‘@b)) <1l o

A modo de resefia, podemos decir que en la presente secciéon hemos mostrado como operadores
de revisién y de actualizacidon pueden ser definidos en términos de funciones de similitud. Que
en el fondo se corresponden a medidas de posibilidad. Esos operadores son algo diferentes de los
propuestos por Dubois y Prade en [DP94b]. Nuestro enfoque resulta completamente compatible
con las nociones de condicionales contraficticos. Dicho con més precisién, nuestras definiciones de
operadores de revisién y actualizacion se corresponden con las de operadores contrafacticos basados
en similitudes en el siguiente sentido:

Corolario 7.5 K | ¢ > ¢ segin $3 < o € K;f,
Corolario 7.6 K = ¢ > ¢ seqin $° <= ¢ € K;:f

Noétese que en el primer caso el operador corresponde al operador cuyo sistema légico es el
VCU, y en el segundo caso el operador debe ser pensado en el contexto de un sistema VCA.

Ademaés vale la pena comentar que el operador mencionado en el corolario 7.5 es diferente del
propuesto por Dubois y Prade en [DP94b] (pag. 75). En su caso, el condicional definido no verifica
reflexividad ni supraclasicalidad (eifE ¢ > ¢y |E ¢ — ¢ = [E ¢ > 9), aspecto que fue
mencionado en la anterior seccién.

Por otra parte el operador de revisién referido en la Definicién 7.4 tiene diferencias con el
presentado por Dubois y Prade en [DP92a] donde se caracterizan operadores de revisién en el
contexto de su Légica Posibilistica. Las dos diferencias mas significativas son:

1. En nuestro caso la funcién de similitud nunca cambia y eso le da cierta “estabilidad” a
la medida de posibilidad. En cambio sus funciones de revisién se basan en el cambio de
la distribucién de posibilidad a través de una definicién de posibilidad condicional que en
algun sentido es similar a la de probabilidad condicional. En su caso, esto conlleva a que
la operacién de revisién sea conmutativa. En nuestro caso el orden en que los cambios son
realizados es significativo.

2. Por otra parte en su enfoque una vez que se asume nueva informacién la vieja es imposible
de ser recuperada. Esto es asi porque la distribucién de posibilidad obtenida como resultado
de una revision tiene medida cero para los modelos descartados y tal caracteristica produce
un efecto “acumulativo” e “irreversible”. En nuestro caso eso no sucede dado que el modelo
propuesto se parece mas a las Revisiones Analiticas estudiadas por Becher en [Bec99].

El operador de actualizacién definido por 7.5 también es diferente del propuesto por esos mismos
autores via lo que ellos llaman imagen posibilistica (en inglés: possibilistic imaging) en [DP94b]. La,
diferencia esencial es que nuestro enfoque no requiere de ninguna funcién de proximidad externa.
Maés atin la completa caracterizacién de nuestro operador de actualizacién no tiene correlato andlogo
en su enfoque.



Capitulo 8

Conclusiones y Futuros Trabajos

8.1 Contribuciones

Nuestro trabajo estuvo dedicado a contribuir al estudio teérico-formal del razonamiento basado en
similitud. Existen en esencia dos perspectivas diferentes para abordar dicho estudio, uno cualita-
tivo y otro cuantitativo. Los trabajos desarrollados independientemente por Nicod, Williamson,
y Konikowska ([Nic70], [Wil88] y [Kon97], respectivamente) pertenecen a la primera tradicion.
En la segunda, es posible citar entre otros trabajos a [BJ96], [DEG*95], [DEG197], [EGG94b],
[K1a95], [Rus91], [Yin94] y [Wes87]. Nuestras contribuciones pertenecen al segundo enfoque puesto
que damos una definicién cuantitativa del grado de verosimilitud siguiendo la doctrina planteada
por Niiniluoto en [Nii87] pag. 203. Nuestra visién est4 en coincidencia con la de Ruspini en
[Rus91], donde se estudia una seméntica para la lgica borrosa basada en las relaciones de equiva-
lencia borrosa. La perspectiva de Ruspini es intrinsecamente modal, aunque él nunca produjo un
marco légico modal. En este trabajo tratamos de cubrir ese déficit al considerar una definicién de
verosimilitud basada en medidas de similitudes entre mundos la cual fue usada como la relacién
de accesibilidad en una semantica de Kripke.

Siguiendo las ideas de Ruspini, iniciamos nuestro andlisis del razonamiento basado en similitud,
a partir de una relacién binaria borrosa R : W x W + L que vincula pares de mundos posibles con
un elemento de un reticulo L. Esas funciones fueron interpretadas como relaciones de remembranza
o proximidad entre mundos posibles.

En nuestro trabajo, en la bisqueda de una propuesta lo méas general posible, argumentamos por
una nocién de proximidad o similitud seméntica representada por relaciones reflexivas que denom-
inamos aprozimaciones superiores, en contraste con otras propuestas que bregan por representa-
ciones con relaciones de equivalencia (reflexivas, simétricas y transitivas). Mas ain, mostramos
como las aproximaciones superiores caracterizan a los conjuntos borrosos normales, lo que las
vuelve una herramienta til para la modelizacién del razonamiento borroso.

Desde ese nuevo punto de partida, redefinimos las medidas de implicacién y de consistencia
entre pares de conjuntos de formulas. Por consiguiente, las relaciones de consecuencia graduadas
tomaron un cardcter mas general que el dado en [DEG197] al poder ser definidas de la manera
usual, entre un conjunto de férmulas y una férmula.

En esta memoria presentamos varias formalizaciones l6gicas de esas relaciones de consecuencia
graduadas usando dos técnicas diferentes una condicional y otra intensional y, dentro de cada una
de ellas desarrollamos alternativas multi-modales y multivaluadas. La primera técnica consistié
en definir una légica condicional donde cada relacién de consecuencia es directamente capturada
o por una familia de sendos operadores binarios (enfoque multi-modal) o por sélo un par de op-
eradores (enfoque multivaluado). En cualquier caso, los operadores condicionales no tendrédn una
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interpretacion veritativa funcional, lo que hace diferente a nuestro enfoque respecto a otras mod-
elizaciones del razonamiento aproximado. En comparacién con los modelos condicionales clédsicos
(ver [Nut80]), nuestra propuesta se distingue por tomar la nocién de verdad en un modelo como
global, cuando la definicién usual es local (i.e. dada respecto de cada modelo). Como contra-
partida, esta idea de representar las medidas de consistencia y de implicacién directamente en el
lenguaje, nos permiti6 trasladar casi directamente las propiedades de los teoremas de caracteri-
zaciéon dados en el Capitulo 2 como axiomas de la respectiva formalizacién légica. El costo que
tuvimos que pagar fue la restriccién a lenguajes finitos.

Debido a esa limitacién, es que nos volcamos a la segunda técnica que involucrd una formal-
izacidén indirecta de la relacién de consecuencia graduada. Dada una proposicién p, le asociaremos
una nueva proposicién borrosa p* que leemos como “aproximadamente-p”, donde p* es pensada
como la “distorsiéon” de la proposicién p por medio de la relacién borrosa R de la siguiente manera:

pp=(w) = [p]"(w) = sup R(w,w’)

w'=p

Esta idea fue tomada del trabajo publicado en [EGG94b] y la usamos para presentar varios tipos
de consecuencias graduadas como “distorsién” o “relajacién” del operador de consecuencia cldsico.
Esto dio lugar a la definicién de varias familias de relaciones de consecuencia graduadas que en
particular inclufan a las aproximadas y de proximidad, sobre las cuales centramos nuestro interés.

En el lenguaje objeto, representamos la nocién de “aprozimadamente-p” a través de una familia
de operadores modales unarios que dan cuenta de los a-cortes de p* (enfoque multi-modal) o usando
un tnico operador que representa directamente la proposicién borrosa p* (enfoque multi valuado).

Tanto para el enfoque condicional como para el intensional fue necesario establecer un contexto
semantico. De acuerdo a nuestra interpretacién de la nocién de verosimilitud en términos de una
relaciéon de similitud borrosa, nos inclinamos por la estructura de modelo relacional de Kripke.
Bajo esa estructura semaéntica fijamos varias familias de modelos y probamos completitud entre
éstas y los correspondientes sistemas axiomaéaticos propuestos. Esos resultados se resumen de la
siguiente manera:

Enfoque multicondicional

e El sistema multicondicional basico CSI(G,®) = PL + A + ST + ST’ + ST” + OI +
OD + RLO cerrado bajo MP y CI es completo con respecto a Yo;. Mds atn,
probamos completitud con respecto a las subclases de modelos Yo p, Y34, ¥up vy g f
cuando clausuramos por RK e incorporamos a CSI(G,®) los axiomas Sim, ® — T y
simultdneamente Sim y ® — T, respectivamente.

e El sistema estricto CSI(G,®)", que consiste en incorporar el axioma ESC' al sistema
béasico CSI(G, ®), es completo con respecto a la subclase de modelos E[J{f. Nuevamente,
extendimos esos resultados de completitud para las subclases de modelos 333, ¥3 ;, 37,
y Zégf cuando clausuramos por RK e incorporamos sucesivamente a CSI(G,®)" los

axiomas Sim, ® — T y conjuntamente Sim y ® — T.

e El sistema multicondicional de proximidad basico CSJ(G,®) = PL+ A +ST+ST” +
OI + OD + 1J + ® — T + Res, y cerrado por la regla de inferencia MP, CI y RK
es completo con respecto a Xos. Ademds, cuando incorporamos el axioma Rfx a los
anteriores pudimos encontrar completitud con respecto a la subclase de modelos ¥ ¢.

e El sistema CSJ(G,®)", que puede ser obtenido a partir del sistema CSJ(G,®) incor-
porando el axioma ESC, es completo con respecto a la subclase de modelos Ej{f.

Enfoque condicional multivaluado

e El sistema de l6gica condicional aproximada multivaluada bésica FCSI(Q, ®) tiende
los siguientes axiomas: BL, ST', ST”, Ag, rcl, rc2, Bool, OI, OD (dénde Ag es L
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6 G 6 {II1,I12} segin cual sea la t-norma subyacente) y que es cerrado tan sélo por la
regla de inferencia MP si la ¢t-norma es Gddel o Lukasiewicz y que en el caso de la t-
norma producto se exige ademads clausura por RI. Ese sistema es completo con respecto
a una subclase apropiada de modelos de Xy (aquellos que interpretan correctamente
los operadores multivaluados). Adicionalmente, obtuvimos completitud con respecto a
una subclase apropiada de modelos de Yoy, X3¢, Xyy y g, cuando respectivamente,
clausuramos con la regla RK, e incorporamos alternativamente los axiomas Sim, ®—T,
y simultdneamente Sim y ®—T.

Los resultados anteriores pueden trasladarse a los respectivos sistemas estrictos (i.e.,
que son cerrados por la regla ESC). Asi, los sistemas FCSI-#1(Q,®), donde # =
T, TB,S4,S5, resultan completos respecto a las correspondientes y apropiadas sub-
clases de modelos estrictos Zier coni=23,40®.

El sistema de légica condicional de proximidad multivaluada basica FCSJ(Q, ®) corre-
sponde al minimo subconjunto de férmulas de FL;* que contenga a los axiomas: BL,
Ag, rcl, rc2, Bool, OI, OD, ®-T y Res (dénde Ag es L o G o {II1,II2}) y que
sea cerrado tan sélo por las reglas de inferencia MP y RK si la t-norma es Godel o
Lukasiewicz y que en el caso de la t-norma producto éste ademads clausura por RI. Este
serd completo con respecto a la subclase apropiada de modelos de Xg;. Si al sistema
bésico le incorporamos el axioma de reflexividad Rfx podemos caracterizar una subclase
apropiada de modelos de ¥¢. Si ademds consideramos las correspondientes versiones
estrictas al clausurar las anteriores por la regla ESC, podemos lograr resultados de
completitud entre las subclases de modelos estrictos Eo+f y E;f y los asociados sistemas
estrictos FCSJ*(Q,®) y FCSJ-TT(Q, ®), respectivamente.

Enfoque intensional multi-modal

Si G es finito, entonces la légica multimodal bésica MK(G) (o MK para abreviar) que
corresponde al minimo conjunto de férmulas que contiene a PL + K¢ + K° + N°¢ +
EX°+ EX°+CO+0C, y cerrado por las reglas de inferencia M P y RN° es completa
respecto de la subclase de modelos ¥y. Més atn, las extensiones de esa légica béasica
por incorporar sucesivamente los axiomas: T, B¢, 4%, permiten obtener completitud
respecto de las subclases: ¥s, X3 v X, respectivamente. En este contexto finito también
comprobaremos que las modalidades “abiertas” y “cerradas” son interdefinibles, y que
por lo tanto los sistemas l6gicos pueden ser simplificados.

Ademis si G es finito e incorporamos el axioma C° al sistema MK(G) y a cada una de
sus extensiones, obtenemos las sistemas estrictos asociados que serdn respectivamente
completos con respecto a las clases de modelos: X, £5, £ y £,

El sistema axiomdtico MS5T+(G,®) = PL + K° + K° + CO + OC + EX® + EX°+
T¢ + B° 4+ B¢ + 4° + 4° 4+ (C° y cerrado por modus ponens y necesitacion, es completo
con respecto a la subclase de modelos finitos de ¥§, cuando G es denso y enumerable,
y la t-norma es ® = min. En esas mismas condiciones, si removemos el axioma C° del
sistema MS57" (G, ®) obtenemos una légica que es completa con respecto a la subclase
de modelos X ;.

Enfoque intensional multivaluado

Nuestro objetivo inicial era mostrar que los sistemas FM(C) (con C = BL,L , G o IT) ademds
de ser correctos con respecto a sus respectivas clases de modelos Yo, también eran completos.
Desafortunadamente, no hemos tenido éxito en alcanzar esa meta. Pero en la busqueda de
la misma nos hemos encontrado con interesantes y relevantes resultados de los cuales dimos
cuenta en el Capitulo 5. Esencialmente probamos que la Teoria de la Correspondencia, que
permite concluir que propiedades de un marco modal estdn determinadas por una férmula
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modal, es aplicable en las légicas multivaluadas. Este resultado nos permitié establecer los
siguientes resultados atipicos de completitud:

(Vi=2,3,4,®) : kK,p siysélosi (FM-#;(C))" Fev ¢”

dénde #o =T, #3 =TB, #4 = S4y #g = 55. Es decir que probamos que una férmula ¢
es valida en un marco X; si y sélo si su traduccién a primer orden ¢* tiene una prueba en el
calculo CV a partir de la teoria que contiene las transcripciones a primer orden de todos los
axiomas del sistema F'M-#;(C).

Combinando este resultado y los de correctitud que demostramos en el Capitulo 5 concluimos
que para cualquier sistema S resulta

Si K¢ entonces (S)* Fey o*
donde § = FM-#;(C) con #; como antes. Estos resultados nos permitieron afirmar que las
l6gicas que pretendimos caracterizar por los sistemas propuestos son recursivamente enumer-

ables. Mds atin, en el caso de C = G vimos que es posible extender el resultado a las logicas
del modelo estandar.

Después de estudiar el razonamiento por similitud desde una perspectiva & la Hilbert, pasamos
a enfocar nuestro punto de andlisis en aspectos mas abstractos tal como sugieren los trabajos de
Tarski sobre la nocién de consecuencia légica clasica. Empezamos proponiendo una nueva nocién
abstracta de consecuencia graduada, que denominamos implicativa, la cual probamos que cubre
muchas de las nociones ad-hoc conocidas en la literatura. Presentamos un teorema de repre-
sentacion de esta nocién en términos de conjuntos generadores y definimos las nociones asociadas
de operadores de clausura implicativos y sistema de clausura implicativos. Probamos que es-
tos tres conceptos tienen una interpretacién muy intuitiva en términos de extensionalidad. Mas
alin, en base a esa interpretacion estudiamos los operadores naturales propuestos por Boixader y
Jacas ([BJ98]) y determinamos que la subfamilia de dichos operadores que son de clausura cor-
responden exactamente a la familia de nuestros operadores implicativos. También completamos
la caracterizacion de los operadores de clausura definidos por predrdenes borrosos. En este con-
texto abstracto, analizamos las relaciones de consecuencia aproximadas y de proximidad y dimos
algunos reveladores resultados tales como que ambas familias son mas especificas que las relaciones
graduadas de Chakroborty. También vimos que tienen una generalizacién natural para conjuntos
borrosos como operadores de clausura de Pavelka pero no como operadores implicativos. Final-
mente, sintetizamos todas las descripciones conocidas de operadores de clausura en el lenguaje de
una BL-légicas, lo que nos permitié dar un cuadro comparativo.

Para completar nuestro andlisis del razonamiento basado en similitud, terminamos nuestra
presentacién estudiando las relaciones de consecuencia no mondtonas, los operadores contraficticos
y los de revisién de creencias y actualizacién, definibles a través de las medidas de consistencia e
implicacién. En ese sentido, exploramos cierta clase de relaciones de consecuencia no mondétonas
que surgen al usar esas medidas para ordenar proposiciones & la Girdenfors y Makinson [GM94].
Ademsds de reproducir resultados ya conocidos en el contexto de una seméntica basada en similitud,
surgié una clase de operadores nomonétonos inducidos por medidas de implicacién que tienen una
interpretacién muy diferente de las hasta ahora conocidas. Su particularidad esta dada por tener
en cuenta las peores circunstancias y no las mejores como es lo usual. Otra novedad surgié al
considerar una versién modificada del grado de implicacién definidas en [EGG94b] como siguen:

It (] p) (Ir(p | w) @ Ir(gAp | w))

= inf
wEK

tal que cuando p y ¢ son mutuamente excluyentes, I§7K(q | p) = 0. Esa medida fue usada para
definir un operador de consecuencia que resulté ser no monétono en un sentido mas débil que lo
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usual y del cual terminamos presentando una caracterizacion al estilo de las dadas en el Capitulo
2.

Algo similar sucedié con los operadores contraficticos dénde la semantica basada en similitud
ya tenia tradicién, al presentar no sélo una versién cuantitativa de estos operadores, sino que com-
pletamos el andlisis ofreciendo definiciones de operadores contraficticos graduados. En particular
al considerar la versién modificada del grado de consistencia:

Chr(q|p) = S‘EII)((OR(I) | w) ®= CrlgAp|w))

obtuvimos operadores contraficticos definidos de una manera no usual y que permitia en forma
sencilla dar una versiéon graduada de los mismos.

De todos estos resultados surgié naturalmente la inquietud por formalizar los operadores de
revisién de teorfas y de actualizacién a través de relaciones de equivalencia borrosas y a ello
dedicamos el final de nuestro trabajo.

8.2 Lista de Publicaciones

La mayoria de las contribuciones mencionadas en la seccién previa han sido registradas en las
siguientes publicaciones:
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reasoning. International Journal Of Approxzimate Reasoning, 16(3-4):235-261, 1997.
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¢ R. Rodriguez, F. Esteva, P. Garcia, and L. Godo. On implicative closure operators in approx-
imate reasoning. In Proceeding of FUZZ-IEEE’2000, volume 1, pages 197-202, Budapest,
May 2000.

e R. Rodriguez, P. Garcia, and L. Godo. Relating similarity-based models, counterfactuals
and theory change. In European Laboratory for Intelligent Techniques Enginnering, editor,
EUFIT’95, pages 230234, August 1995.

e R. Rodriguez, P. Garcia, and L. Godo. Similarity-based graded modal logic. In Departa-
mento de Computacién de la Universidad del Sur, editor, ATIA 95, pages 387-394, Octubre
1995.

e R. Rodriguez, P. Garcia, and L. Godo. Using fuzzy similarity relations to revise and update
a knowledge base. Mathware, 3(3):357—370, 1996.



200 CAPITULO 8. CONCLUSIONES Y FUTUROS TRABAJOS

8.3 Trabajos futuros

A vpartir del trabajo desarrollado en cada uno de los capitulos de esta memoria han surgido o
quedado pendientes muchas ideas que en este apartado trataremos de sintetizar en forma clara
y ordenada. En algunos casos mencionaremos (sin prueba) algunos resultados exploratorios que
no hemos incluido en el cuerpo principal de la memoria dado su estado embrionario o falta de
“madurez”.

Por ejemplo queda pendiente del capitulo 2 el estudio de varias relaciones de consecuencia que
fueron dejadas de lado esencialmente porque no formaban parte del nicleo de nuestro interés, que
era lo que dimos en llamar el silogismo extrapolativo. De la Definicién 2.2 no consideramos la
relacién:

T2y <= o < [T]* C Y]

En primera medida es sencillo reconocer que esta relaciéon es mas fuerte que la cldsica. Pero
algo maés interesante puede ser dicho si consideramos el caso en que % es una aproximacién su-
perior y que como consecuencia de la Proposicién 2.2 existe una relacién reflexiva R tal que
[[]*(w) = sup{R(w,w') | w" € [I']}. A partir de esas condiciones y considerando que C es la in-
clusién graduada definida a partir de una implicacién residuada ®— , tenemos riapidamente que
[[]* E [¢] = =Cr(—¢ | T), dénde la negacién -z = z ®— 0. Lo que claramente puede ser definido
como el grado de necesidad condicional de 1) dado I'. La comprobacién de que efectivamente es una
medida de necesidad en su segundo argumento es inmediata. Esta observacién vuelve interesante
la relacién y creemos que la hace merecedora de un mayor estudio.

Por otra parte cuando consideramos las relaciones de consecuencia de proximidad con contexto
dejamos sin investigar el caso en el que la informacién de contexto viene dada por una teoria
borrosa. Un primer enfoque podria suponer que dicha teoria viene descrita a través de la misma
aplicacién de aproximacién que sustenta la relaciéon de consecuencia. Esta simplificacién esté
justificada por los resultados de Klawonn y Castro en [KC95] que demuestran que en el contexto
del razonamiento borroso la clausura extensional del antecedente de una regla no tiene efectos
sobre las conclusiones. Podemos entonces definir la siguiente nocién de consecuencia.

Definicién 8.1 (Consecuencia de proximidad borrosa) Si * denota la aplicacién de aproxi-

macion correspondiente a una relacion borrosa refleviva R y T es la teoria de contexto. Entonces
., . . . . . o .

una relacion de consecuencia de prozimidad borrosa es indicada por =y definida como:

TE., ¢ si a<(T] NI Cy [
Nuevamente, una nueva medida de implicacién puede ser definida:
Knr(¥ | T) = inf In(T | @) — (In(T | @) &— In(w | 2))
de manera tal que la siguiente equivalencia se verifique:
T st Kpr(y|T) > o

La nocién de consecuencia I' I%QRT 1) establece que si un modelo esta préximo a satisfacer la
teoria T y las premisas I' entonces esta préximo a satisfacer la conclusién . Es sencillo verificar
que las familia de relaciones verifica las siguientes propiedades siguiendo las técnicas desarrolladas
en el Capitulo 2.

. o i~
e SiI'|= ¢ entonces I' 2, 4.
o .7 . .
e = eslarelacién de consecuencia universal.

e Anidamiento: Si T EQRT 1 entonces T’ Ei » ¥ para todo 3 < «
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e O a izquierda: T |§; » ¥ siy sblo si para todo @ € [I'] : @ EQRT .

De nuevo creemos que esta clase de relaciones de consecuencia es interesante y que vale la pena
su caracterizacion.

Otro interesante tema, que hemos evitado en el Capitulo 2 es considerar una forma alternativa,
pero equivalente, de definir la relaciéon de consecuencia cldsica para un par de féormulas en el
contexto de una teoria 7', como:

¢ Fr ¢ < [T] C [p =]

La que bajo el criterio de relajacién sugerido en ese capitulo (i.e., a través de una aproximacién
superior) resultan las siguientes definiciones alternativas:

o2 <= a < [TIC [p > * = [~¢]" U BI"

of2y = a < [TIClp —» ¥I* = [T)° C [~gl" U 4"

Obviamente estos operadores son diferentes que los generados con la primera definicién, pero
;Cudles son sus interrelaciones? Mds ain, la equivalencia entre las dos férmulaciones en el caso
clasico proviene del teorema de la deduccion. ;Podremos establecer una relacién similar en este
caso? Estas y otras cuestiones similares serdn las que trataremos de resolver en el futuro.

En el capitulo 4 hemos caracterizado las légicas de algunas subclases de modelos de similitud.
Por ejemplo, la subclase de los modelos finitos fue completamente axiomatizada. Sin embargo en

el caso general queda pendiente mucho trabajo. Por ejemplo la logica de E{E’l], i.e. el conjunto de

férmulas vélidas en los marcos de las relaciones con rango en el [0,1] que satisfacen reflexividad,
simetria y L-transitividad, no pudo ser capturada axiomaticamente. Sabemos que la técnica de
modelo candnico no puede aplicarse. Un método alternativo consiste en probar que la légica
en cuestién satisface la propiedad de modelos finitos a través de las llamadas filtraciones. Pero
tampoco es posible aplicar este método puesto que para garantizar que el modelo obtenido pertenece
a la clase de los marcos L-transitivos es necesario que el conjunto de férmulas por el cual filtramos
sea cerrado por modalidades. Pero no hemos podido probar que estas modalidades se reducen a
un conjunto finito. Luego, no podemos restringirnos a conjuntos finitos usando filtraciones para
obtener modelos de la clase deseada. Si bien no hemos renunciado a probar un teorema de reduccién
de modalidades tal como lo hicimos en el caso del operador del minimo, creemos que es necesario
cambiar el enfoque. Una perspectiva algebraica parece interesante. La principal razén es que el
tratamiento algebraico permite aplicar técnicas y resultados mas poderosos de la teoria del algebra
universal. Una razén adicional, como se sefiala en [BRY94], es que la seméntica algebraica se
comporta mejor que la semdantica de marcos en el sentido que es posible obtener resultados de
completitud més generales con la primera que con la segunda. Sin embargo, cabe indicar que este
iltimo beneficio no es de nuestro interés porque justamente la semantica en nuestro caso es fijada a
priori. Si tenemos expectativa de que algunos de los resultados de dualidad entre ambos enfoques
nos permitan dar respuesta a nuestros interrogantes.

Claramente es en el Capitulo 5 donde dejamos la mayor cantidad de trabajo pendiente. En este
caso creemos que algunos de los enfoques mencionados en el parrafo anterior pueden ofrecer buenos
resultados también aqui. Por ejemplo, en el sentido algebraico el estudio de estos sistemas involucra
el andlisis de operadores interiores y de clausura dentro de las algebras correspondientes. Este
dltimo aspecto es de significativo interés en el estudio de sistemas intuicionistas. Asi, recientemente
se han propuesto varias definiciones de conectivos intuicionistas cuyo estudio creemos importante
con vistas a extender estas nociones intuicionistas a nuestros sistemas légicos de Gdédel.

Otra linea de trabajo consiste en tomar la llamada semantica de vecindad propuesta por Mon-
tague en [Mon74]. En el caso cldsico es mas general que la seméntica relacional de Kripke, pero
imponiendo condiciones sobre la estructura de la primera se logra reducirla a la segunda. En el
contexto borroso esa reduccién no es tan simple y requiere de un intensivo trabajo.
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En relacién a los operadores de clausura borrosos quedé pendiente la caracterizcion de los
operadores que son generados por una cadena de operadores cldsicos. Pero mds interesante es el
estudio de la composicién de un operador extensional de Gerla con uno generado por un preorden
borroso o una relacién de similitud de la siguiente manera:

C5(A)(p) = C* o Cs(A)(p)

Notese que este operador puede ser visto como la contraparte sintictica de la medida de impliccién
Is(p| A) si A es un conjunto cldsico. Como caso particular, es posible obtener a partir de esta
definicién el operador de clausura definido en [BGY00], por Biacino, Gerla y Ying. Pero en general
el operador propuesto no satisface idempotencia. Determinar bajo que condiciones el operador
dado es uno de clausura serd uno de nuestro objetivos futuros.

Siguiendo en la linea de ver enfoques alternativos creemos interesante el sugerido por Pert Hajek
en una comunicacién personal. La idea esencialmente consiste en olvidar el enfoque modal (ya sea
condicional o intensional) e ir directamente a una representacién de las medidas de implicacién
y consistencia en la légica de primer orden multivaluada. De nuevo nos circunscribiriamos un
lenguaje de predicados unarios con un unico predicado binario y asi Ir(q | p) seria definido como
el valor de verdad de la férmula

(V) (p(w) = (F')(R(w,w")&q(w')))

de esta manera expresamos que para cada w con p(w) hay un similar w’ tal que g(w'). Nétese que
esa férmula corresponde a la traduccién, segin lo que vimos en el Capitulo 5, de la férmula modal
p — <q. Ademads, en el caso particular de restringir los valores de verdad de los predicados unarios
al 0 6 1, recuperamos la definicién original. Algo similar podemos hacer con la medida Cr(q | p)
si la definimos como:

(Fw) (p(w) & (Fw') (R(w, w') &gq(w")))

Si bien este enfoque nos permitiria utilizar algunos de los resultados de completitud de la
l6gica de primer orden multivaluada, requiere estudiar especialmente el sublenguaje de predicados
mondadicos con un unico relator binario.

Finalmente, toda una linea de investigacién es proponer sistemas de pruebas para las légicas
estudiadas en esta memorias. En el caso de los sistemas basados en secuentes el trabajo realizado
aqui sugiere que tipo de reglas deben incluirse. Una propuesta basada en un método de prueba
tipo resolucién requiere un poco més de trabajo.



Capitulo 9

Anexo 1: Conocimientos Previos

En esta seccién haremos un raconto de las definiciones y propiedades de los conceptos que a lo
largo de nuestra presentacién daremos por conocidos. Cuatro serdn los topicos que presentaremos:
Medidas de Implicacién y Consistencia, Calculo Proposicional, BL-16gica y BL-algebras, y Logicas
Modales. En el resumen que presentaremos aqui y en el resto de todo este trabajo supondremos
por conocidos los conceptos clasicos y basicos tanto de légica proposicional como de primer orden.
En ese sentido las breves menciones que haremos servirdn sélo a los efectos de fijar el 1éxico que
utilizaremos.

9.1 Medidas de Implicacién y Consistencia: Definiciones y
Propiedades

Las nociones de interseccion e inclusiéon de conjuntos de modelos juegan un rol central en la 1égica
deductiva puesto que subconjuntos de modelos son formalmente equivalentes a proposiciones y
asi la validez de una implicacién corresponde a la inclusién de los modelos del antecedente en el
conjunto de modelos del consecuente y la satisfaccién de un conjuncion se reduce a verificar que los
modelos de los conyuntos tiene interseccién no vacia. Cldsicamente sélo se reconocen dos grados
de inclusién y de interseccién: si o no. Ruspini en [Rus91] propone generalizar la definicién de esas
dos nociones de forma que admita grados intermedios. Para ello introduce una “medida” S entre
modelos (o mundos posibles) que le permite formalizar la idea de vecindad alrededor de cada unos
de ellos. La S serd para Ruspini una relacién borrosa S : Q@ ® Q — [0,1] (donde Q representa el
conjunto de todos las interpretaciones booleanas del lenguaje proposicional £) llamada de similitud
y que satisface las siguiente propiedades:

Reflexividad Para todo w € Q : S(w,w) = 1.
Simetria Para todo w,w’ € 2 : S(w,w') = S(W',w).
®-Transitividad Para todo w,w’,w" € 0 : S(w,w’) ® S(W',w") < S(w,w"), donde ® es una t-norma.

Con ese ingrediente se define el grado de implicacién entre dos proposiciones p y ¢ como:
Is(q | p) = inf sup S(w,w’)

w‘:pwr':q

Definida de esa manera resulta que la medida de implicacién representa el grado de vecindad de
los p-mundos (o modelos) respecto de los g-mundos. Nétese que debido a las propiedades asumidas
para S, silos modelos de p estén incluidos en los modelos de g entonces I's(gq | p) = 1, recuperando la
nocién clasica de implicacién. Ademds, esta medida satisface las siguientes propiedades (probadas
en [Rus91]) donde p,r,q € L:

1. Si p — ¢ es una férmula vélida entonces Is(p | r) < Is(q | 7).

203
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2. Si p — ¢ es una férmula vélida entonces Is(r | q) < Is(r | p).
3. Is(p|r) <Iplq) ®@Is(q|r).
4. Is(r|pVq) = min(Is(r | p), Is(r | q)).

Usando la medida de similitud S, Ruspini también define la nocién de grado de consistencia
entre dos proposiciones p y ¢ como:

Cs(q | p) = sup sup S(w,w'),
wEpw'E=g

Podemos notar que a partir de la propiedades requeridas para S resulta que si la férmula p A ¢
es satisfacible entonces Cs(q | p) = 1. Otra inmediata consecuencia es que Cg resulta ser simétrica.

Desde un punto de vista intuitivo podemos decir que C's mide la separacién entre los modelos de
py q. Algunas propiedades interesantes y que serdn usadas durante nuestra exposicién son:

L. Is(g | p) £ Cs(q | p)-
2. Cs(gVp|r) =max(Cs(q|r),Cs(p|r)).

donde p,7,q € L. Es interesante notar que si la segunda componente de estas medidas tiene un
unico modelo entonces sus valores coinciden cualquiera sea la férmula que se incluya en el primer
parametro.

A lo largo del trabajo que desarrollaremos en esta disertacién haremos un amplio uso de estas
dos medidas. Mas aiin, generalizaremos su definicién para relaciones que no sean una medida de
similitud y para dos conjuntos de férmulas en lugar de dos férmulas.

9.2 El Calculo Proposicional

El Célculo Proposicional Clasico (CP) se construye a partir del siguiente conjunto de simbolos
primitivos o no definidos que constituyen su alfabeto basico (usualmente notado como A):

1. Un conjunto infinito (numerable) de simbolos de proposicién, que notaremos con subindices
{p1,p2,ps3,- ..} Representaremos a este conjunto mediante el simbolo Prop.

2. Los simbolos u operadores basicos T, =, V, (y ).

Ciertas secuencias de simbolos constituyen lo que se denominan las férmulas bien formadas (fbf)
del Célculo Proposicional. Las reglas de formacion son las siguientes:

e T es una fbf.

e Todo simbolo de proposicion p; con i € IN es una fbf.
e Si ¢ es una fbf, entonces —p es una fbf.

e Si ¢ y 1 son fbf, entonces ¢ V 9 es una fbf.

Notaremos con las letras ¢, 9, ... a férmulas cualesquiera y con I', 3, ... conjuntos de férmulas
cualesquiera. Cuando sea posible evitaremos el uso de paréntesis segiin es habitual. Representare-
mos al conjunto de todas las férmulas bien formadas (lenguaje) sobre el alfabeto .4 mediante el
simbolo L.

Los simbolos de proposicién son variables que toman proposiciones como valores. Cada proposicién
es verdadera o falsa, pero no ambos. Usaremos los valores 1’ para el valor verdadero y ’0’ para
el valor falso. Decimos que e : £ — {0, 1} es una evaluacién del Célculo Proposicional si y sélo si
satisface las siguientes condiciones:
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el e(T)=1.

e2 Para todo simbolo de proposicién p, e(p) = 0 o e(p) = 1, pero no ambos.

e3 Para toda fbf ¢, e(—p) = 1 si e(p) = 0, en otro caso e(—p) = 0.

e4 Para todo par de fbfs p y 9, e(p V¢p) = 1si e(p) =1 0 e(yp) =1, en otro caso e(e V) = 0.

Una fbf ¢ que recibe el valor 1 bajo toda posible evaluacién e es llamada CP-vilida o tautologia
del CP. El simbolo T es también utilizado para representar una tautologia cualquiera. Esto es
posible debido a que en toda férmula cuyo significado sea dado en términos de una funcién de
verdad (como para cualquier férmula de C'P) una tautologia puede ser intercambiada por otra sin
que el valor de verdad de la férmula sea modificado. La nocién opuesta a C' P-tautologia es la de
C P-contradiccién, una férmula que recibe el valor 0 bajo toda posible evaluacién e. El simbolo
L se utiliza para representar una contradiccién cualquiera. Notaremos como Tau al conjunto de
todas las tautologias y C'on al conjunto de todas las contradicciones.

=y V se denominan operadores basicos pues a partir de ellos pueden definirse operadores
derivados. Los més usuales son los siguientes:

o L=gop 7.
* (P AY) =des ~(mp V ).

* (¢ =) =aer (mp V).

* (P ) =aer (¢ = V) A (Y = ).

Las interpretaciones de 1, A, —, <> estan determinadas por su definicién, mas la definicién de las
interpretaciones de los operadores bdsicos.

9.3 BlL-algebras y BL-l6gicas

En esta subseccién describiremos someramente los concepto bésicos de la llamada ldgica borrosa,
la cual como, ya fue mencionado en la introduccién, involucra en su sentido estricto, a diferentes
sistemas de 1égicas multivaluadas. En nuestro trabajo nos concentraremos en las légicas que surgen
como reflejo sintdctico de interpretar la conjuncién a través de una t-norma continua (i.e. una
operacion ® : [0,1]x[0, 1] = [0, 1] que es conmutativa, asociativa, no decreciente en sus argumentos,
que tiene al 1 como elemento neutro y al 0 como absorbente). La ventaja asociada a estas funciones
es que a partir de cada una de ellas es posible definir su residuo como z ®— y = sup{z | z®z < y}
la cual sirve como funcién de interpretacién de la implicacién. Ademads a partir de ellas es posible
definir min(z,y) = ¢ ® (x ®— y) y max(z,y) = min((x ®— y) @ v, (y ®— ) ®— z). Las mds
difundidas t-normas son: Lukasiewicz con z ® y = max(0,z +y — 1); Godel con z ® y = min(z,y)
; Producto con x ® y = x - y. Sus correspondientes residuos x ®— y coinciden con valor 1 si z <y
y si y < z entonces x ®— y = min(1,1 — z + y) para Lukasiewicz ; ¢ ®— y = y para Godel ; y
r ®— y = y/x para el producto. Ademds, la funcién de negacién —z = z ®— 0 se transforma en
1 — z en Lukasiewicz, y en la funcién discontinua -0 =1y —z =0si z > 0.

Las légicas en cuestién tendran férmula que serdn construidas en la forma mencionada anterior-
mente a partir de un conjunto numerable de variables proposicionales Prop = {p1,p2,...,Pn,-- -},
conectivas & y —, y al menos una constante de verdad 0. Otra conectivas serén definibles como:
p=p=0;0ANPp =& —=Y); oV =((p—=Y) > D) A=) = ).

La interpretacién de estas férmulas se establece de forma similar al caso proposicional, a través
de funciones de evaluacién eg que asignan a cada variable proposicional un valor de verdad y
que es extendida a todo el lenguaje segin sea la t-norma ® elegida. Una férmula ¢ serd una
®-tautologia si eg(p) = 1 para toda evaluacién eg y ¢ serd una t-tautologia si para cualquier ®
es una ®-tautologia.
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Al conjunto de todas las t-tautologias se lo denomina légica basica o BL. La misma puede ser
descripta a la Hilbert mediante los siguiente axiomas:

BL: 1 (¢ —=v) = (¥ —=x) = (¢ —x).
2. 0= (W= p).
3. (p&yp) = (Y&o).
4. (p&(P&x)) = ((P&p)&x).
5. (¢ = (W —=x)
leftrightarrow((p&y) — x).
6. (p—=v)=x) = (¥ =¢) = x) = X)
7. 0= .

y con la regla de deduccién modus ponens. Siendo las nociones de prueba y probabilidad las usuales.
Estos axiomas corresponden a los que Hajek denomina la légica bésica comin a la descripcién de
cualquier t-norma continua. Adicionalmente, segin cual sea la t-norma ® que estemos considerando
(Godel, Lukasiewcz o Producto), podemos obtener los sistemas de las respectivas ®-tautologias,
extendiendo la axiomdtica anterior, alternativamente, con los siguientes axiomas:

G: = (p&yp).

L: ——p — .
I: 1. == = (((p&x) = (V&x)) = (@ = ).

Asi la axiomatica obtenida por juntar BL y G corresponde a la l6gica de Gédel, [G6d32], con
BL + L resulta la caracterizacién de la légica de Lukasiewicz, [H4j98], y a partir de BL +IT1 4 IT2
se consigue la légica del producto, [HGE96].

Algebras generales de funciones de verdad para BL son llamadas BL-algebras. Una BL-dlgebra
es un algebra 4 = (A,N,U, *x,=,0, 1) con cuatro operaciones binarias y dos constantes tal que

(i) (4,N,U,0,1) es un reticulo cuyo mayor elemento es 1 y su menor elemento es 0 (con respecto
al orden del reticulo <),

(ii) (A, *,1) es un semigrupo conmutativo cuya unidad es el elemento 1, i.e. * es conmutativo,
asociativo y 1%z = x para todo =,

(iii) Verifica las siguientes condiciones para todo z,y, 2:
(la) z=>(x=>y)=(zxz)=y.

1b) (xAy)*xz=(v*x2)A(yx*2z).

2) zNy=zx(z=y).

3) (z=>y)U(y=>2)=1.

(

(

(
En otras palabras, una BL-élgebra es un reticulo residuado satisfaciendo ademads (2) que representa
la continuidad y (3) que es la nocién de prelinearidad. Vale la pena mencionar que la clase de
todas las BL-algebras forman una variedad. Mas atin, cada BL-algebra puede ser descompuesta
en un producto subdirecto de BL-algebras linealmente ordenadas.

La nocién de BL-4lgebra puede ser vista como la generalizacién de otras mucho més conocidas.
Asi, definiendo -z = x = 0, resulta que las MV-dlgebras son BL-algebras satisfaciendo que
——x = z, las G-dlgebras son BL-algebras verificando que z * z = x, y finalmente, que las dlgebras
producto son BL-dlgebras que cumplen que
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rN—-x=0
——z= (zxz=y*x2)=>az=y) =1

Por otra parte, si * es una t-norma ® y ®— su residuo entonces ([0, 1], min, max, ®, ®— ,0,1) es
un caso particular de BL-algebra linealmente ordenada denotada con [0, 1]g y llamadas ¢-algebras
o algebras estandar. Si denotamos genéricamente a BL, L., G y II con C podemos enunciar el
siguiente teorema de completitud general:

Teorema 9.1 Para cada formula ¢ las afirmaciones son equivalentes:

e  es probable en C.

por cada C-dlgebra L, ¢ es una L-tautologia.

por cada C-dlgebra linealmente ordenada L, ¢ es una L-tautologia.
e ¢ es una [0, 1]c-tautologia.

Una ABL-élgebra es una estructura (L,N, U, *,=,0,1, A) la cual es una BL-édlgebra expandida
con el agregado de un operador binario A verificando las condiciones:

AzU—-Az =1

AlzUy) <Az U Ay
Az <zx

Az < AAzx
(Az) * (Al = ) < Ay
Al=1

Una vez que realizamos la resumida presentacién de la légica proposicional borrosa, pasamos
a introducir la versién de primer orden. Sus férumulas se constituyen en forma similar al caso
césico a partir del lenguaje formado por: conjuntos de predicados Pred, de constantes Const
y de variables Var ; conectivas légicas como &, — ; al menos una constante de verdad 0 ; y
cuantificadores V y 3. Dada una BL-algebra L, una L-interpretacion serd una estructura M =
(M, {rp}pepred, {mc}ceconst) donde m. € M para cada constante ¢, y para cada predicado P de
aridad n, r, : M™ — L. La nocién de variable libre y ligada es la usual. El valor de verdad de
una férmula ¢, denotado como ||<p||§,[v siendo L y M como antes y v una funcién de asignacién
v : Var — M, es definida como sigue:

|P(x1,-.- ,mn)||§,lv =rp(v(z1),...,v(xy))

lo&tllfae = lellva,ve * [1]lfa,p, lo mismo para — y =
1(V2)lIxn,p = inf{llllXy,e | v' =2 v}, lo mismo para 3y sup

donde v' =, v significa que Vy # = € Var : v'(y) = v(y). Casos particulares de esas interpretaciones
se dan cuando consideramos las algebras estdndar dando lugar para cada t-norma ® a las [0, 1]g-
interpretaciones. En tales casos las definiciones anteriores son totales gracias a que el orden en [0, 1]
es completo. En general podria suceder que algin valor de interpretacion sea indefinido debido a la
inexistencia del correspondiente supremo o infimo. Justamente por ello se distinguen los modelos
cuya interpretacién es total con el nombre de “seguros”. Una férmula ¢ es una L-tautologia si
||<p||§,[v = 1 para toda L-interpreacién segura M y toda asignacién v. Usualmente, se denota con
lollfg al inf{lplIfg,, | v} ¥ se dice que @ es L-verdadera en Msi [|g||f; = 1. Las siguientes férmulas
son L-tautologias para cualquier BL-4lgebra linealmente ordenada L, donde v no tiene a x como
variable libre:

(V1) (Vz)p(z) = ¢(y)-
(V2) (Vo) (¢ = ¢) = (¢ = (Vz)p).
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(V3) (V) (¢ V@) = ¢V (Va)p.
(31 ¢(y) = Fr)p(@).
(32) (Va)(p = ¢) = (Er)p = ).

y las reglas de deduccién de modus ponens y de generalizacién (i.e. a partir de ¢ deducir (Vi)yp)
preservan L-tautologicidad. Si volvemos a denotar genéricamente a BL, L, G y II con C, los célculos
de predicados CV son definidos como los respectivos axiomas del célculo proposicional (donde se
admite reemplazar las férmulas de los esquemas por férmulas del lenguaje de primer orden), mas
los cinco axiomas sobre cuantificadores recién mencionados y con las reglas de inferencia: modus
ponens y generalizacién. La definicién de teoria y de prueba a partir de ella es definida en la forma
usual y se escribe T F¢y ¢ para indicar que la férmula ¢ tiene una prueba en C a partir de 7. Un
L-modelo de T es una L-interpretacion segura M tal que todas las férmulas de T" son L-verdaderas.
Con todos estos elementos podemos presentar el teorema de completitud general para primer
orden:

Teorema 9.2 Por cada teoria T y formula o, resulta que T Fev @ siy solo si para toda linealmente
ordenada C-dgebra L y cada L-modelo M de T, ¢ es L-verdadera en M. En particular, @ es probable
en CV si y solo si para toda C-dgebra L, ¢ es una L-tautologia.

Quedan algunas cuestiones abiertas en el contexto de las légicas de primer orden borrosas que vale
la pena mencionar. Por una parte podriamos cuestionarnos si como en el caso proposicional el
teorema de completitud puede reducirse a las dlgebras estandar y encontrar que la respuesta es
afirmativa para el caso de GV dado que coincide con [0, 1]¢V, pero en el resto la respuesta es negativa
puesto sus respectivas nociones de tautologicidad estandar no son recursivamente axiomatizables.
Ante este resultado negativo, también prodriamos preguntar por la existencia de fragmentos o
reductos del lenguaje de primer orden que sean recursivamente axiomatizables o atin decidibles,
como por ejemplo el primer orden monadico. Varias de estas cuestiones permanecen pendientes y
son motivo de interesantes lineas de investigacion.

Para ir terminando con este resumen de las légicas borrosas en el sentido estricto queremos
mencionar la introduccién de constantes de verdad en el lenguaje con el objeto de poder represen-
tar verdades parciales. Los cédlculos presentados hasta ahora sélo permiten probar 1-tautologias
y a partir de teorias cuyas férmulas son tomadas como 1-verdaderas, pero en el razonamiento
con conceptos vagos muchas veces nos interesan patrones de inferencia a partir de antecedentes
parcialmente verdaderos, y que admitan que la conclusién también lo sea. Para cada una del las
tres t-normas ® mencionadas: Lukasiewicz, Producto o Gddel, podemos enriquecer su lenguaje
incorporando una constante de verdad 7 por cada racional r € [0,1], dando lugar a lo que se
conoce como légica racional de Lukasiewicz, Producto o Gddel, respectivamente.

Una interpretacion eg, de variables proposicionales a los reales en [0, 1] es extendida al caso con
constantes de verdad, requiriendo que para cada racional r € [0,1] : eg(F) = r. De esa manera
resultan ser ®-tautologias los llamados axiomas de book-keeping que guardan coherencia entre las
operaciones sobre dichas constantes y los nimeros racionales que ellas representan:

rc: 1. 7&s=r ®s.
2.FT>S5=r @ s.

Como hasta ahora, una interpretacién eg serda un ®-modelo de una teoria T si eg(p) = 1 para
toda ¢ € T. Dos nociones principales necesitan ser introducidas ahora.

Definicién 9.1 Sea T una teoria se define el grado de verdad de una formula ¢ en T como
llpl|? = inf{eg () | ex es un ®@-modelo de T'}
y el grado de prueba de ¢ a partir de T como

lolr =sup{r | T F7 — ¢}



9.3. BL-ALGEBRAS Y BL-LOGICAS 209

En el caso de la logica racional de Lukasiewicz (i.e. la légica que tiene por axioma a los BL,
més L y los de book-keeping para esa t-norma, y que es cerrada por modus ponens) también
llamada RPL (en inglés Rational Pavelka Logic), es posible demostrar que estas dos nociones

coinciden. Mas precisamente, para cualquiera teorfa 7'y para cualquier férmula ¢ : |¢|r = ||<p||%
Esto corresponde a lo que se ha dado en llamar un teorema de completitud al estilo Pavelka. Lo
particular de este resultado estd en que el grado de prueba es un supremo, y por lo tanto no
necesariamente alcanzable, i.e. |p|r = 1 no implica T F ¢, salvo que T sea finita. Este hecho es
el que permite también dar un resultado de completitud fuerte para VRPL (la extensién a primer
orden) cuando la légica de predicados de Lukasiewicz (V[0,1]§,), no posee dicha propiedad (ver
[H4j98, Cap. 5] para mas detalles).

Tal como lo demuestra Pavelka en [Pav79)], teoremas de completitud analogos para las respec-
tivas légicas racionales de Gédel y Producto son imposibles debido a las discontinuidades de sus
respectivas funciones de implicacién. Sin embargo para el caso del Producto, atendiendo a que la
discontinuidad se restringe al par (0,0), es posible introducir la siguiente regla infinitaria con el fin
de salvar ese problema:

RI De Vr > 0: ¢ — 7 inferir ¢ — 0.

Si denotamos con RIIL a la légica racional del Producto que contienen los axiomas BL, més
IT1 y 112, los de book-keeping para esa t-norma, y que es cerrada por modus ponens y la regla
infinitaria anterior, resulta que podemos reproducir en RIIL la afirmacién que para cualquiera
teoria T y para cualquier férmula ¢ : |¢|r = [|p|[%.

La situacién de la légica racional de Godel es ain mas complicada puesto que es discontinua
en todos los pares de [0,1) x [0,1). En principio es claro que una solucién como la mencionada
en el caso del Producto no es factible porque requeriria incorporar un conjunto no numerable de
reglas infinitarias. Hasta el momento permanece abierta la pregunta de si es posible superar este
problema.

Ahora si, para finalizar esta presentacion dos aspecto desconexos pero imprescindibles para
nuestro trabajo. Uno corresponde a la introduccién de la nocién de igualdad clasica en las logicas
borrosas que precisaremos en el Capitulo 5. La misma requiere que incorporemos al lenguaje un
predicado binario especial = conjuntamente con los siguientes axiomas:

Eq-1:  (Vz)(z = )

Eq-2:  (Vz,y)((z =y) = (y = 2))

Bq3  (Vay, 2)(x = )l = ) (7 = 2))
Eq-4: (z=y)—> (P(...,z, =P(...,y,...))

)
Eq-5: (Vz,y)((z =y) vV -(z =y))
Eqg-1, Eq-2 Eqg-3 y Eg-4 corresponden a los axiomas usuales para la igualdad borrosa. Los primeros
tres la definen como una relacién de equivalencia borrosa, pues corresponden a reflexividad, simetria
e &-transitividad. El cuarto es el axioma de congruencia de = con respecto a cualquier predicado
P. Finalmente, el quinto axioma asegura que el predicado de igualdad = sea clasico, i.e. que sélo
pueda ser evaluado como 0 o 1.

El otro tema corresponde a mencionar el albebra del conjunto Potencias de otro conjunto, la
nocién de BL-subconjunto y algunas de sus propiedades que necesitaremos en el Capitulo 6. A
partir de aqui,tomaremos en cuenta sélo BL-algebras completas.

Dada una BL-algebra completa y un conjunto no vacio S, un BL-subconjunto s de S serd
definido como una aplicacién desde S a BL (s : S — BL). El concepto de a-corte de un BL-
subconjunto establece la coneccién entre las teorias de conjuntos borrosos y la de conjuntos clésicos.
Dado un BL-subconjunto s de S 'y a € BL, el subconjunto

sq ={r €85 :5(x) >a}
es llamado el a-corte cerrado de s y el conjunto

st ={zeS:s(x)>a}
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es llamado el a-corte abierto de s. Note que por definicién un a-corte cerrado de un subconjunto
s puede ser visto como un conjunto borroso s, (respectivamente un a-corte abierto st) tal que
sa(x) € {0,1} para todo z € S. Esa clase de conjuntos borrosos son llamados crisp. La clase
de todos los BL-subconjuntos de S es denotado como BL®. Las operaciones de una BL-algebra,
pueden ser transladadas a la clase BL® de la manera usual ((A ogg(s) B)(z) = A(z) opz B(z)
donde o € {A,V,%,=}).

Es un hecho bien conocido que ([Gog93]) si L es un reticulo distribuido y completo, entonces su
conjunto potencia L° tiene la misma estructura. Ese resultado puede ser extendido a la estructura

BL(S) = (BL®, Apr(s), VBe(s)s *B2(s), = B(s): 9, S)

dénde @ es la funcién constante cero, y S es la funcidén constante uno. En ese sentido, BL(S) es
una BL-algebra.
La relacién de orden natural <p,(s) sobre la estructura BLS es definida como:

A<pes) B iff Ve €S+ A(z) <pc B(z)

En el contexto de una ABL®-dlgebra, a-cortes abiertos y cerrados de B L-subconjunto s pueden
ser expresados de la siguiente forma:

sa = (A(k @ 5))

sa = (FA(s @ )

En el capitulo 5, omitiremos el prefijo BL y el subindice BL cuando nos refiramos a subconjuntos
borroso y operaciones entre ellos. También, nos restringiremos a trabajar sobre el reticulo de todos
los BL subconjuntos de un lenguaje proposicional £ el cual denotaremos por F(L).

9.4 Légica Modal

Daremos a continuacion las nociones basicas de Légica Modal que se utilizaran en el trabajo. Las
referencias clasicas son [Che80], [HC84] y [Jan90].

Empezaremos por remarcar que todos los operadores que definimos hasta ahora (bdasicos y
derivados) comparten la caracteristica de ser veritativos funcionales. Esto significa que cuando
construimos una proposicién utilizando proposiciones mas simples y alguno de estos operadores, el
valor de verdad de la nueva proposicién queda univocamente determinado por el valor de verdad
de las proposiciones que utilizamos en la construccién. El Calculo Modal Clédsico (C'M) se obtiene
como una extensién del Céalculo Proposicional Clasico, introduciendo el operador O y obteniendo
de esta manera el alfabeto modal An = {(,),—,V,0} U {p;|i € IN}. La principal caracteristica
del operador O que lo hace diferente de los operadores anteriores es que no es veritativo funcional.
Veremos con detalle esta caracteristica mas adelante. Dado que hemos extendido nuestro alfabeto
agregando més operadores primitivos, debemos también realizar extensiones a las definiciones que
hemos dado hasta el momento. El conjunto L5 de las férmulas bien formadas sobre Ag se define
mediante las reglas de formacién mencionadas para C'P mas:

e Si ¢ es una fbf, entonces Oy es una fbf.
Definimos también un nuevo operador derivado ¢ como:
[ ] <>(10 :def —|D—|(10_

Los nuevos operadores O y & pueden ser interpretados de distintas formas. Clasicamente, O es
el operador de necesidad y < su dual, posibilidad; sin embargo, sus caracteristicas exactas pueden
variar dependiendo de diferentes parametros.
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Un sistema de légica modal o mas simplemente una légica modal no es més que un subconjunto
del lenguaje Ln. Si S es una logica modal, los elementos de S son teoremas de la l6gica y notaremos
habitualmente Fs ¢ si ¢ € S. La légica modal que comprende todo el lenguaje Lo es el unico
sistema inconsistente, todos los otros sistemas son consistentes.

Dada una férmula ¢ cualquiera en L£n, una instancia de sustitucién de ¢ es la férmula que se
obtiene al reemplazar toda apariciéon de un simbolo de proposicién p; en @, uniformemente, por
otra férmula ¢’ de Ln.

Un sistema de légica modal S es normal si cumple con las siguientes reglas:

1. Si ¢ es una C P-tautologia o una instancia de sustitucién de C P-tautologia entonces ¢ esta
en S.

2. S contiene todas las instancias de sustitucién de la férmula K : O(p — ¢) — (Op — Oy).
3. S esta clausurada por las siguientes reglas de derivacién

MP. Modus ponens: Si ¢ y ¢ — 1) estdn en S, entonces v estd en S.

N. Necesitacién: Si ¢ estd en S entonces Oy estd en S.

Es habitual definir sistemas normales especificando efectivamente un conjunto de férmulas
(usualmente finito) que se denominan axiomas esquemas y utilizar el nombre de dichos esquemas
o una referencia a cierta caracteristica destacada para nombrar a la 1égica. Por ejemplo, la lgica
normal minima que dimos recién se llama légica K. Los axiomas esquemas se utilizan como plan-
tillas, de forma tal que cualquier instancia de sustitucién de una de estas férmulas es considerada
como perteneciente al sistema, por lo tanto dar un axioma esquema es equivalente a dar el conjunto
de férmulas que se obtienen por sustitucién a partir de él. A continuacién mencionamos algunos
de las férmulas modales que son usadas con mayor frecuencia para definir axiométicamente l6gicas
normales:

D: Op — Op T: Op—o

B: ¢o—=00p 4: Oy — O0¢p

5  Op—0O0p G:  Obp — OCp

H: 0O(Qp « ) = Op GL O(dp — ) = Op
V: Op M: OCp = OOy

Un sistema l6gico serd entonces, el conjunto de férmulas que se obtienen de los axiomas es-
quemas por sustitucién y clausura por MP y N, ademés de las instancias de sustitucién de C P-
tautologias. Cuando se presenta un sistema en esta forma, se dice que se ha dado una base
axiomdtica para el sistema, o que el sistema ha sido axiomatizado. Si el conjunto de axiomas
esquema que utilizamos para especificar el sistema es finito, entonces tenemos una base axiomdtica
finita. Por otra parte, si el conjunto de axiomas es recursivo entonces decimos que el sistema es
recursivamente axiomatizable.

Una demostraciéon de una férmula ¢ en un sistema axioméatico S, es una secuencia finita de
férmulas @1, . .., @, tal que @, = ¢ y donde cada ; es o bien una instancia de un axioma esquema
de S, o bien el resultado de la aplicacién de una instancia de una regla de S con premisas en
©1,---,pi—1- A continuacién presentaremos algunos de los sistemas normales mds conocidos. Para
ello seguiremos la convencién notacional de Lemmon y Scott [LS77] denotando cada uno de ellos por
la letra K seguida por las letras o signos que representan a los axiomas que la definen. Indicaremos
a la derecha el nombre con las que se lo conoce en la literatura.

KD: dedéntico T KT: autoreferente KTB: Brouwer
KD4: dedntico S4 KT4: S4 KT4M: S4.1
KD4E: deéntico S5 KT4B: S5 KT4G: S4.2

K4GL: de la demostrabilidad KT4BM: Trivial KV: Verum
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Un modelo modal o modelo de Kripke (por Samuel A. Kripke quien en 1963 introdujo esta
nocién para dar semdntica a légicas modales [Kripke, 1963a; Kripke, 1963b]) es una estructura
matemadtica que permite interpretar las férmulas de CM de la misma forma que las valuaciones
permiten interpretar las férmulas de CP. Un modelo de Kripke se define como una tupla M =
(W, R, EM) , donde:

W es un conjunto no vacio, los elementos de W se llamaran mundos, o mundos posibles;

R es una relacién diddica sobre W (i.e. R C W x W), usualmente denominada relacién de
accesibilidad. Si R(w,w’) decimos que w' es accesible desde w o que w puede ver a w';

En es una funcién total del conjunto de pares de simbolos de proposicién y mundos en los valores
de verdad '0’ y ’1’ (i.e. Ep: Prop x W — 0,1). Esta funcién es una valuacién modal que
indica si una variable proposicional es verdadera o no en un determinado mundo.

Decimos que un modelo M es un modelo finito, si su conjunto de mundos tiene s6lo un nimero
finito de elementos (notar que entonces la relacién de accesibilidad también es finita); de otra forma
el modelo es infinito.

Escribiremos (M, w) |= ¢ para decir que la férmula ¢ es vélida en un mundo posible w en el
modelo M. Dado un modelo M = (W, R,|=)s) la nocién de verdad en los mundos posibles se
define recursivamente como:

1 w)E=T.

2 ,w) E p; siy sélosi Ea (pi,w) =1, con p; un simbolo proposicional.

€

4

&

)

E (e V) siysblosi (M,w) Epo (Mw) E .

. (M
. (M
3. (M
. (M
. (M,w) = Oy si y sélo si para todo mundo w' € W, R(w,w') implica (M,w') E ¢.

)
)
) = —p si y s6lo si no es el caso que (M, w) | ¢.
)
)

5

Con esta definicién podemos ahora comentar por qué O no es un operador veritativo funcional.
Supongamos que estamos evaluando el valor de Op en un mundo wj, ahora bien, el valor de Op
estard determinado por el valor de p en los mundos accesibles desde w; que pueden dar a p un
valor verdadero o falso independientemente del valor que w; le asigne a esa variable proposicional
0 sea que, si el mismo w; no es accesible desde si mismo, el valor de p en w; podria ser modificado
sin alterar el valor de Op.

A partir de la relacién de validez para mundos pueden derivarse las siguientes nociones: decimos
que una férmula ¢ es vilida en un modelo M = (W, R, =) (Not.: M | ¢) siy sélo si para todo
mundo w € W, (M,w) |= ¢. Decimos que una férmula ¢ es vélida en una clase de modelos C
(Not.: =¢ @) siy sélo si para todo modelo M € C, M [ ¢.

Las definiciones mencionadas hasta ahora, dejan claro que las l6gicas modales son extensiones
de la l6gica proposicional. Sin embargo, también pueden ser vistas como fragmentos de la légica de
primer orden monddica con un unico predicado binario. Para ello sélo es necesario notar que todo
modelo de Kripke M = (W, R, =) puede ser visto como un modelos de primer orden tomando
como el dominio a W, considerando que =) da la interpretacién de los predicados unarios y
notando que las condiciones de verdad son expresables en un lenguaje de primer orden. Podemos
ver eso con mayor precisién si establecemos primero la traduccién estdndar entre el lenguaje modal
y el de primer orden a través de la funcién * definida recurrentemente como sigue:

1. p! es P;(x).
2. (p V)T es (p" VYT).

3. (=)™ es =(p)*.
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4. (Op)* es Yy(*[z/y]) donde la variable y no ocurre en ¢*(z).

dénde z es una variable fijada de antemano y [z/y] representa el reemplazo simultdneo de toda
aparicion de la variable x por la variable y. Entonces, si denotamos con M™* al modelo de primer
orden asociado al modelo modal M entonces puede demostrarse que para todo mundo w € W'y
toda férmula modal ¢ resulta:

(M,w) E¢ si y sélo si M* | ¢*lz/w]

Como corolario de este resultado, encontramos que toda férmula modal es equivalente a una de
primer orden. Cabe la pregunta de si la conversa es cierta o en su defecto cudl es el fragmento
de primer orden que corresponde a cada légica modal. La busqueda de esta respuesta se vuelve
muy importante debido a las interesantes propiedades que tendrian dichos fragmentos tales como
decibilidad, definidad de Beth, efectivos modelos de razonamiento, etc. Aqui no ahondaremos en
mas detalles porque escapan al interés de nuestro trabajo.

En las pérrafos anteriores definimos los conceptos de teorema de un sistema axiomético (Fs) y
de férmula valida en una clase de modelos (=¢). Estas nociones no son independientes. Dado un
sistema axiomdtico S y una clase de modelos C', decimos que: S es un sistema, correcto para C' si
y solo si para toda férmula ¢, Fs ¢ implica |=¢ ¢, es decir todo lo demostrable en el sistema es
valido en la clase. S es un sistema completo para C si y sélo si para toda férmula ¢, |=¢ ¢ implica
Fs ¢, es decir todo lo vélido en la clase es demostrable en el sistema. (Existen en la literatura
otras definiciones de correctitud y completitud, pero las dadas més arriba son las mas habituales.
En algunos casos es particularmente importante dejar en claro que definiciéon de completitud se
estd manejando).

Cuando puede demostrarse para una cierta clase de modelos C' que un sistema axiomatico S
es tanto correcto como completo, se esta mostrando que existe una perfecta concordancia entre
sintaxis y semdntica. Una légica que es a la vez completa y correcta se denomina adecuada. Las
demostraciones de correctitud son habitualmente simples. Cuando el sistema S viene presentado
como un conjunto de esquemas axiomas y de reglas de inferencia, basta mostrar que toda instancia
de axioma es correcta (mostrando que cualquier mundo en cualquier modelo la valida) y que las
reglas de inferencias preservan correctitud (llevdndonos de premisas validas a conclusiones validas).
Las demostraciones de completitud en cambio, son en general mucho mas dificiles, pues no tenemos
a priori una especificacién efectiva del conjunto de las férmulas vélidas en todos los modelos de la
clase. Sin embargo, el método del modelo canénico puede usualmente ser utilizado para obtener
resultados de completitud. (Este método deriva del trabajo de [LS77]).

Supongamos que S es un sistema modal normal, y que tenemos una clase de modelos C re-
specto de la cual queremos demostrar completitud. Llamaremos a los modelos en C, C-modelos
y a una férmula C-vélida si es valida en todos los mundos de todos los modelos de C'. Entonces,
decir que S es completo respecto de C es decir que toda férmula C-vilida es un teorema de S,
o equivalentemente, que si una férmula no es un teorema de S entonces no es C-vilida (por con-
trarreciproco), o mas formalmente si y sélo si: para toda férmula ¢, si /s ¢ entonces existe un
C-modelo M = (W, R, [=p) y un mundo w en W tal que (M,w) £ ¢. Por otro lado, digamos que
una férmula ¢ es S-inconsistente si su negacién es un teorema (Fs —), y S-consistente en otro
caso (/s —). Usando estas nuevas nociones y la definicién de validez dada anteriormente es facil
demostrar que la afirmacién anterior es equivalente a: para toda férmula ¢, si ¢ es S-consistente en-
tonces existe un C-modelo M = (W, R, =) y un mundo w en W tal que (M, w) = ¢. El método
del modelo canénico implica la construccién de un modelo M que valida en algiin mundo toda
férmula S-consistente, y la demostracion de que M pertenece a la clase C' de modelos, probando
de esta manera que S es completo para C'.

Nos queda por analizar otro tema en relacién a la légica modal clésica, quizas el de mayor
interés desde un punto de vista computacional. En el drea de Computabilidad es conocido el re-
sultado que establece que algunos conjuntos no son decidibles o lo que es lo mismo, que existen
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conjuntos cuya funcién caracteristica no es recursiva. Estos conjuntos poseen la propiedad que, a
pesar de estar bien definidos, la cuestion de si un elemento ¢ pertenece o no al conjunto no puede
decidirse efectivamente. Como ya dijimos anteriormente que una légica no es mas que un conjunto
de férmulas, podria ser que fuera justamente un conjunto no decidible y que, por lo tanto, la
cuestion de decidir si ¢ € S (Fs ) fuera no computable. Puesto que trabajaremos con légicas que
son presentadas como sistemas axiomaticos, la "mitad” del problema estd solucionada. Existe un
método para determinar que una férmula ¢ si pertenece al sistema S: basta comenzar a generar
sistematicamente todas las posibles demostraciones realizables en S. Es cierto que el nimero de
demostraciones posibles es infinito, pero si ¢ es un teorema de la 16gica en algin momento apare-
cerd al final de alguna de las demostraciones y el proceso podra acabar. El problema es que si estd
abierta la pregunta de si ¢ es 0 no un teorema, mientras ( no aparezca al final de una demostracion,
no sabremos si ¢ todavia no aparecid a pesar de ser teorema, o si nunca aparecerd puesto que no
es teorema. Lo que necesitamos es un método efectivo para determinar que una férmula no es
teorema. Una forma de proveer este método es demostrar que una légica modal posee la propiedad
de modelo finito, que se demuestra utilizando la técnica de filtraciéon. Informalmente, un modelo
M= es el producto de una [-filtracién de otro modelo M, si en algin sentido, las férmulas en T’
son ”preservadas” en Mx, o en otras palabras, M es una simplificacién de M que sin embargo
respeta el valor de verdad de las férmulas en I'. La filtracién se utilizard para hallar un modelo
finito equivalente a M respecto de I'. Dado un sistema axiomdtico S y una clase de modelos C,
decimos que S tiene la propiedad de modelo finito para una clase C' si y sélo si toda férmula
S-consistente es valida en un mundo en un modelo M de C, y M es finito. La demostracién de
la propiedad anterior no es otra cosa que la demostracion de que S es completa respecto de la
subclase de los modelos finitos de C. Ahora bien, si tenemos una férmula ¢ que no pertenece a
un sistema S correcto y completo para una clase C, es porque existe un modelo M = (W, R, =)
en C que es contraejemplo para ¢, es decir que existe w € W tal que (M, w) [~ ¢ si y sélo si por
definicién de valuacién (M,w) E —¢. Es decir que para testear que /s ¢ hay que mostrar un
modelo contraejemplo, pero si ¢ no estd en S, = es S-consistente y si S tiene la propiedad del
modelo finito el modelo buscado es finito y todos los modelos finitos (de cualquier tamafo) pueden
ser sistemdticamente explorados. Otra vez, si no sabemos si ¢ estd o no en S, este proceso puede
no detenerse nunca, pues no sabremos si todavia no encontramos el modelo contraejemplo buscado
o si nunca lo encontraremos. Pero ahora, teniendo procesos de decisiéon tanto para pertenencia al
sistema como para la no pertenencia, podemos armar el proceso de decisiéon para S, basta “correr
ambos métodos en paralelo” hasta que alguno de ellos responda con éxito.

Un dltimo aspecto de las légicas modales que es importante mencionar en relaciéon a nuestro
trabajo, es el relacionado con la llamada teoria de la correspondencia. Una forma particular de
caracterizar una clase de modelos de Kripke es fijando el conjunto W y la relacién R, y permitiendo
variar las funciones de evaluacién |=. Al par (W, R) se lo denomina marco. En forma mas general
podemos caracterizar una clase de modelos por sélo fijar propiedades sobre la relacién de accesi-
bilidad R, surge asi la idea de clase de marcos. Ocurre que para algunas légicas modales la clase
de sus marcos es una clase definible por un conjunto de sentencias de primer orden cuyo lenguaje
tiene un tnico predicado que es operador binario. Por ejemplo para KT, S4 y S5. Pero para otras
légicas esto no es asi. Una de las preguntas fundamentales de la teoria de la correspondencia es
acerca de las condiciones necesarias y suficientes para que una clase de marcos de una légica sea
definible en primer orden. Por otra parte, dada un clase de marcos definible en primer orden se
busca saber si es 0 no la clase de marcos de alguna légica modal.



Bibliografia

[ACC89]

[ACS92]

[Ada75]
[AGMS5]

[Alc94]

[A1c96]

[Aqv73]

[BDG99]

[BDP97]

[Bec99)

[B&199]

[BFR 99

[BG92]

L. Arlo-Costa and R. Carnota. Non-monotonic logics: Consequence relations and condi-
tional operators. In 6th Simposion Brasileiro em Inteligencia Artificial, pages 328-343,
1989.

L. Arlo-Costa and Scott J. Shapiro. Maps between nonmonotonic and conditional logic.
In KR ’92, pages 553-564. AAAT Press, 1992.

E. Adams. The Logic of Conditionals. D. Reidel, 1975.

C. Alchourrén, P. Gardenfors, and D. Makinson. On the logic of theory change: partial
meet contraction and revision function. Journal Symbolic Logic, 50:510-530, 1985.

C. Alchourrén. Defeasible logic. demarcation and affinities. In G. Crosso, L. Fari
na Del Cerro, and A. Herzig, editors, Conditional and Artificial Intelligence. Oxford
University Press, 1994.

C. Alchourrén. Detachment and defeasibility in deontic logic. Studia Logica, (51):5-18,
1996.

L. Aqvist. Modal logic with subjunctive conditionals and disposicional predicates.
Journal of Philosophical Logic, (2):1-76, 1973.

Bernadette Bouchon-Meunier, Didier Dubois, Lluis Godo, Henri Prade, and Jim
Bezdek. Fuzzy sets and possibility theory in approximate and plausible reasoning.
In J. Bezdek, D. Dubois, and H. Prade, editors, Fuzzy Sets in Approzimate Reasoning
and Information Systems, The handbooks of Fuzzy Sets Series, chapter 1, pages 15-190.
Kluwer Academic Publishers, 1999.

S. Benferhat, D. Dubois, and H. Prade. Nonmonotonic reasoning, conditional objects
and possibility theory. Artificial Intelligence, 92:259-276, 1997.

V. Becher. Binary Functions for Theory Change. PhD thesis, Department of Computer
Science of Buenos Aires University, Buenos Aires, 1999.

R. Bélohlavek. Fuzzy closure operators. Research Report 24, University of Ostrava
Institute for Research and Applications of Fuzzy Modeling, Czech Republic, 1999.

V. Becher, E. Ferme, R. Rodriguez, S. Lazzer, C. Oller, and G. Palau. Norms, Logics
and Information Systems, volume 49 of Frontiers in Artificial Intelligence and Ap-
plications, chapter Some Observactions on Carlos Alchourrén’s Theory of Defeasible
Conditionals, pages 219-230. IOS Press, p.mc. namara and h. prakken edition, 1999.

L. Biacino and G. Gerla. Generated necessities and possibilities. Int. J. of Intell.
Systems, 7:445-454, 1992.

215



216

[BG9§]

[BG99]

[BGY00]

[BJ96]

[BJ9g]

[Bou92]

[BRY94]

[BS85]

[BS95]

[BS97]

[Car37]
[Car50]

[Cas94]

[CF92]

[Cha88]

[Che80]

[CT99]

BIBLIOGRAFIA

Loredana Biacino and Giangiacomo Gerla. Logics with approximate premises. Inter-
national Journal of Intelligent Systems, 13:1-10, 1998.

Loredana Biacino and Giangiacomo Gerla. Closure operators in fuzzy set theory. In
J. Bezdek, D. Dubois, and H. Prade, editors, Fuzzy Sets in Approximate Reasoning and
Information Systems, The handbooks of Fuzzy Sets Series, chapter 3, pages 243-278.
Kluwer Academic Publishers, 1999.

L. Biaino, G. Gerla, and M. Ying. Approximate reasoning based on similarity. Mathe-
matical Logic Quarterly, 46(1):77-86, 2000.

Dionis Boixader and Joan Jacas. Cri as approximate reasoning tool: an analysis via
t- indistinguishability operators. In FUZZ-IEEE’96, pages 2094-2097, New Orleans,
USA, 1996. IEEE Press.

D. Boixader and J. Jacas. Extensionality based approximate reasoning. International
Journal of Approximate Reasoning, 19:221-230, 1998.

C. Boutelier. Conditional Logics for Default Reasoning and Belief Revision. PhD thesis,
Department of Computer Science of British Columbia University, 1992.

P. Blackburn, M. de Rijke, and Y.Venema. The algebra of modal logic. Technical
Report CS-R9463, Dept. of Mathematics and Computer Science, Free University, CWI,
Amsterdam, 1994. http://www.coli.uni-sb.de/claus/claus47.html.

G. Bossu and P. Siegel. Saturation, nonmonotonic reasoning and the closed world
assumption. Artificial Intelligence, (25), 1985.

L. Boldrin and A. Saffiotti. A modal logic for merging parcial belief of multiple reason-
ers. IRIDIA publ. series TR/IRIDIA/95-19, Université Libre de Bruxelles, Bruxelles,
Belgium, 1995.

L. Boldrin and C. Sossai. Local possibilistic logic. Jornal of Applied Non-Classical
Logics, 7(3):309-333, 1997.

R. Carnap. Treatability and meaning. Philosophy of Science, (3 —4), 1937.

R. Carnap. The Logical Foundations of Probability. University Chicago Press, Chicago,
1950.

J.L. Castro. Fuzzy logics as families of bivaluated logics. Fuzzy Sets and Systems,
64:321-332, 1994.

Philippe Chatalic and Christina Froidevaux. Lattice-based graded logic: A multimodal
approach. In Proceedings 8th Conference on Uncertainty in Artificial Intelligence, pages
33-40, Stanford, CA, 1992.

M.K. Chakraborty. Use of fuzzy set theory in introducing graded consequence in multi-
ple valued logic. In M.M. Gupta and T. Yamakawa, editors, Fuzzy Logic in Knowledge
Systems, Decision and Control, pages 247-257. North Holland, Amsterdam, 1988.

Brian Chellas. Modal Logic: An Introduction. Cambridge University Press, Cambridge,
USA, 4rt. edition, 1980.

J.L. Castro and E. Trillas. Tarki’s fuzzy consequence. International Journal of Approx-
imate Reasoning, page to appear, 1999.



BIBLIOGRAFIA 217

[CTCY94]

[DEGT95]

[DEG*97]

[DEGT98]

[DEG199]

[Del87]

[DLP94]

[DP8g]

[DP90]

[DP91a]

[DP91b]

[DP92a)

[DP92b)]

[DP93]

[DP94a]

J.L. Castro, E. Trillas, and S. Cubillo. On consequence in approximate reasoning.
Journal of Applied Non-Classical Logics, 4(1):91-103, 1994.

Didier Dubois, Francesc Esteva, Pere Garcia, Lluis Godo, and Henri Prade. Similarity-
based consequente relations. In Christine Froidevaux and Jiirg Kohlas, editors, Symbolic
and Quantitative Approaches to Reasoning and Uncertainty, volume 946 of Lecture Note
in Artificial Intelligence, pages 168-174, Fribourg, Switzerland, July 1995. Springer.

Didier Dubois, Francesc Esteva, Pere Garcia, Lluis Godo, and Henri Prade. A logi-
cal approach to interpolation based on similarity relations. International Journal of
Approximate Reasoning, 17:1-36, 1997.

Didier Dubois, Francesc Esteva, Pere Garcia, Lluis Godo, Ramon Lopez de Mantaras,
and Henri Prade. Fuzzy set modelling in case-based reasoning. International Journal
of Inteligence Systems, 1998.

Didier Dubois, Francesc Esteva, Pere Garcia, Lluis Godo, Ramon Lopez de Mantaras,
and Henri Prade. Case-based reasoning: A fuzzy approach. In A.L. Ralescu and J.G.
Shanahan, editors, Fuzzy Logic in Artificial Intelligence, volume 1566 of Lecture Notes
in Artificial Intelligence, pages 79-90. Springer Verlag, Berlin, 1999.

J.P. Delgrande. A first-order logic for prototipical properties. Artificial Intelligence,
(36):63-90, 1987.

Didier Dubois, Jerome Lang, and Henri Prade. Possibilistic logic. In D.M. Gabbay, C.J.
Hogger, and J.A. Robinson, editors, Handbook of Logic in Artificial Intelligence and
Logic Programming. Volume 3: Nonmonotonic Reasoning and Uncertain Reasoning,
pages 439-513. Oxford University Press, 1994.

Didier Dubois and Henri Prade. An introduction to possibilistic and fuzzy logics. In
P. Smets, A. Mamdani, D. Dubois, and H. Prade, editors, Non-Standard Logics for
Automatic Reasoning. Academic Press, 1988.

Didier Dubois and Henri Prade. Rough sets and fuzzy rough sets. International Journal
of General Systems, 17:191-209, 1990.

Didier Dubois and Henri Prade. Fuzzy sets in approximate reasoning, part 1: Inference
with possibility distributions. Fuzzy Sets ans Systems, 40:143-202, 1991.

Didier Dubois and Henri Prade. Fuzzy sets in approximate reasoning, part 2: Logical
approaches. Fuzzy Sets and Systems, 40:203-244, 1991.

Didier Dubois and Henri Prade. Belief change and possibility theory. In Peter
Gérdenfors, editor, Belief Revision, volume 29 of Cambridge Tracts in Theoretical Com-
puter Science, pages 142-182. Cambridge University Press, 1992.

Didier Dubois and Henri Prade. Putting rough set and fuzzy rough set together.
In R. Slowinski, editor, Intelligent Decision Support- Handbook of Applications and
Advances of Rough Sets Theory, pages 203-232. Kluwer Acad. Publ., 1992.

D. Dubois and H. Prade. Fuzzy sets and probability: Misunderstandings, bridges and
gaps. In Second IEEFE International Conference on Fuzzy Systems, volume II, pages
501-506, San Francisco, California, April 1993.

Didier Dubois and Henri Prade. Similarity-based approximate reasoning. In J.M.
Zurada, R.J. MarksII, and C.J. Robinson, editors, Computacional Intelligence Imitating
Life, pages 69-80. IEEE Press, New York, 1994.



218

[DP94b)]

[DP95]

[DPB99]

[DPTSS]

[Dub86]

[EB99]

[EG98]

[EGG94a)

[EGG94b]

[EGG95]

[EGGRO7]

[EGHNOS]

[FD85]

[Fer99]

[FH91]

[FH99]
[FHL94]

BIBLIOGRAFIA

Didier Dubois and Henri Prade. A survey of belief revision and updating rules in various
uncertainty models. Internacional Journal of Intelligent Systems, 9:61-100, 1994.

Didier Dubois and Henri Prade. Comparison of two fuzzy set-based logics: similarity
logic and posibilistic logic. In FUZZ-IEEE’95, pages 1319-1326, Yokohama, Japan,
July 1995. IEEE Press.

Didier Dubois, Henri Prade, and Jim Bezdek. Introduction: Fuzzy sets in approximate
reasoning and intelligent information systems technology. In J. Bezdek, D. Dubois, and
H. Prade, editors, Fuzzy Sets in Approximate Reasoning and Information Systems, The
handbooks of Fuzzy Sets Series, pages 1-13. Kluwer Academic Publishers, 1999.

D. Dubois, H. Prade, and C. Testemale. In search of a modal system for possibility
theory. In 8th. Furopean Conference on Artificial Intelligence, pages 501-506, 1988.

Didier Dubois. Belief structures, possibility theory and decomposable confidence mea-
sures. Computers and Artificial Intelligence, 5:403-416, 1986.

J. Elorza and P. Burillo. On the relation between fuzzy preorders and fuzzy con-
sequence operators. Int. Journal of Uncertainty, Fuzziness and Knowledg-based Sys-
tems(IJUFKBS), 7(3):219-234, 19909.

F. Esteva and Ll. Godo. Putting lukasiewicz and product logic together. In ESTYLF’98,
pages 339-346, Pamplona, Spain, 1998.

Francesc Esteva, Pere Garcia, and Lluis Godo. On conditional in similarity logic. In
IPMU International Conference, volume 2, pages 999-1005, Paris FRANCIA, 1994.
FUZZ-IIIE’94, IPMU’94.

Francesc Esteva, Pere Garcia, and Lluis Godo. Relating and extending semantical
approaches to possibilistic reasoning. International Journal of Approximate Reasoning,
10:313-344, 1994.

Francesc Esteva, Pere Garcia, and Lluis Godo. On similarity and graded entailment. In
European Laboratory for Intelligent Techniques Enginnering, editor, EUFIT 95, pages
39-44, August 1995.

F. Esteba, P. Garcia, Ll. Godo, and R. Rodriguez. A modal account of similarity-based
reasoning. International Journal Of Approzimate Reasoning, 16(3-4):235-261, 1997.

F. Esteva, L1. Godo, P. Hijek, and M. Navarra. Resuated fuzzy logics with an involutive
negation. To appear in Archive for Mathematical Logic, 1998.

M. Fattorosi-Barnaba and F. De Caro. Graded modalities. i *. Studia Logica, 2:197-221,
1985.

Eduardo Fermé. Revising the AGM postulates. PhD thesis, University of Buenos Aires,
April 1999.

L. Farinas del Cerro and A. Herzing. A modal analisis of possibility theory. In R. Kruse
and P. Siegel, editors, Symbolic and Qualitative Approaches to Uncertainty, volume 548
of Lecture Notes in Computer Sciences, pages 58—62. Springer Verlag, Berlin, 1991.

Nir Friedman and J. Halpern. First-order conditional logic. 1999. note.

L. Farifias del Cerro, A. Herzig, and J. Lang. From ordering-based nonmonotonic
reasoning to conditional logics. Artificial Intelligence, 66:375-394, 1994.



BIBLIOGRAFIA 219

[FinT72]

[Fit91]

[Fit92]

[Fit95]

[Gab85]

[Gab96]

[Gab97]

[Giir88]

[Ger94]

[Ger96)

[Ging6)
[Glo70]
[GMS&S]

[GMO1]

[GM94]

[G6d32]
[Gog93]

[Gol79]

Kit Fine. In so many possible worlds. Notre Dame Journal of Formal Logic, 13(4):516—
520, october 1972.

Melvin Fitting. Many-valued modal logics. Fundamenta Informaticae, 15:235-254,
1991.

Melvin Fitting. Many-valued modal logics, ii. Fundamenta Informaticae, 17:55-73,
1992.

Melvin Fitting. Tableaus for many-valued modal logic. Studia Logica, 55(1):63-87,
1995.

D.M. Gabay. Theoretical foundations for nonmontonic reasoning in expert systems.
In K. Apt, editor, Logics and Models of Concurrent Systems. Springer Verlag, Berlin,
1985.

D.M. Gabay. How to make your logic fuzzy (fibred semantic and weaving of logics, part
3. In D. Dubois, E.P. Klement, and H. Prade, editors, Fuzzy Set, Logics, and Artificial
Intelligence, pages 69-89, Linz, Austria, February 1996. Fuzzy Logic Laboratorium
Linz-Hagenberg. Austria.

D.M. Gabay. Fibring and labelling: Two methods for making modal logic fuzzy. In
M. Mares, R. Mesiar, V. Novak, J. Ramik, and A. Stupnanovd, editors, IFSA’97.
Seventh International Fuzzy Systems Association World Congress, volume 1, Prague.
Czech Republic., June 1997. University of Economics., Academia, Prague.

P. Girdenfors. Knowledge in Fluz: Modeling the Dynamics of Epistemic States. The
MIT Press, Cambridge, 1988.

G. Gerla. An extension principle for fuzzy set. Mathemaical Logig Quarterly, 40:357—
380, 1994.

G. Gerla. Graded consequence relations and fuzzy closure operators. Journal of Applied
Non-Clasical Logics, 6(4):369-379, 1996.

M.L. Ginsberg. Counterfactuals. Artificial Intelligence, 30(1):3-28, 1986.
F.L. Globe. Grades of modality. Logique et Analyse, 51:323-334, 1970.

P. Gérdenfors and D. Makinson. Revision of Knowledge Systems using Epistemical
Entrenchment, pages 83-95. Los Altos, m. vardi edition, 1988.

P. Gérdenfors and D. Makinson. Relations between the logic of theory change and
nonmonotonic logic. In A.Furman and M.Morreau, editors, Lecture Notes in Artificial
Intelligence, volume 465, pages 185-205. Springer Verlag, 1991.

P. Gérdenfors and D. Makinson. Nonmonotonic inference based on expections. Artificial
Intelligence, 65:197-245, 1994.

K. Gédel. Zum intuitionistischen aussgenkalkiil. Klasse, 69:65-66, 1932.

J. A. Goguen. The logic of inexact concepts. In D. Dubois, H. Prade, and R. R. Yager,
editors, Readings in Fuzzy Sets for Intelligent Systems, pages 417-441. Kaufmann, San
Mateo, CA, 1993.

R. Golblatt. Topoi. The Categorial Analysis of Logic. North Holland, Amsterdam,
1979.



220

[GR99]

[GROO]

[Gra9dl]

[Gro88]

[H4i95]

[H4j98]

[H4j00]

[Han86]

[HC84]

[HGI7]

[HGE95]

[HGE96]

[HGEO00]

[HH96]

[HHE*94]

[Hil76]

[HK94]

BIBLIOGRAFIA

Ll Godo and R.O. Rodriguez. A fuzzy modal logic for similarity reasoning. In G. Chen,
M. Ying, and K. Cai, editors, Fuzzy Logic and Soft Computing, pages 33—48. Kluwer
Academic, 1999.

L1. Godo and R. Rodriguez. A short note on nonmonotonic inferences induced by graded
similarity. In AAAI, editor, Workshop of Non Monotonic Reasoning and Uncertainty,
pages —, April 2000.

G. Grahne. Update and counterfactuals. In KR’91, pages 269-276, 1991.

A. Grove. Two modellings for theory change. Journal Of Philosophical Logic, 17:157—
170, 1988.

Petr Hajek. Fuzzy logic and arithmetical hierarchy. Fuzzy Sets and Systems, (73):359—
363, 1995. note.

Petr Hajek. Metamathematics of Fuzzy Logic., volume 4 of Trends in logic-Studia Logica
Library. Kluwer Academic Publishers, Netherland, 1998.

Petr Hajek. On very true. In Proccedings of FSTA 2000, Liptovski Mikulas, Slovakia,
2000.

B. Hansson. An analysis of some deontic logics. In Risto Hilpinen, editor, Deontic
Logic: Introductory and Systematic Readings, pages 121-147. D. Reidel, 1986.

G.E. Hughesy and M.J. Cresswell. A Companion of Modal Logic. Methuen, Londres,
1984.

P. Hajek and Ll. Godo. Deductive systems of fuzzy logic. Tatra Mountains Math. Publ.,
13:35-66, 1997.

Petr H4jek, Lluis Godo, and Francesc Esteva. Fuzzy logic and probability. In Proc-
cedings of the 11th. Conference of Uncertainty in Artificial Intelligence, pages 237-244.
Morgan Kaufmann, 1995.

P. Hajek, L1. Godo, and F. Esteva. A complete many-valued fuzzy logic with product
conjuntion. Archive for Mathematical Logic, (35):1-19, 1996. note.

Petr Hajek, Lluis Godo, and Francesc Esteva. A fuzzy logic for reasoning about proba-
bility. In Proccedings of Workshop on Probabilistic Reasoning in Artificial Intelligence
(IBERAMIA-SBIA’2000), pages 48-55, Atibaia, SP, Brazil, 19-22 November 2000. Mor-
gan Kaufmann.

Petr Hijek and Dagmar Harmancova. A many-valued modal logic. In IPMU’96, pages
1021-1024, 1996.

Petr Hajek, Dagmar Harmancové, Francesc Esteva, Pere Garcia, and Lluis Godo. On
modal logics for qualitative possibility in a fuzzy setting. In R. Lopez de Mantaras
and D. Poole, editors, Proccedings of the Tenth Conference of Uncertainty in Artificial
Intelligence. Morgan Kaufmann, 1994.

R. Hilpinen. Approximate truth and truthlikeness. Przelecki et al., pages 19-42, 1976.
note.

D. Harmanec and G.J. Klir. On the modal logic interpretation of dempster-sshafer
theory of evidence. International Journal Uncertainty Fuzzyness Knowledge Based
Systems, 9:941-951, 1994.



BIBLIOGRAFIA 221

[HMS6]

[HM92]

[HRO1]

[Jan90]
[KC95]

[KGK95]

[KH94|

[KK93]

[K1a94]

[Kla95]

[KLM90]

[KM90]

[KM91]

[KN96]

[Kon97]

[Kri59a)

[Kri59b]

[Lew73]
[Lia98]

S. Hanks and D. McDermott. Default reasoning, nonmonotonic logics and the frame
problem. In Proceedings of Fifth Nat. Conf. of Am. Assoc. for Al pages 328-333,
Philadelphia, 1986.

Wiebe van der Hoek and John Jules Meyer. Modalities and (un-)certainties. Lectures
Notes for School Summer of Linkoping’92, May 1992. note.

Wiebe van der Hoek and Marteen de Rijke. Quantifiers and modal logic. ITLI publ.
series LP-91-01, University of Amsterdam, Netherlands, 1991.

Ramén Jansana. Una Introduccion a la ldgica modal. Tecnos, Madrid, 1990.

F. Klawonn and J.L. Castro. Similarity in fuzzy reasoning. Mathware € Soft Computing,
(2):197-228, 1995.

F. Klawonn, J. Gebhardt, and R. Kruse. Fuzzy control on the basis of equality relations
with an example from idle speed control. IEEE Transactions on Fuzzy System, 3(3):336—
350, 1995.

G.J. Klir and D. Harmanec. On the modal logic interpretation of possibily theory. In-
ternational Journal Uncertainty Fuzzyness Knowledge Based Systems, 2:237-245, 1994.

F. Klawonn and R. Kruse. Equality relations as a basis for fuzzy control. Fuzzy Set
and Systems, 54:147-156, 1993.

F. Klawonn. Fuzzy sets and vaguue environment. Fuzzy Set and Systems, 66:207—221,
1994.

Frank Klawonn. Similarity based reasoning. In European Laboratory for Intelligent
Techniques Enginnering, editor, Proceedings EUFIT’95, pages 34-38, Aachen, Ger-
many, August 28-31 1995.

S. Kraus, D. Lehman, and M. Magidor. Nonmonotonic reasoning, preferential models
and cumulative logics. Artificial Intelligence, 44:167-207, 1990.

H. Katsuno and A. Meldelzon. Propositional knowledge base revision and minimal
change. Technical Report 3, Department of Computer Science, University of Toronto,
January 1990.

H. Katsuno and A. Mendelzon. On the difference between update a knowledge base
and revising it. In KR’91, pages 387-394, 1991.

F. Klawonn and V. Novak. The realtion between inference and iterpolation in the
framework of fuzzy systems. Fuzzy Set and Systems, 81:331-354, 1996.

B. Konikowska. A logic for reasoning about relative similarity. Studia Logica, 58:185—
226, 1997.

Saul Kripke. A completeness theorem in modal logic. Journal of Symbolic Logic, 24:1—
14, 1959.

Saul Kripke. Semantical analysis of modal logic. Journal of Symbolic Logic, 24:323-324,
1959.

David Lewis. Contrafactuals. Oxford Basil Blackwell, London, 1973.

Churn-Jung Liau. Possibilistic residuated implication logics with applications. Interna-
tional Journal of Uncertainly, Fuzziness and Knowledge-based Systems, 6(4):365-385,
1998.



222

[Lia01]

[LL.92]

[LL95]

[LL96]

[LR91]

[LS77]

[Mak89]

[Mak93]
[Mak94]

[Man77]

[McD87]

[Min&5]

[Mon74]

[Mor99]

[Mur91]

[NC00]

[Nic70]
[Nii8&7]

BIBLIOGRAFIA

Churn-Jung Liau. Hibrid logic for possibilistic reasoning. In Proceedings of IFSA’01,
pages 43-51. John Willey & Sons ltd., 2001.

Churn-Jung Liau and B.I-Peng Lin. Qualitative modal logic and possibilistic reasoning.
In B.Newmann, editor, Proceedings of ECAI’92, pages 43-47. John Willey & Sons 1td.,
1992.

Churn-Jung Liau and B.I-Peng Lin. A theoretical investigation into possibilistic rea-
soning. Fuzzy Sets & Systems, 75:355-363, 1995.

Churn-Jung Liau and Bertrand I-Peng Lin. Possibilistic reasoning-a mini-survey and
uniform semantics. Artificial Intelligence, 88:163-193, 1996.

Sten Lindstréom and Wlodek Rabinowicz. Epistemic entrenchment with incomparabil-
ities and relational belief revision. In Fuhrmann and Morreau, editors, The Logic of
Theory Change, pages 93-126, Berlin, 1991. Springer-Verlag.

E. Lemmon and D. Scott. The “Lemmon Notes”: An introduction to Modal Logic.
Oxford, Blackwell, 1977.

D. Makinson. General theory of cumulative inferences. In M. Reinfrank, J. de Kleer,
M.L. Ginsberg, and E. Sandelwall, editors, Lecture Notes in Computer Science, volume
346, pages 1-18. Springer Verlag, 1989.

D. Makinson. Five fices of minimality. Studia Logica, 3(52):339-379, 1993.

D. Makinson. General patterns in nonmonotnic reasoning. In D.M. Gabbay, C.J. Hog-
ger, J.A. Robinson, and D. Nute, editors, Handbook of Logic in Artificial Inteligence and
Logic Programming, volume 4 of Nonmonotonic Reasoning and Uncertain Reasoning,
pages 35—110. Clarendon Press, Oxford, 1994.

E.H. Mandani. Application of fuzzy logic to approximate reasoning using linguistic
systems. IEEE Transactions Comput., 26:1182-1191, 1977.

D. McDermott. A critic of pure reason. Computinal Intelligence, 3(3):151-160, 1987.

Malvin Minsky. A framework for representation knowledge. In R.J. Brachman and
H.J. Levesque, editors, Reading in Knowledge Representation, pages 246-262. Morgan
Kaufman, Los Altos, 1985.

R. Montague. Formal Philosophy. Ed. by R.H. Thomason. Yale University Press, New
Haven and London, 1974.

Osamu Morikawa. An extende gentzen-type formulation of a many-valued modal propo-
sitional logic based on zadeh’s similarity relation. Fuzzy Sets and Systems, (101):115—
123, 1999. note.

V. Murali. Lattice of fuzzy subalgebras and closure sistems in i*. Fuzzy Sets and
Systems, (41):101-111, 1991. note.

Donal Nute and Charles Cross. Conditional logics. In D. Gabbay and F. Guenthner,
editors, Handbook of Philosophical Logic, volume reprint to appear. D. Reidel Publishing
Company, 2000.

J. Nicod. Geometry and Induction. Routledge Press, London, 1970.

Ilkka Niiniluoto. Truthlikeness, volume 185 of Synthese Library. D. Reidel Publishing
Company, 1rt. edition, 1987.



BIBLIOGRAFIA 223

[Nov90]

[Nut&0]

[Nutg&4]

[Pal95]

[Pan95)

[Pav79]

[Paw82]

[Pol76]

[Poo88]

[Ram31]

[REGG99]

[REGGO0]

[Rei87]

[RGGY5a]

[RGGI5D]

[RGGI6]

[RGG9S]

[RKC92]

Vilém Novak. On the syntactico-semantical completeness of first-order fuzzy logic i,ii.
Kybernetika, (26), 1990. note.

Donald Nute. Topic in Conditional Logic. D. Reidel Publishing Company, Dordrecht,
Holland, 1980.

D. Nute. Non-monotonic reasoning and conditionals. Technical Report 01-0002, Ad-
vanced Coputational Methods Center. University of Georgia, Athens, 1984.

Gladys Palau. Consecuencias Ldgicas y Rivalidades de Sistemas Ldgicos. PhD thesis,
Facultad de Filosofia y Letras de la Unversidad de Buenos Aires, Argentina, 1995.

G. Panti. Multi-valued logics. Technical report, Department of Mathematics and
Informatics, University of Udine, Italy, 1995.

J. Pavelka. On the fuzzy logic i: Many valued rules and inference. Math. Logik Grundlag.
Math., (25):45-52, 1979.

Z. Pawlak. Rough sets. International Journal Computer and Information Science,
11:341-356, 1982.

J. Pollock. Subjunctive Reasoning. Reidel, Dordrecht, 1976.

D. Poole. A logical framework for default reasoning. Artificial Intelligence, 36:27-47,
1988.

F.P. Ramsey. The Foundations of Mathematics. Routledge & Kegan Paul, London,
1931.

R. Rodriguez, F. Esteva, P. Garcia, and Ll. Godo. On fuzzy closure operators in
approximate reasoning. In D. De Baets, J. Fodor, and L.T. Kéczy, editors, Proceedings
of EUROFUSE-SIC 99, pages 149-154, Budapest, May 1999.

R. Rodriguez, F. Esteva, P. Garcia, and Ll. Godo. On implicative closure operators in
approximate reasoning. In Proceeding of FUZZ IEEE 2000, volume 1, pages 197202,
Budapest, May 2000.

R. Reiter. Annual Review of Computer Science, volume 2, chapter Nonmonotonic
Reasoning, pages 147-186. 1987.

R. Rodriguez, P. Garcia, and Ll. Godo. Relating similarity-based models, counterfactu-

als and theory change. In European Laboratory for Intelligent Techniques Enginnering,
editor, EUFIT’95, pages 230-234, August 1995.

R. Rodriguez, P. Garcia, and Ll. Godo. Similarity-based graded modal logic. In Depar-
tamento de Computacién de la Universidad del Sur, editor, ATIA 95, pages 387394,
Octubre 1995.

R. Rodriguez, P. Garcia, and Ll. Godo. Using fuzzy similarity relations to revise and
update a knowledge base. Mathware, 3(3):357—370, 1996.

R. Rodriguez, P. Garcia, and Ll. Godo. Fuzzy approximation, modal structures and
possibilistic logic. Mathware, 5(2-3):151—166, 1998.

G. Resconi, G.J. Klir, and U.St. Clair. Hierarchical uncertainty metatheory based upon
modal logic. International Journal of General Systems, (21):23-50, 1992.



224

BIBLIOGRAFIA

[RKCH93] G. Resconi, G.J. Klir, U.St. Clair, and D. Harmanec. On the integration of uncer-

[Rot91]

[RS95]

[Rus87]

[Rus91]

[San92]

[Sch97]

[Sho86]

[Sho87]

[Sho88]

[Sta68]
[Suz97]

[Tar56a]

[Tar56b]

[Thi93]

[Tic74]

[TV84]

[TverT7]
[Val85]

tainty theories. International Journal of Uncertainty, Fuzziness and Knowledge-Based
Systems, 1(1):1-18, 1993.

Hans Rott. A nonmonotonic conditional logic for belief revision. Part 1: Semantics
and logic of simple conditionals. In Fuhrmann A. and M. Morreau, editors, The Logic
of Theory Change, Workshop, Lecture Notes in Artificial Intelligence, Volume 465,
Konstanz, FRG, October 1991. Springer Verlag.

M. Ryan and P-Y. Schobbens. Belief revision and verisimilitude. Notre Dame Journal
of Formal Logic, 36(1):15-29, 1995.

Enrique Ruspini. The logical foundations of evidential reasoning. Technical Report
408, Artificial Inteligence Center, SRI International, Merlo Park, California, 1987.

Enrique Ruspini. On the semantics of fuzzy logic. International Journal Of Approximate
Reasoning, 5:45-88, 1991.

D. Sanford. If P then Q. Routledge, London, 1992.

Karl Schlechta. Nonmonotonic logics. basic concepts, results, and techniques. In J.G.
Carbonell and J. Siekmann, editors, Lecture Notes in Artifical Intelligence, volume
1187. Springer, 1997.

Y. Shoham. Reasoning about change: time and causation from the standpoint of Arti-
ficial Intelligence. PhD thesis, Yale, 1986.

Y. Shoham. A semantical approach to nonmonotonic logic. In M. Ginsberg, editor,
Readings in Nonmonotonic Reasoning, pages 227-250. Morgan Kaufmann, Los Altos,
CA, 1987.

Y. Shoham. Reasoning about Change. MIT Press, Cambridge, MA, 1988.
R. Stalnaker. A Theory of Conditionals. Studies in Logical Theory. Oxford Press, 1968.

Nobu-Yuki Suzuki. Kripke frame with graded accesibility and fuzzy possible world
semantics. Studia Logica, 59(2):249-269, 1997.

A. Tarski. Methodology of deductive sciences. In Logics, Semantics, Metamathematics.
Oxford University Press, 1956.

A. Tarski. Methodology of deductive sciences. Logic, Semantics, Metamathematics.
Oxford Press, 1956.

Helmut Thiele. On the definition of modal operators in fuzzy logic. In IEEE Com-
puter Society Press, editor, Proceedings of the 23rd IEEE International Symposium on
Multiple-Valued Logic, pages 269-276, Sacramento, California, 1993.

P. Tichy. On popper’s definition of verrisimilaritude. The British Journal for the
Philosophy of Science, 25:155-160, 1974.

Enric Trillas and Lloreng Valverde. An inquiry on t-indistinguishability operator. In
H. Skala et al, editor, Aspects of Vagueness, pages 231-256. Reidel, Dordrecht, 1984.

A. Tversky. Features of similarity. Psychological Review, 88:327-352, 1977.

Lloreng Valverde. On the structure of f-indistinguishability operators. Fuzzy Set and
Systems, 17:313-328, 1985.



BIBLIOGRAFIA 225

[Van84]

[War42]
[Wes87]
[Wil88]

[Wrig6]

[Yin88]

[Yin94]

[Zad65)]
[Zad71]

[Zad79]

[Zad86]

[Zad94]

Johan Van Benthem. Correspondence theory. In D. Gabbay and F. Guenthner, editors,
Handbook of Philosophical Logic: FExtensions of Classical Logic, volume 2, pages 167—
248. Kluwer Academic Publishers, 1984.

M. Ward. The closure operators of a lattice. Annals of Mathematics, 42:191-196, 1942.
T. Weston. Approximate truth. Journal Of Philisophical Logic, 16(4):203-227, 1987.

Timothy Williamson. First order logics for comparative similarity. Notre Dame Journal
Of Formal Logic, 29(4):457-481, 1988.

G.H. von Wright. Deontic logic and the theory of conditionals. In Risto Hilpinen, editor,
Deontic Logic: Introductory and Systematic Readings, pages 159-177. D. Reidel, 1986.

Ming-Sheng Ying. On standard models of fuzzy modal logics. Fuzzy Set and Systems,
26:357-363, 1988.

Ming-Sheng Ying. A logic for approximate reasoning. The Jouranl of Simbolic Logic,
53(3):830-837, 1994.

Lofti Zadeh. Fuzzy sets. Information and Control, (8):338-353, 1965.

Lofti Zadeh. Similarity relations and fuzzy orderings. Information Science, 3:177-200,
1971.

Lofti Zadeh. A theory of approximate reasoning. In J. E. Hayes, D. Michie, and L.I.
Mikulich, editors, Machine Intelligence, volume 9, pages 149-194. Wiley, 1979.

Lofti Zadeh. Is probability theory sufficient for daeling with uncertainty in ia: A
negative view. In L.N. Karnal and J.F. Lemmer, editors, Uncertainty in Artificial
Intelligence, volume 9, pages 103—116. Elsevier Scinece Publishers, 1986.

Lofti Zadeh. Fuzzy logic, neural networks and soft computing. Comunnications of the
ACM, 37(3):77-84, march 1994.



