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Estudio l6gico-matematico de una familia de operadores de
actualizaciéon no-priorizados de bases de conocimiento

Resumen:

Desde la década de 1980, el modelo AGM de operadores revision y contraction en la
teoria del cambio de creencias ha sido adoptado en inteligencia artificial para enfrentar el
problema de actualizar bases de conocimiento con informacién potencialmente inconsistente.
Este modelo ofrece tanto un enfoque formal, como también una perspectiva computacional
realista y una claridad semantica. Con el tiempo, el modelo AGM se ha generalizado
para aplicarse en diversos contextos, desarrollando operadores priorizados para entornos
dindmicos, como update y erase; operadores de cambios multiples priorizados, como package
y choice; operadores no priorizados, como credibility-limited revision, shielded contraction
o filtered revision; e incluso variantes aplicables a logicas no clésicas.

En esta tesis, proponemos un enfoque homogéneo para analizar esta diversidad bajo un
mismo marco teérico. Presentaremos una semantica basada en mundos posibles, desvinculada
de cualquier légica subyacente, donde las creencias se representan tinicamente como un
conjunto de mundos, sin depender de una sintaxis especifica. A continuacion, adaptaremos
varios de los modelos conocidos a este marco, y propondremos una familia de operadores no
priorizados que engloba las propuestas anteriores. Finalmente, demostraremos que nuestro
marco teoérico efectivamente homogeneiza y generaliza las propuestas clasicas, finitas y
miltiples que se conocen para la légica proposicional clasica.

Palabras clave: Representacién del Conocimiento y el Razonamiento, Teoria de
Cambio de Creencias, Operadores No Priorizados, Semantica de Mundos Posibles,
Operadores de Cambio Miltiple






A study of a family of non-prioritized belief change operators

Abstract:

Since the 1980s, the AGM model of revision and contraction operators in belief change
theory has been adopted in artificial intelligence to address the problem of updating
knowledge bases with potentially inconsistent information. This model provides a formal
path to manipulate the update in the presence of inconsistencies in a precise and clear
semantic way, combined with a realistic perspective from a computational point of view.
Over time, the AGM model has been generalized to apply in various contexts, for example,
prioritized operators for dynamic environments, such as update and erase; prioritized
multiple change operators, such as package and choice; non-prioritized operators, such
as credibility-limited revision, shielded contraction, or filtered revision; and operators for
non-classical logics.

This thesis proposes a homogeneous approach to analyze this diversity under a unified
theoretical framework. We introduce a possible worlds semantic, independent of any
underlying logic, where beliefs are represented solely as a set of worlds, without relying
on a specific syntax. We then adapt several known models to this framework and propose
a family of non-prioritized operators encompassing the previous proposals. Finally, we
demonstrate that our theoretical framework effectively homogenizes and generalizes the
classical, finite, and multiple proposals known for classical propositional logic.

Keywords: Knowledge Representation and Reasoning, Belief Change Theory,
Non-prioritized Operators, Possible World Semantics, Multiple Change Operators
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Capitulo 1

Introduccion

La situacién se hace mucho méas
complicada si los mensajes
pueden ser inconsistentes. |...]
Pese a que no intentaré abrir esa
lata de gusanos aqui, estas son
cuestiones que deben en algin
momento ser consideradas al
disenar una base de
conocimientos.

Joseph Y. Halpern (1986).

Hoy mas que nunca la Inteligencia Artificial ha cooptado una parte del escenario
cientifico-tecnologico y de la cultura cientifica en general, debido al gran impacto social
que viene generando desde que tal concepto se acuné. Entre las acciones que entendemos
como vinculadas a la inteligencia, se encuentra la adquisicién de conocimiento!. Desde una
perspectiva humana, adquirir conocimientos suele estar vinculado a imitar, practicar y
comprender el conocimiento.

Una parte importante de este proceso pasa por que la nueva informacién que se recibe
“encaje armoniosamente” dentro de lo que el agente sabe. Esa armonia puede estar dada
por diferentes matices, mas alla de si la nueva informacion contradice lo que el agente sabe
o no. Puede que, por més que crea que no puede ser real, la considere una opcién verosimil
o que podria llegar a darse bajo otras circunstancias. También puede creer que parte de su
cuerpo de conocimiento es incorrecto y utilizar la nueva informacién para corregirlo.

De esto se trata la teoria de cambio de creencias: proponer un modelo teérico y formal que
refleje cuales son las maneras en las que un agente puede adaptar su conjunto de creencias,
su conocimiento, cuando recibe una nueva informacién. En este capitulo presentaremos las
motivaciones originales del area. Las mismas no sélo estan ligadas a la computacion, ya que
también tiene raices en la logica y la filosofia de la ciencia, ademas de que metodolégicamente
se trabaja con rigurosidad matemaética. Merece la pena entender entonces como esta area
llegd a ser inherentemente interdisciplinaria.

1.1 La Teoria de Cambio de Creencias

En la teoria de cambio de creencias confluyen varias tradiciones de investigacion cientifica,
segin Carnota y Rodriguez en [4]. Una de ellas es filosofica, que si bien existe desde la

'En nuestro contexto, hablaremos de “conocimiento” como lo que tradicionalmente se conoce
como “creencia’, en el sentido de que no necesariamente tiene la propiedad de ser verdadera ni
justificada. “Conocimiento” y “creencia” seran considerados sinénimos durante todo el texto.
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antigiiedad, en el siglo XX resurgio6 en el contexto de entender como se desarrollan las teorias
cientificas. Para la década de 1970, la discusion ya estaba enfocada en modelar el cambio
de creencias racional. Es decir, proponer propuestas de como cambia lo que un agente cree
que es verdadero, conjunto conocido como de creencias o corpus de conocimiento.

Por un lado, Harper en [22] sintetiza el impacto que el concepto de revisar un conjunto
de creencias estd dando en la comunidad de filosofia de la ciencia. Se refiere concretamente
a los cambios al pasar, por ejemplo, de trabajar con geometrias euclidianas a no-euclidianas,
o de pasar de la teoria newtoniana a la relatividad, que fueron motivados por nuevas
observaciones que no encajaban con el corpus original. Para ello, propone un modelo que
represente estos cambios, donde dar un nuevo corpus de conocimiento esta basado en los
principios de que la nueva informacion se la considere cierta, sea lo mas parecido al corpus
original y se preserve la coherencia. También propone, a partir del modelo anterior, la idea
de quedarse con lo que es cierto tanto para el corpus original como el nuevo, donde el agente
tiene la posibilidad de decidir en el futuro si la nueva informacién es cierta o no.

Por otro lado, Levi afirma en [27] que existen casos en donde un agente con un
conjunto de creencias debe ser capaz de despojarse de algunas de estas afirmaciones, con el
objetivo de contraer su conjunto de creencias. Esto sucede por ejemplo cuando detecta una
inconsistencia en sus creencias. Pero Levi se interes6 mas en el caso en que el agente, al
recibir una informacién que cree falsa, decide suspender su juicio ante esa informacién y
reconstruir un nuevo corpus de conocimiento en donde pueda explorar el valor de verdad de
esta nueva informaciéon sin cuestionamientos. Es decir, decide reducir lo que ya sabia para
volver a analizar la veracidad de la nueva informacién. Por supuesto, este cambio genera
en el agente una pérdida de informacion, por lo que debe analizar si la suspension de este
juicio compensa tal pérdida. En cualquier caso, esto evita inconsistencias cuando se quiere
expandir el conjunto de creencias agregando la nueva informacion al corpus.

Estos dos trabajos se consideran hitos dentro de la teoria de cambio de creencias, pues
pusieron el foco en lo que hoy se conocen como los operadores clésicos, contraction, revision
y expansion, y las relaciones que hay entre ellos: en términos de Levi, es posible definir
un operador revision a partir de un operador contraction y un expansion; mientras que
para Harper, el operador contraction surge de un operador revision y la interseccién con el
conjunto de creencias original. El otro hito es la teoria AGM, planteada por Alchourrén,
Gérdenfors y Makinson, hoy considerada el paradigma dominante en el area. Aunque se
trata de una serie de trabajos en la década de 1980, se destaca [1], donde se da tanto un
presentaciéon axiomatica como constructiva de los operadores clésicos y un teorema de
representacion que vincula a ambas presentaciones. Ademas, a partir de las construcciones se
pueden deducir formalmente los vinculos propuestos por Levi y Harper. Pero el impacto de la
teoria AGM no se debe tinicamente a su poder de sintesis y a su propuesta metodologica de
dar presentaciones axiomaticas y constructivas vinculadas por un teorema de representacion.
También se debié al momento en que fue presentado a otras comunidades afines.

Otra de las tradiciones de investigacion cientifica que aparecen en [4] es la vinculada
a la Inteligencia Artificial (IA). A principios de la década de 1980, la comunidad de IA
empez6 a realizarse preguntas vinculadas a la representacion del conocimiento, ya que
apuntaban a identificar las bases teodricas en las que los sistemas inteligentes se estaban
desarrollando. Newell, a partir de [31], fue uno de los encargados de ordenar y direccionar
el trabajo cientifico, proponiendo desarrollar una linea de investigacion hoy conocida como
Representacion del Conocimiento y el Razonamiento (KRR por sus siglas en inglés). Esta
linea propone el uso de la légica para modelar la representaciéon del conocimiento més
alla de la simbologia utilizada en cada sistema. Asi fue como resurgio la idea de trabajar
de forma interdisciplinaria junto con las comunidades de filosofia, matematica, economia,
psicologia y lingiiistica.

La concrecion de esta idea se dio en la primera conferencia sobre “Theoretical Aspects
of Reasoning about Knowledge” (TARK) en marzo de 1986. En ella, Halpern [18] sintetizo
que una de las problematicas principales de ese momento pasaba por el razonamiento en la

4
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presencia de inconsistencias. Es por eso que, cuando el trio AGM presenté su teoria en la
segunda conferencia TARK en 1988, la recepcién fue contundente. La propuesta no sélo
parecia cubrir parte de algunos trabajos ya expuestos en el contexto de KRR, sino que la
conexion entre lo axiomatico y lo constructivo se interpreté6 como el puente que conecta la
representaciéon de conocimiento abstracta de Newell con los esquemas simbélicos especificos
de cada sistema. Ademaés, muchos investigadores de las diferentes disciplinas encontraron
en este marco una manera clara de exponer sus ideas, convirtiendo la metodologia en el
estandar del area.

A 40 anos del trabajo fundacional, la teoria AGM se presenta hoy como un modelo de
referencia para considerar variantes que generalizan sus diferentes limitaciones. Algunas de
las variantes mas relevantes las estaremos desarrollando en el Capitulo 2, con el objetivo de
identificar la diversidad que existe hoy en dia. Es en esta diversidad en donde se expresan
también diferentes concepciones de cémo mejorar el modelo original, siendo dificil identificar
a simple vista la posibilidad de englobar todas las propuestas en una més general. El anélisis
de esa posibilidad y céomo llevarla a cabo es el objetivo de esta tesis.

1.2 Esquema de la Tesis

La estructura de este trabajo continiia de la siguiente manera. Como dijimos anteriormente,
en el Capitulo 2 nos introduciremos en el estado del arte de la teorfa, comenzando con su
modelo original y presentando sus variantes méas conocidas. Se incluirdn ademas ejemplos
basados en situaciones cotidianas que la teoria aspira a modelar. La diversidad de modelos,
principalmente las similitudes y diferencias que comparten, nos llevardn a preguntarnos
si es posible obtener un modelo méas general que englobe de alguna manera a todas las
propuestas.

La propuesta general que desarrollamos comienza en el Capitulo 3, donde nos abstraere-
mos de cualquier logica subyacente para la presentacion de operadores de cambio. Luego, en
el Capitulo 4, vincularemos lo hecho en el capitulo anterior con el concepto de credibilidad.
Inspirados en la nocién de credibilidad, en el Capitulo 5 presentaremos una propuesta
para modelar la idea de cuestionabilidad. El Capitulo 6 sera el lugar en donde estas tres
propuestas confluirdn para dar un nuevo marco teérico conceptual y una familia de modelos
que busca simplificar y homogeneizar lo visto en el Capitulo 2.

Habiendo desarrollado una propuesta abstracta separada explicitamente de toda es-
tructura légica, queda ver de qué manera se la asocia a una légica. De eso se trata el
Capitulo 7 donde, luego de identificar qué ldgicas son compatibles con nuestra propuesta,
veremos que la familia de operadores generaliza el estado del arte presentado en el Capitulo
2. Finalmente, en el Capitulo 8 se daréan a conocer las conclusiones de la tesis. Por supuesto,
quedaran cuestiones pendientes, que también presentaremos brevemente alli, en vistas de
como deberia continuar la investigacion en el futuro.






Capitulo 2

El modelo AGM y sus variantes

En 1988, Girdenfors y Makinson
presentaron el modelo AGM en
TARK 88... Y la lata se abrio.

Raul Carnota (2011)

La teoria de cambio de creencias en general, y el modelo AGM en particular, tienen por
objetivo el de definir operadores considerando dos parametros: un conjunto de creencias y
una nueva observacion. El resultado de tal operacién debe darnos un nuevo conjunto de
creencias. Formalmente hablando, el modelo AGM original fue presentado para una logica
proposicional clasica (CPL) £ = (L, Cn), que se la define con un lenguaje proposicional L
y una nocién de consecuencia tarskiana, finitaria y estructural C'n. Se busca entonces un
operador e : L x . — K donde K es el conjunto de teorias, es decir, los conjuntos cerrados
por la consecuencia légica:

K={KecPL)| K =Cn(K)}

El operador e ubica en el primer parametro al conjunto de creencias de le agente, notado
como K; el segundo parametro, presentado como u, describe lo observado por el agente;
K e i es el nuevo conjunto de creencias del agente, luego de haber analizado la observacion.

Pero, conceptualmente hablando, la estructura es mucho més flexible: la logica utilizada
no necesariamente tiene que ser CPL, el conjunto de creencias no tiene que ser cerrado por
la consecuencia logica ni la nueva observaciéon tiene que representarse con una tunica féormula.
Las ideas fundamentales del modelo hacen referencia a una representacién de conceptos y
creencias ordenadas con cierta coherencia (por ejemplo, una nocion de consecuencia), un
estado epistémico, un conjunto de actitudes epistémicas del agente y a entradas epistémicas,
las percepciones que el agente tiene de su entorno. Este es un glosario elemental para
unificar el vocabulario:

Marco Conceptual es un conjunto de objetos junto a una nocién de coherencia utilizado
para explicitar tanto las creencias como las observaciones. En el caso clésico, serfa la
logica proposicional clasica £ = (I, Cn), cuyos objetos son las formulas del lenguaje, o
bien conjuntos de féormulas, y Cn el operador de consecuencia la nociéon de coherencia.

Observacion (Entrada Epistémica) es la informacion externa que proviene del entorno,
representado en el marco conceptual. En el caso clasico, lo notamos como .

Conjunto de Creencias es la informacién interna que el agente tiene de su entorno, un
modelo formal de su realidad. En el caso clasico seria una teoria K.

Creencia es toda afirmaciéon que se deduce de un conjunto de creencias dado. En el caso
clasico son todos los elementos deducibles por K.

7



Operadores Clasicos AGM y sus variantes

Informacién extralbégica es toda la informacion que el agente tiene a disposicion, pero
que trasciende lo representado por el marco conceptual.

Operador (de Cambio de Creencias) es una aplicacion que, dado un conjunto de creen-
cias y una observaciéon, devuelve un nuevo conjunto de creencias. Las acciones que
ejecuta codifican la informacién extraldgica de un agente dentro del marco conceptual.

Actitud Epistémica describe una posicién ante la observacién. En el modelo clésico,
fijada una logica CPL y una teoria K, tenemos tres posibles actitudes epistémicas:

e La observacion p es aceptada si p € K
e La observacion pu es rechazada si ~pu € K;

e La observacion u es indeterminada si u, -y & K.

El objetivo de esta idealizacion es el de emular el comportamiento de un agente cuando
percibe algo nuevo de su entorno. A través del marco conceptual elegido, representaré su
conjunto de creencias y la observacion. Paralelamente, necesitara de informacion extralégica
para determinar el valor de lo que percibe y decidir qué hacer al respecto. Desde la
perspectiva de las actitudes epistémicas, lo que se busca es modelar la capacidad que un
agente tiene para modificar las actitudes epistémicas hacia lo percibido.

La definicién formal de estado epistémico es un tanto mas ambigua, debido a que
el modelo original tiene por tradicién fijar no s6lo el marco conceptual, sino también
el conjunto de creencias para definir el operador, que a su vez requiere de informacién
extralogica para ser caracterizado. Asi, el estado epistémico podria referirse exclusivamente
al conjunto de creencias, al conjunto de creencias cerrado por consecuencia logica o bien al
conjunto de creencias junto con cierta informacion extraldgica [5]. Incluso también podria
considerarse el marco conceptual o las actitudes epistémicas. Por lo que, en realidad, la
definicién de estado epistémico parece depender del modelo a considerar.

Debido a esta divergencia de criterios en el formalismo AGM y sus variantes, omitiremos
hablar de “estado epistémico” y especificaremos, en términos del glosario anterior, a qué
se hace referencia en cada una de las presentaciones. También, en la medida en que sea
intuitivo, extenderemos las definiciones interpretando al conjunto de creencias como un
parametro. El objetivo de este capitulo entonces es, ademés de conocer el estado del arte,
poder identificar la problemética que nos compete: la diversidad de alternativas, cada una
con concepciones y objetivos diferentes de lo que se quiere modelar, hace dificil un estudio
comparativo. La propuesta de esta tesis es capturar todas estas diversidades en una teoria
comun, a partir de un marco conceptual abstracto y una familia de operadores general.

En ese espiritu unificador, utilizaremos el siguiente ejemplo concreto como referencia de
las situaciones que se quieren modelar.

Ejemplo 2.1 (Basado en un ejemplo de Gérdenfors y Rott[13]). Clementina consiguio
la dltima figura de su coleccidon de aves de cristal, el cisne europeo. La descripcion del
producto incluye ademés un breve resumen donde se afirma que todos los cisnes europeos
son blancos. A partir de esta informacién, Clementina deduce que la figura sera de color
blanco. Por lo que fue una sorpresa descubrir, al abrir el paquete, que el ave representada
estaba hecha de cristal negro. Clementina estaba perpleja: el ave que deberia ser blanca
resultd ser negra. Hay una informacion que no encaja ;Qué deberia quitarse o revisar?

e ;Habia comprado la figura correcta? Ella ya tenia la figura del cisne negro australiano.

e ;La empresa fabricante se tom6 una libertad artistica? Ella entendia que se utilizaban
cristales con los colores caracteristicos de las aves.

e ;La informacion del resumen era errénea? Tal vez la empresa estaba representando en
esta figura otro cisne europeo que no es blanco.

En las siguientes secciones citaremos este ejemplo para entender y comparar las diferentes
presentaciones de los operadores clasicos.
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2.1 Los Operadores Clasicos de AGM

Los operadores clasicos de AGM se conocen como expansion (+), contraction (—) y revision
(). Representan los cambios elementales que el agente realiza de su actitud epistémica
respecto a una observacion. Fijando K € K una teorfa consistente (K # L) tenemos que:

e Si i es aceptada en K, entonces:

w es indeterminada en K — p (p, 7 & K — p);
w es rechazada en K * —p (—p € K * pu);

e Si pu es rechazada en K (es decir, ~u es aceptada en K'), entonces:

—p es indeterminada en K — -y (pu, ~p & K — p);
w es aceptada en K x p (€ K * u);

e Si i es indeterminada en K, entonces:

p es aceptada en K + p (p € K + p);
w es rechazada en K + -y (-p € K + —p);

1
K * 1 rechazada K —

i
aceptada

Figura 2.1: Los operadores de AGM pueden representar los cambios que modifican
la actitud epistémica de un agente ante una nueva observacion de su entorno.

Como comentamos en el capitulo anterior, estos operadores ya formaban parte de
la concepcion de cambio de creencias, pero no habia un formalismo lo suficientemente
fuerte que determinara una metodologia de investigaciéon. La manera en que el trio AGM
presentd su modelo es parte de su éxito, ya que hoy es la base metodolégica con la que
se desarrollan todos los demas trabajos del area. En el trabajo original [1]|, se usaron
dos presentaciones diferentes: via postulados y por construcciéon. La primera facilita el
estudio formal y abstracto de sus propiedades, mientras que la segunda busca simplificar su
implementacién en situaciones concretas. Estas presentaciones son tan importantes como el
teorema de representaciéon que determina que ambas definen los mismos operadores. La
sistematizacion de esta presentacion atraviesa de una u otra manera los trabajos en la
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Teoria de Cambio de Creencias: siempre se trata de presentar operadores que modelen un
comportamiento en términos de actitudes epistémicas, dando tanto una construccién formal
como una axiomatizacién, y un teorema de representacion que los vincule. Esto es lo que
haremos con los operadores expansion, contraction y revision.

En este trabajo, las definiciones que daremos para los operadores estan pensadas para
interpretarse con dos parametros. Originalmente esta idea estaba implicita en el modelo
AGM, lo que dio lugar a también interpretarlo como funciones K+ :L - K, K~ :L =+ Ky
K*: L — K, fijando el conjunto de creencias K. Incluso en [1| podemos ver como muchos
resultados se dan fijando una teoria K € K consistente (K # LL). De cualquier manera,
debido a que estamos trabajando sobre K, tanto los operadores definidos fijando el primer
parametro o como los que no, se pueden presentar via postulados de la misma manera.

Para definir un operador necesitamos identificar qué queremos representar. En el caso
del operador expansion, se busca que el nuevo conjunto de creencias considere ciertas a
todas las creencias del conjunto original como también a la nueva observaciéon. Es por eso
que la definicion es clara tanto a nivel constructivo como por postulados’.

Definicion 2.1.1 ([1]). Llamamos expansion al operador + : £ x L — K tal que:
K+ p=Cn(KU{pu})

Para los operadores revision y contraction, hay que tener en cuenta mas propiedades para
entender qué se busca. En ambos casos suponemos que la observacion tiene preferencia por
sobre lo que se deduce del conjunto de creencias. En el caso de contraction, se espera que el
nuevo conjunto de creencias no acepte la observacién dada. Puede o bien ser indeterminada
o incluso rechazada, en la situacién extrema en que el conjunto de creencias original sea
inconsistente. En cualquier caso, lo que se busca es “contraer”, debilitar la capacidad del
conjunto de creencias original de percibir certezas. En el caso del operador revision, el nuevo
conjunto de creencias debe aceptar la observacion y a la vez preservar la consistencia, excepto
en el caso de que la observacion sea inconsistente. Se entiende entonces que el operador
“revisa’ la consistencia del conjunto de creencias para poder aceptar la observacion. En
ambos casos, estos cambios deben hacerse perdiendo la menor cantidad de poder deductivo
del conjunto de creencias original.

Definiciéon 2.1.2 (|1]). Dados K € K y u, v € L se consideran los postulados:
e para el operador de contraction — : I x L. — K:

(AGM-1) K — = Cn(K — p) (closure).

(AGM-2) K — p C K (contraction inclusion).

(AGM-3) Sip & K entonces K — = K (contraction vacuity).

(AGM-4) Si ~ u entonces u ¢ K — p (contraction success).

(AGM-5) Si p=v entonces K — u = K — v (extensionality).

(AGM-6) K C (K — p) + p (recovery).

(AGM-7) (K —p)n(K —v) C K — (u A v) (conjunctive overlap).

(AGM-8) Siu¢ K — (uAv) entonces K — (uAv) C K — p (conjunctive inclusion).
Un operador — se llama basic contraction si satisface (AGM—1)~(AGM—6), pos-

tulados que llamaremos bdsicos. Si — ademas satisface (AGM—-7) y (AGM-8) lo
llamaremos contraction, donde estos tltimos postulados se conocen como suplementarios.

e para el operador de revision * : I x L — K:

!Consideramos valido utilizar para presentar postulados la estructura de conjuntos del lenguaje
L, la construccién de las férmulas y la funcion Cn.

10
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(AGMx1) K *pu=Cn(K % u) (closure).

(AGM=%2) K *p C K + p (revision inclusion).

(AGM=x3) Si K [~ —u entonces K « u = K + p (revision vacuity).

(AGM=x4) p € K * p (revision success).

(AGM=x5) Sip =v entonces K x = K x p (extensionality).

(AGM=x6) Sip l~ L entonces K * p [~ L (consistency).

(AGMx7) K * (uAv)C (K *p)+ v (superexpansion).

(AGM=x8) Si —w ¢ K * u entonces (K x ) +v C K * (u A v) (subexpansion).

Un operador * que satisface (AGMx1)~(AGM=x6) se conoce como basic revision, y
sus postulados los llamaremos bdsicos. Si ademés satisface (AGM=x*7) y (AGMx8),
conocidos como postulados suplementarios, se lo llama revision.

Los postulados elegidos representan lo que buscamos de cada operador. Por ejemplo,
los postulados success (éxito) (AGM—4) y (AGMx4) determinan que los operadores que
queremos caracterizar tienen éxito al contraer o revisar respectivamente. Los postulados
closure (clausura) (AGM—1) y (AGM=x1) afirman la buena definicién del operador en
el sentido de que el resultado debe ser un elemento de K. Los postulados extensionality
(extensionalidad) (AGM—5) y (AGMx5) hacen referencia a que lo importante de la nueva
observacién es su interpretaciéon seméantica. Es decir, el cambio no depende de la sintaxis
de las formulas. Esta percepcion coincide también con que se trabaje con teorias y no
con conjuntos de féormulas. Luego, en sintonia con la idea de “menor cambio posible” se
encuentran varios conceptos. Los postulados vacuity (vacuidad) (AGM-3) y (AGM=x3)
se encargan de aclarar que no hay necesidad de cambiar cuando el conjunto de creencias
original ya es “exitoso”’. Los postulados inclusion (inclusion) (AGM-2) y (AGM=x2)
delimitan la informacién que el resultado final debe contener. Los postulados recovery
(recuperacion) (AGM—6) y consistency (consistencia) (AGM=x6) limitan el cambio para
que no sea tan extremo. Por altimo, los postulados suplementarios utilizan la interpretacion
del operador A de CPL para refinar un comportamiento de cambio minimo especifico.

Los postulados suplementarios tienen otras representaciones equivalentes en el contexto
de que sean validos los postulados basicos. En el siguiente teorema se presenta una manera
de resumir este comportamiento en tinicos postulados para cada operador.

Teorema 2.1.3. Sean — y x operadores contraction y revision respectivamente, que satisfa-
cen (AGM—1)~(AGM—6) y (AGMx1)~(AGMx6). Entonces:

1. — satisface (AGM—"7) y (AGM—-8) si y sdlo si satisface:

K—p
(AGM-S1) K —(uAv) = K —v (contraction conjunctive factoring).
(K —p)N (K —v)

2. * satisface (AGMx7) y (AGMx8) si y sdlo si satisface alguno de los siguientes
postulados:

Kxpu
(AGM=x%S1) Kx (uAv) = K xv (revision conjunctive factoring)
(K 5 1) 1 (K — )

(AGM=xS2) Si—wv & K * p entonces (K x ) +v =K x (u A v) (super-subexpansion,).

Ahora que tenemos los operadores formalmente definidos, veamos si el comportamiento
que reflejan efectivamente funciona en el contexto del Ejemplo 2.1.

11
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Ejemplo 2.2 (Continda del Ejemplo 2.1). Analicemos formalmente lo sucedido, utilizando
una logica CPL con las siguientes variables proposicionales:

p: La coleccién representa aves en cristal con su color caracteristico.
q: El ave representada es un cisne.

r: El ave representada proviene de Europa.

s: El ave representada es blanca.

Bajo esa eleccion de variables proposicionales, la observacion es p = —s. Mientras que la
teoria K = Cn({p,q A r,¢}) representa al conjunto de creencias de Clementina, donde
Y=pAgAT=5. Como sy —s € K + pu, resulta que K + 4 = IL, generando la perplejidad
de Clementina. Clementina no puede creer en algo y en su negacion, de lo contrario la
logica CPL afirma que deberia creer en todas las formulas. Clementina decide aplicar un
operador revision para obtener un nuevo conjunto de creencias, intuyendo que para mantener
la consistencia debe descartar al menos una de las formulas que definen su conjunto de
creencias: p, ¢ A7 6 1. Pero no sabe cuél exactamente y, peor atin, no sabe si al hacer eso
estd perdiendo demasiada informacién. Lo que si sabe es que puede que algunas féormulas
pueden ser més relevantes que otras.

Clementina atin no puede aplicar los operadores en su total expresiéon porque atn falta
construirlos. Eso lo haremos en la siguiente secciéon. Sin embargo, las intuiciones que tiene
se asemejan a las que se tuvieron al momento de pensar los postulados.

A partir de este analisis vemos que los postulados representan tanto acciones elementales
en la adquisicién de nuevo conocimiento, como también formas de representar a los elementos
que componen estas acciones. El debate de estas consideraciones dieron lugar a la diversidad
de propuestas que tenemos hoy en dia, motivadas por ciertos cuestionamientos:

1. Respecto a los postulados closure: ;Por qué el conjunto de creencias debe ser una
teorfa? Considerando que para su implementaciéon se debe trabajar en un contexto
finito, lo mas apropiado es hacerlo con un conjunto de féormulas finito B, llamado base.
Estos operadores extienden a los clasicos, que solamente trabajan conjuntos de férmulas
cerrados por consecuencia logica (teorias).

2. El modelo clésico tiene la tradicion de trabajar con conjuntos de creencias fijos y
consistentes, pero no asi con las observaciones, representadas por una formula del lenguaje.
., Cuén necesaria es esta disparidad entre conjuntos de creencias y observaciones, mas
all4 de su interpretacion? jPodemos tratar al conjunto de creencias como un parametro
mas, al igual que la observacion? ;Como integrar el caso de creencias inconsistentes, tan
comun en agentes humanos, a nuestros modelos?

3. Existe una dimensién temporal en el momento en que el agente percibe las observaciones:
puede recibir multiples observaciones en un mismo instante o recibir un continuo de
observaciones en un periodo de tiempo determinado. Ademés, puede ocurrir un cambio
en el entorno. Toda estas situaciones temporales estan omitidas en los operadores de
cambio clasicos. {FEs posible capturar la temporalidad? ; Cémo entender el cambio de
un entorno? ;Qué hacer cuando se reciben multiples observaciones en simultédneo o de
forma consecutiva?

4. Respecto a los postulados success: jPor qué el agente consideraria que la observacion
recibida es creible? Ademés de que conocemos la existencia de ilusiones sensoriales,
también lo que nos dicen puede ser incoherente o bien simplemente algo que consideremos
inverosimil. Vale la pena aclarar en este contexto que las observaciones creibles pueden
ser indeterminadas o rechazadas por el conjunto de creencias. De hecho, lidiar con las
observaciones rechazadas por el conjunto de creencia es uno de los objetivos al momento

12



AGM vy sus variantes Construccion por Remainders

de definir operadores. Las observaciones creibles serian entonces aquellas por las que el
agente estarfa dispuesto a cambiar su actitud epistémica hacia ellas en caso de percibirlas
en su entorno ;De qué manera es posible representar el concepto de credibilidad?

5. Respecto a los postulados extensionality: ;Por qué la sintaxis no es relevante? Muchas
veces pasa que cuando nos explican algo totalmente nuevo nos resulta raro, podemos
considerarlo no creible o bien hacemos cambios en nuestro conjunto de creencias que
no hubiésemos hecho si nos lo hubieran explicado de otra forma. Por lo que, un agente
puede ser sensible a la sintaxis. Esto deberia contemplarse en el modelo. Pero por otro
lado, habiendo asimilado la observacion, intentamos abstraerla y conceptualizarla mas
alla de la sintaxis con la que la recibimos para evitar sesgos de comprension. ;Cuél es el
equilibrio entre ambas propuestas? ;A qué deberfa atenerse primeramente un modelo de
cambio de creencias?

6. Respecto a los postulados de menor cambio posible: ;Cuén estandar son sus limites? Los
postulados inclusion y vacuity son féciles de aceptar, ademés de que no dependen de la
logica. Algo similar sucede con consistency. El postulado mas criticado en la literatura
es recovery del operador contraction, ya que resulta demasiado restrictivo.

7. Respecto a los postulados suplementarios: ;jExiste otra nocién de minimalidad? Ademés,
estos postulados utilizan fuertemente la sintaxis de CPL ;Es posible capturar la misma
nociéon en otras logicas?

8. De los trabajos de Levi y Harper que nos referimos en el capitulo anterior, se deduce
que hay una dualidad entre los operadores contraction y revision, es decir, el hecho de
que se puedan interpretar de a pares: ;Qué sucede en el caso de los operadores AGM?
iSon interdefinibles? ;Se podré definir un modelo que abarque ambos comportamientos?

Este trabajo se propone ahondar en algunos de estos cuestionamientos con el correr
de los siguientes capitulos. Sélo adelantaremos que, por una cuestion de comodidad a
futuro, en este trabajo trataremos al conjunto de creencias como un pardmetro maés, con la
posibilidad de ser incluso inconsistente, aunque siempre como una teoria. En lo que sigue
de este capitulo nos enfocaremos en analizar como otros autores fueron respondiendo a
algunas de estas preguntas y qué modelos fueron proponiendo en cada caso.

2.2 Construccion via Remainders

Ahora que tenemos los postulados que caracterizan los operadores de contraction y revi-
sion, necesitamos una construcciéon para su implementaciéon. En esta seccién daremos la
construccion tradicional, llamada por remainders (lo que queda).

Definicion 2.2.1 ([1]). Definimos L : K x L — P(K) a la funcién tal que dados K € K
v 1 € L, para cada X € K | u:

(L1) X C K,
(L2) X ¥ p
(L3) Si X C X' C K entonces X' | p.

A los elementos de K 1 u, los subconjuntos maximales de K que no deducen u, se los
conoce como remainders (de K para ).

Los remainders son los conjuntos més grandes de K que cumplen los objetivos del
operador contraction. Debido a este principio de maximalidad, si K € K se tiene que
K 1 u C K para cualquier p € L. Més atn, la intersecciéon de remainders preserva todas
estas propiedades. La pregunta entonces es jcudl es el conjunto que debe ser el resultado
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de una contraccion? El trio AGM entendié que esta pregunta sélo se podia responder de
forma extraldgica, es decir, con una decisiéon que depende del agente. De esta manera surge
el otro ingrediente necesario para definir los operadores contraction y revision: una funcién
que represente la eleccion de remainders. Como estamos considerando que el conjunto de
creencias es un parametro, utilizaremos una adaptacion de esta funcion dada por Hansson.

Definicion 2.2.2 (|20]). Definimos v : K x P(K) — P(K) como la funciéon de seleccion
(de dos parametros) tal que:

i) (N, S) € 5;
i) y(N,0) ={N};
iii) si S # () entonces (N, S) # (.

Notaremos como () v(N,S) al conjunto (| X.
Xey(N,S)

Ahora estamos en condiciones de definir los operadores partial meet.

Definicion 2.2.3 ([1]). Definimos los operadores — : K x . — KC partial meet contraction
y * : I X L — K partial meet revision para todo K € Ky p € L:

K—p=( 7K KLp) Koxp=vEEL-p)+p

De la definicién se destaca que no hay un tinico operador contraction o revision, sino
que hay tantas como funciones de selecciéon. Es por eso que, al referirnos a estos operadores,
en general lo hacemos en términos de familias.

La definicion dada por construcciéon coincide con la dada via postulados en la seccion
anterior. A este resultado se lo conoce como Teorema de Representacion.

Teorema 2.2.4 ([1] Representacion de Operadores AGM). Sea — : K x L — K un
operador de cambio. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) — satisface los postulados (AGM—1)~(AGM—6);

b) — es un operador partial meet contraction.

Sea x : K X L. — I un operador de cambio. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) x satisface los postulados (AGMx1)~(AGMx*6);

b) * es un operador partial meet revision.

La construccién via remainders y la funcién de seleccion les permiti6 al trio AGM probar
las Identidades que Levi y Harper habian teorizado para estos operadores, resolviendo parte
del Cuestionamiento 8.

Teorema 2.2.5 (1] Identidades de Levi y Harper). Sean —: K x L — K un operador
partial meet contraction y x : K x L. — K un operador partial meet revision, ambas
construidas con la misma funcion de seleccion . Entonces:

Identidad de Levi: K x = (K — —pu) + u.
Identidad de Harper: K —pu= (K x—u)NK;

La definicién de remainders es lo suficientemente flexible como para generalizarse para
conjuntos no necesariamente cerrados por consecuencia logica, es decir, bases. Hansson
[19], [20] propuso la construccion via postulados de esta generalizacion. Estos operadores
no satisfacen el principio de extensionalidad en el primer parametro: dados dos conjuntos
de creencias K y K’ tales que Cn(K) = Cn(K’), es decir bases de una misma teoria,

14



AGM vy sus variantes Semantica de Mundos Posibles

no necesariamente vale que K x u = K’ x yu con p € L. Por lo que es una propuesta que
da una respuesta al Cuestionamiento 1. Algunos autores ven esto como una variabilidad
interesante, mientras que otros como una limitacién. En nuestro caso, el desarrollo de esta
tesis se centra solamente en el contexto de teorias, por lo que omitiremos esta generalizacion,
pero la consideramos pertinente para un trabajo futuro. Ademés, los trabajos de Hansson
influenciaron fuertemente el desarrollo de los operadores multiples, que si estan considerados
en nuestra propuesta y presentaremos al final de este capitulo.

Los teoremas anteriores hacen solamente referencia a los postulados basicos. Para
considerar los postulados suplementarios, el trio AGM present6 en [1] los operadores
transitively relational partial meet, donde la funcién de selecciéon estéd determinada por
los elementos maximales de una relacién transitiva sobre los remainders. No daremos su
construccién aqui pues en la siguiente seccién presentaremos otra construcciéon que involucra
fuertemente estos postulados. Sin embargo, si daremos su intuicion al aplicar el conjunto
de remainders al ejemplo de Clementina.

Ejemplo 2.3 (Continda del Ejemplo 2.2). Tenemos que K = Cn({p,q A r,1}) representa
al conjunto de creencias de Clementina, con ¢y = pAgA T = s, y u = —s la observacion. Al
calcular el conjunto de remainders nos queda:

Cn({p.q;r}), Cn({p,q,7 < s}), Cn({p,r,q = s}),Cn({q,r,p & s}),
Kls=< Cn({p,qVrVs&sqghrAs}),Cn({g,pVrVvsepArAs}),

Cn({r,pVqVs<pAqgAs}),Cn({pVqgVrVvs<spAgArAs})

Clementina descarta el remainder Cn({p, q,r}) pues es el Gnico que no contiene a 1), una
afirmaciéon que considera relevante preservar. También considera relevante ¢, pues confia
més en su veracidad que p 6 r. Por lo que termina eligiendo a todos los remainders sobrantes
que deducen g para su nuevo conjunto de creencias:

Cn({p,q,r < s})NCn({q,r,p < s})NCn({qg,pVrVs<pArAs}) =Cn({qg,pAr < s})

Luego, K — s = Cn({q,p A < s}) si aplicaramos un operador contraction para esta
situaciéon. Pero como la observaciéon es aceptada, el operador a utilizar es revision:

Kxp=(K—-s)+-s=Cn({g,pAr & s})+-s5s=Cn({q,~s,~pV —r})

A partir de estas elecciones dadas por una intuicion extralégica, Clementina ahora cree que
el ave representada es un cisne negro y que o bien el fabricante se toma libertades artisticas
o bien el ave representada no es europea.

Como anticipamos, la construcciéon de los operadores por remainders no es la tnica
conocida para los operadores contraction y revision. Existen otras construcciones, como
por ejemplo usando epistemic entrenchment o conjuntos de kernels. En este trabajo sélo
presentaremos tinicamente la seméntica de mundos posibles, ya que nuestra propuesta esta
inspirada en ella.

2.3 Construccion via Semantica de Mundos Posibles

A partir del modelo AGM surgieron otras propuestas para representar a estas familias
de operadores, sobre todo considerando los operadores suplementarios. Tal es el caso del
trabajo de Grove [17], que se inspira en el modelo de contrafacticos de Lewis para definir
una presentacién a través de lo que se conoce como sistema de esferas de mundos posibles.
Al hablar de mundos posibles, Grove se refiere concretamente al conjunto de maximales
consistentes de una logica CPL L, o equivalentemente, al conjunto de sus valuaciones.
Notaremos a este conjunto como M :

Mp={TePL)|T=Cn(T)ysiT < K € K entonces K =L}
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De esta manera, Grove define una relacion entre K y P(M,), teniendo presente que
M, C K y que K es cerrado por intersecciones. Tal relacién proviene de un resultado
conocido del estudio de logicas CPL.

Teorema 2.3.1. Dado K € K, existe un conjunto A C M, tal que:
1. A={T e Mg |KCT};
2. K=NA.
Reescribamos el resultado anterior en términos de funciones entre K y P(My).

Definiciéon 2.3.2. Sea || - || : K — P(M,) la funcion tal que |K|| ={T € Mg|K C T}
para todo K € K. Decimos que los elementos de || K| son los mundos posibles de K.

Sea T : P(M,) — K la funcién tal que T(A) =) A para todo A C M . Decimos que
T(A) es la teoria de A.

El Teorema 2.3.1 nos dice entonces que:
e 7(]|K||) = K para cualquier K € K.
e La funcion || - || es inyectiva y T es sobreyectiva.

Es importante destacar que no necesariamente vale que ||T(A)|| = A. Por ejemplo,
1T (M \A{T})|| = Mg para cualquier T' € M si consideramos una logica £ con infinitas
variables proposicionales, como se ve en [39]. La igualdad si vale para el caso en que
los conjuntos A son finitos o finitamente representables, es decir, existe ¥ € L tal que
A = ||Cn(¢)]]. Es por eso que en esta seccion trabajaremos solamente con este tipo de
conjuntos, cuya coleccion notaremos como Pr(My). En el caso particular de que £ sea
finita, entonces Py(My) = P(M,).

A pesar de estas restricciones, el modelo de Grove resulta interesante por el poder
simplificador que tiene de la teoria de cambio de creencias, ya que traduce todo a relaciones
entre elementos de Pg(M). Comencemos presentando unas propiedades probadas en [17].

Propiedad 2.3.3 ([17], [39]). Dados K, K' CL y A, BC Mg:

1. || - || se la puede extender a todo . componiéndola con Cn: || K| = ||Cn(K)].
En particular, || - || no es inyectiva en P(L).

2. SipelyAePr(Me), entonces T(AN||{u}]) = T(A) + u, siendo + el operador
expansion en teorias.

3. K C K' siysdlo si |K'|| C||K]|;
4. Si AC B e Py(Mg) entonces T(B) C T(A);
5 KNI = [ K UK
6. |[K||U|K'|| C[|KNK'|. La igualdad vale si K, K' € K.
Ahora tenemos los elementos para construir la propuesta de Grove: el sistema de esferas.

Definicién 2.3.4. Dado K € K, un sistemas de esferas centrado en K es una coleccion de
subconjuntos S C Pg( M) tal que:

1. S esta totalmente ordenada respecto de la inclusion de P(M);

2. El menor elemento de S es || K| y el mayor es Mg;

3. SipeLy ||u||l #0, entonces existe A, € S tal que A, =({B € S|||pl|NB # 0}.
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Consideramos la funcion fg : L. — Pr(M) tal que fs(p) = ||p]| N A,

La ultima condicién se la conoce como Limit assumption. En términos de 6rdenes
significaria que el conjunto ordenado (S, C) es bien fundado. A partir de esta construccion,
Grove propone una representacion para la familia de operadores revision.

Teorema 2.3.5 ([17]). Sea K una teoria y x un operador de cambio. Entonces, se tiene
que * satisface (AGMx1)~(AGMx8) si y solo si existe un sistema de esferas S centrado
en K tal que K % =T (fs(n)).

Existe un ultimo resultado que queremos rescatar de este trabajo, y es el que vincula la
semantica de mundos posibles con los remainders definidos en la seccion anterior.

Teorema 2.3.6 (Grove’s Bijection [17]). Sea K una teoria y u € L. Entonces, eziste una
biyeccion entre los elementos de K Ly y los de ||—pul|, de forma tal que T € ||-u|| siy sdlo
ssi KNT e K1 pu.

La biyeccion de Grove, aplicada a los operadores contraction y revision, se puede utilizar
para interpretar que la funcion de seleccion v de la Definicion 2.2.2 elige mundos maximales
consistentes de ||—p||. Ademas, esta caracterizacion resulta muy util para entender como se
construyen los conjuntos de remainders. Vedmoslo para el Ejemplo 2.3

Ejemplo 2.4 (Version mundos posibles del Ejemplo 2.3). Para trabajar con mundos posibles
de CPL del ejemplo, utilizaremos elementos de {0,1}* para representar las valuaciones
v: L — {0,1}, de forma tal que v = (v(p),v(q),v(r),v(s)). Recordar que en CPL los
elementos de M estan en biyeccion con las valuaciones. Por lo que, si v = (1,0,0,1)
significa que el maximal consistente asociado contiene a p, =g, =7 y s.

Recordemos que del ejemplo teniamos que K = Cn({p,qAr,¥}), con b = pAgAr = s,
y 1 = —s la observacion. En términos de mundos posibles, | K| = {(1,1,1,1)}, ||u| = ||-sl|
es el conjunto de todos los vectores de {0,1}4 con un 0 en la tltima coordenada (8 elementos)
v ||s]| es el conjunto de todos los vectores de {0,1}* con un 1 en la tltima coordenada (8
elementos). Por la biyeccion de Grove, los mundos posibles de cada X € K L s son:

ch({paq’T})H = {(Llal’l) 171a10)}
ICn({p,q,r < s}

(
ICn({p,r,q < s}
HCnE{qmp & s}l
(
(

) Y

OOl—*Ol—*r—‘
OHP»—‘O%—‘
— O O = = O
OO OO OO

) )

Il
P N N N Wi Wi N SN

9 I

1,1,1,1)
1,1,1,1)
1,1,1,1)
1,1,1,1),
1,1,1,1)
1,1,1,1)
1,1,1,1)

[Cn({p,qVrVsegnrAst)

[Cn({g,pVrVsepArAs =
[Cn({r,pVqVsspAghst =
[Cn({pVaVrVsepAghrnst)| =

9 I

Y

AN AN AN N N N N

I

La afirmacion de que 1 estd en todos los remainders excepto Cn({p, q,r}), proviene de
que ||=¢] ={(1,1,1,0)} y del hecho de que X =1 siy solo si || X|| C ||¢||. Mirando los
mundos posibles de cada remainder, es evidente que ||[Cn({p,q,7})|| Z |[*|.

En términos de la interpretacion de la biyeccion de Grove, Clementine elige el sub-
conjunto de ||u|| formado por (1,1,0,0), (0,1,1,0) y (0,1,0,0), como se puede ver en los
resultados de los operadores:

||K_SH = {(1717171)7(]‘717070)7(0717170)7(0717070)}
K+ pl| = {(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,0)}
Un sistema de esferas acorde a las intuiciones extralogicas de Clementine podria ser:
So=IKl , Si=[HevH , Se=H{eHl , Ss=M,

Como en S; estdn todos los elementos con un 1 en la segunda coordenada excepto el
(1,1,1,0), en particular @ # Sy N ||| = {(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,0)}.

El trabajo de Grove se puede ver como una alternativa que responde al Cuestionamiento
5y es ademés uno de los puntos de partida de esta tesis. En el Capitulo 3 se propone una
abstraccion de esta semantica, sin depender de una légica subyacente.
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2.4 El Modelo de Katsuno y Mendelzon:
Entornos Fijos vs Cambiantes

Continuando la linea comenzada por Grove, Katsuno y Mendelzon analizan las represen-
taciones de los operadores sobre una la logica CPL finita en [24] y desarrollan una nueva
propuesta en [23], los operadores update y erase. Trabajar en una CPL finita no sélo permite
utilizar todos los conjuntos de mundos posibles para representar teorias, sino que ademaés
éstas se pueden representar con una férmula. Esto vale incluso para las teorias maximales
consistentes, cuyas féormulas asociadas se las conoce como fdrmulas completas. Por otro
lado, al cambiar la notacién de los conjuntos de creencias a una sola féormula, los autores
generaron implicitamente un paralelismo mas cercano con las observaciones, ya que también
se representan como férmulas.

Definicion 2.4.1 ([23], [24]). Dados 9, ¢, u y v € L se consideran los postulados:
e para el operador — : L x L. — L:

(KM-1) ¢ E ¢ — p (KM-contraction inclusion).

(KM-2) Si v [~ pentonces 1 — p = ¢ (KM-contraction vacuity).
(KM—3) Si }~ p entonces ¢ — p = p (KM-contraction success).
(KM—4) Si¢=¢y p=ventonces ) — u = ¢ — v (KM-extensionality).
(KM-5) (¢ —p) A p =9 (KM-recovery).

e para el operador * : L x L — LL:

(KM=x1) 9 * p = p (KM-revision success).

(KMx%2) Si Ap B~ L entonces ¥ x u = 19 A p (KM-revision vacuity).

(KM=x3) Si u £~ L entonces ¢ * pu = L (KM-consistency).

(KM=x4) Siy) =¢y pu=v entonces ¥ x u = ¢ x . (KM-extensionality).

(KMx5) (¢ *pu) Av =1 *(uAv) (KM-superexpansion).

(KMx6) Si (¢ *p) Av = L entonces ¥ x (uAv) | (¢ % u) A v (KM-subexpansion).

Los postulados se pueden deducir facilmente a partir de los que vimos en la Seccién 2.1,
excepto por los postulados extensionality (extensionalidad) (KM—4) y (KM=x*4). Debido a
que la féormula tiene una sintaxis, en estos postulados podemos ver que los autores decidieron
adoptar la variabilidad del primer pardametro y mantener el principio de extensionalidad
para el conjunto de creencias (conjunto de un elemento). Otro detalle a considerar que
difiere de lo anterior es que la férmula que representa al conjunto de creencias puede ser
inconsistente. Todo esto se puede ver como una referencia al Cuestionamiento 2. Més

aun, al comparar los operadores revision y contraction con los operadores update y erase
respectivamente esto aparece de forma mas explicita.

Definiciéon 2.4.2 (|23]). Dados ¥, ¢, u y v € L se consideran los postulados:
e para el operador & : L x L — L:

(KM ¢2) Siv = —u entonces ¢ & u = 1» (KM-contraction weak vacuity).
(KM e3) Siv = Ly B~ pentonces ¢ & p = 1 (KM-contraction weak success).

e para el operador ¢ : L x L — LL:
(KMo2) Si v = pentonces ¢ o u = 1 (KM-revision weak vacuity).
(KMo3) Si¢ ~E Ly p e L entonces ¢ o pu = L (KM-weak consistency).
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(KMo6) SivpopukEvyovE pentonces, popu=1ov.
(KMoT7) Si % es una formula completa, entonces (¢ o u) A (Y ov) E o (uV ).

e Y para ambos operadores:
(KML1) Si (v Vo)ou=(ou)V(dou) (KM-local condition).

Un operador & que satisface (KM—1), (KM e2), (KMe3), (KM—-4), (KM-5) y
(KML1) se conoce como erase. Un operador ¢ que satisface (KMx1), (KMo¢2), (KMo3),
(KMx4), (KMx5), (KM¢6), (KMoT7) y (KML1) lo llamaremos update.

Comparemos estos operadores y los operadores AGM. Dado que los trabajos de Katsuno
v Mendelzon se centran en revision y update, las comparaciones las haremos en términos
de estos operadores. Una manera de interpretar al operador revision es que representa los
cambios que une agente haria para corregir sus creencias. Esto implicitamente significa
que el entorno no cambi6 y que, en caso de contradiccién, el conjunto de creencias original
tenia una percepcién errénea de su entorno. El operador update, en cambio, entiende que
el conjunto de creencias original tenia una percepcién correcta de su entorno, pero que el
entorno cambid, entonces el conjunto de creencias no debe corregirse sino actualizarse. Por
lo que update y erase son una propuesta al Cuestionamiento 3.

Comparemos qué sucede a nivel postulados para entender un poco mejor sus similitudes
y diferencias. Si u es aceptada en 1) (¢ = ) y 1 es consistente, en revision significa que no
hay nada que corregir, mientras que en update significa que no hay nada que actualizar.
Pero esto cambia si 1) es inconsistente. En el caso de revision se busca corregir este tipo de
situaciones de inconsistencia. En cambio en update no es asi, ya que no se busca corregir,
por lo que se interpreta de la misma manera que antes, que no hay nada que actualizar.
También difiere si la observacion p es indeterminada para v (¢ A p [~ L): revision corrige
la indeterminacién para que el nuevo conjunto acepte a p y sin perder la informacion v,
pero update permite que otra informacién antes aceptada por 1 quede indeterminada,
siempre que u se mantenga aceptada. Estas diferencias son las que vemos en los postulados
(KMo2) y (KMo3) respecto a (KM=x2) y (KMx3), es decir, este modelo también propone
alternativas que responden al Cuestionamiento 6.

El postulado (KML1) distingue a update de revision en términos de como actia la
funcién de seleccion. Por un lado tenemos que los operadores update son monétonos.

Teorema 2.4.3 (|23]). Si un operador update < satisface (KML1) y 1 |= ¢ entonces
Yo pu = ¢op para cualquier p € L.

La no-monotonia es una caracteristica clave en la definicién de los operadores revision.
Mas atin, el tnico operador revision monétono es el trivial.

Teorema 2.4.4 (Gérdenfors’s Impossibility Theorem). No hay operador revision no trivial
que satisfaga (AGMx1)~(AGMx6) y que ademds sea mondtona:

Si K C K’ entonces K * u C K' % p.

En combinaciéon con los postulados (KMo6) y (KMoT), el postulado (KML1) de-
termina un comportamiento semejante al postulado (KM=«6) de revision. Es decir, se
da una posible respuesta al Cuestionamiento 7, al dar una alternativa a los postulados
suplementarios. Esta distincién se aprecia més con la semantica de mundos posibles. Para
ello, Katsuno y Mendelzon desarrollaron la teoria de asignaciones faithful.

Definicion 2.4.5 (|24]). Dado p € L, decimos que un mundo w es minimal en ||| con
respecto a un preorden < si w € ||u|| y w < w’ para todo w’ € ||u||. Notamos min(||ul|, <)
al conjunto de los mundos minimales con respecto a <. Como estamos trabajando con una
logica finita, el conjunto de minimales es nulo tnicamente cuando ||| = 0.
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Una asignacién faithful? sobre formulas es una funcién <.: L — M x M, tal que
dado ¥ € L:

<el) <, es un preorden total;
( " p
<e2) Siw, w € entonces w <, w';
P
(Ze3) Siw e ||Y|| y w' & |9 entonces w <y w' y w' Ly w;
(<e4) Siy = ¢ entonces <y=<4.

Una asignacion faithful sobre mundos es una funcion <4: M — Mg x M, tal que
dado w € Mg:

(<el) <y es un preorden;
(Ze2) w <y s
(<e3) Siw # w' entonces w’' £y w.

El objetivo de los autores era el de tener herramientas para que la Teoria de Cambio
de Creencias pueda interpretarse en el contexto de (pre)oérdenes sobre mundos posibles.
Primero lo desarrollaron para revision.

Teorema 2.4.6 (|24]). Un operador revision * satisface (KMx1)~(KMx6) si y solo si
existe una asignacion faithful sobre formulas, i.e. a cada v se le asocia un preorden total

<y, tal que |9+ ]l = min(|ul], <).

Esta representacion se vincula con los sistemas de esferas de Grove [17]. Dado un sistema
de esferas S para 1) como en la Definicion 2.3.4 se tiene un preorden total donde w <, w’ si
ysolosi A, B€ S, AC B, we Ay w € B. De la misma manera, un preorden total define
un sistema de esferas tomando un conjunto de representantes del preorden wu, ..., w, tales
que w; <y Wit1, Wir1 Ly w; y para todo w € Mg existe 1 < i < n tal que w; <y w,
w <y w;. Luego, tomando A; = {w € My |w < w;} se tiene que S = {A;}7; es un sistema
de esferas. Por la finitud de la logica la condiciéon Limit assumption siempre se satisface.
En el mismo sentido, probaron que los operadores update pueden representarse con érdenes
parciales por cada mundo posible en vez de formulas, gracias al postulado (KML1).

Teorema 2.4.7 (|23]). Un operador update ¢ satisface (KMx1), (KMo2), (KMo3),
(KMx4), (KMx5), (KMo6), (KMo7) y (KML1) siy solo si existe una asignacion faith-
ful sobre mundos, i.e. por cada w hay un preorden <,,, tal que ||[Yxp| = | min(||u], <w)
donde cada <,, es un orden parcial. wel|y||

Estos dos teoremas muestran ademés cémo los operadores update se pueden interpretar
como versiones locales, es decir definidos sobre féormulas completas, de los operadores
revision. Pero los érdenes parciales de update y los preérdenes totales de revision no tienen
el mismo origen. Para representar update con predrdenes totales se necesita un postulado
que represente el comportamiento de (KMx*6) a nivel local.

Teorema 2.4.8 (|23]|). Un operador update ¢ satisface (KMx1), (KMo2), (KMo3),
(KM+4), (KMx5) y (KML1). Entonces existe una asignacion faithful sobre mundos, i.e.
por cada w hay un preorden <,,, tal que || * u|| = | min(||u], <u) donde cada <,, es
un orden parcial si y solo si ¢ satisface: we[[¥ll

(KMo8) Si1) es una formula completa y (Yo u) Av = L entonces o (uAv) = (You) Av
(KM-local subexpansion).

2En [24] llaman a la asignacion persistent, sin embargo a partir de [23] se utiliza el término
faithful.
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En tal caso, el operador < satisface los postulados (KMo6) y (KMo7).

Esta subfamilia de operadores update tiene la particularidad de que, fijado un conjunto
de creencias cerrado por consecuencia logica, puede emular el comportamiento de un
operador revision.

Teorema 2.4.9 ([33]). Sea K wuna teoria consistente, entonces para todo operador revision
* que satisface (KMx1)~(KMx6) existe un operador ¢ que satisface (KMx1), (KMo2),
(KMs3), (KMx4), (KMx5), (KMo8), (KML1) y para todo w € ||K|| se tiene que
w' <y W cuando w' € |K|| y w £y w' siw & ||K||, tal que K x p = K o p para cualquier
u € L. Ademds, para todo operador update o que satisfaga lo anterior existe un operador
revision x que satisface (KMx1)~(KMx*6) tal que K % pn = K o p para cualquier p € L.

Los operadores update y revision (erase y contraction respectivamente) concentran dos
dindmicas de cambio de creencias con unas propiedades en comun y otras dispares. En los
primeros, actualizar a la nueva observacién se asocia con corregir mundo a mundo, es decir
localmente. En los ultimos se trabaja con corregir de forma global, es decir con un tnico
conjunto de mundos. Veamos este paralelismo con un ejemplo.

Ejemplo 2.5 (Basado en un ejemplo de Katsuno y Mendelzon [23]). Clementina necesita
recuerda que sobre el escritorio habia un libro o el catalogo de las figuras de cristal, uno
de los dos. Le pide a su hija que busque el catilogo y lo deje sobre el escritorio. Podemos
reescribir esta situaciéon en términnos de una logica CPL finita de la siguiente manera:

p = “el libro esta sobre el escritorioc” y ¢ = “el catdlogo esté sobre el escritorio”

Representamos con la formula ¢ = (p A =q) V (=p A q) el conjunto de creencias de
Clementina y con la férmula p = ¢ la observacion recibida. En términos de mundos posibles,
utilizando nuevamente la notacién en tuplas de las valuaciones, ||| = {(1,0),(0,1)},
mientras que ||u|| = {(1,1),(0,1)}. Si aplicAiramos un operador revision, [|¢ * u|| = {(0,1)}
por el postulado vacuity (KM=2). Esto tiene sentido si la observacion se hubiera interpretado
como que efectivamente era el catdlogo el que estaba sobre el escritorio. Es decir, expandimos
nuestro conocimiento, en sintonfia la accién de corregir de un operador revision.

Pero la interpretacion es otra, ya que més alld de donde estuviera el catdlogo antes,
ahora sabemos que esta sobre el escritorio. Antes, o bien solamente estaba el catalogo
(mundo posible (0,1)) o solamente el libro (mundo posible (1,0)). Ahora puede que o bien
esté solamente el catalogo (mundo posible (0,1)) o bien estén tanto el catélogo como el
libro (mundo posible (1,1)). Asi cobra sentido la idea de que update se interpreta como que
cada mundo posible de ¥ debe ser revisado por p, y luego tomar la unién. En este caso,
el mundo (1,0) fue revisado por (1,1) y el mundo (0, 1) se preservo por update vacuity
(KMo2). Luego [[4o ufl = {(1,1), (0, 1)}.

Segun el ultimo teorema, si se fija una teoria consistente, ambas dinamicas se pueden
vincular, condicionado a que cada mundo, en el segundo nivel de su sistema de esferas
asociado, coincida con el conjunto de mundos asociado a la teorfa fijada. En el Capitulo 3
se dard una propuesta que interpreta a los operadores revision y update como subfamilias
de una familia coman de operadores de cambio.

2.5 Operadores No Priorizados

Un denominador comun de las secciones anteriores es que las observaciones siempre se
consideran prioritarias respecto del conjunto de creencias original. Este principio es el que
se discute en el Cuestionamiento 4, que gesta la idea de operadores no priorizados, donde la
observacion es prioritaria bajo ciertas condiciones. En esta secciéon haremos una presentaciéon
breve de operadores contraction condicionados por un conjunto de retractabilidad, los
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operadores shielded contraction; operadores revision condicionados por un conjunto de
credibilidad, los operadores credibility-limited revision; y operadores condicionados por
conjuntos para o bien aplicar un operador contraction o un operador revision, los operadores
filtered revision. En caso de no cumplirse tales condiciones, no habria cambio de creencias,
es decir, se preserva el conjunto de creencias original. También haremos referencia a los
operadores promotion, operadores que se pueden interpretar como que devuelven conjuntos
de creencias que estan entre los que devuelven los operadores revision y los operadores
contraction. En esta seccién nos enfocaremos sobre todo en entender c6mo funcionan los
condicionales y como estos operadores se relacionan entre si, omitiendo un analisis de las
diferentes subfamilias y variaciones que se conocen en la literatura.

Para hablar de operadores shielded contraction, credibility-limited revision y filtered
revision, entenderemos que el conjunto de creencias esta fijado y es consistente. Pero que
ademaés, como parte del conocimiento del agente, hay conjuntos de féormulas “retractables’
y “creibles” que avalan si una observaciéon permite un cambio de creencias o no.

)

Definicién 2.5.1 ([6]). Sea un conjunto de foérmulas retractables R C L y — un ope-
rador contraction que satisface (AGM—1)~(AGM—6), se define un operador shielded
contraction -e- para un conjunto de creencias K como:

_J K—p SipeR
Kop = { K Caso contrario

Para el caso de los operadores shielded contraction, el conjunto de férmulas retractables
hace referencia a las formulas que son admitidas a ser contraidas por el operador contraction.
Si esto se aplicase a operadores revision, tenemos a los operadores credibility-limited revision.

Definicién 2.5.2 ([21]). Sea un conjunto de formulas creibles C C L y * un operador
revision que satisface (AGMx1)~(AGM=x6), se define un operador credibility-limited
revision o para un conjunto de creencias K como:

[ Kxp SipeC
Ko,u_{ K Caso contrario

En un operador credibility-limited revision, el conjunto de credibilidad C determina qué
formulas son validas para revisar el conjunto de creencias por el operador revision. Tanto
en shielded contraction como en credibility-limited revision, si la formula no es retractable
o no es crefble entonces no se admite cambio en el conjunto de creencias. En este sentido, la
observacion es deliberadamente considerada como que nunca ha ocurrido. Cada uno de estos
operadores tiene una representacion via los postulados que presentamos a continuacion.

Definiciéon 2.5.3 (|1]). Dados K € K y u, v € L se consideran los postulados:
e para el operador — : K x L — K:

(S-e-4) O bien K-e-pu = K o bien u ¢ K-e-pu (contraction relative success).
(S-=T) Si Ko |=py pu = v entonces K-e-v |= v (success propagation).
(S-e-8) Si Koy = K-ev = K entonces K-o- (1 A v) = K (conjunctive constancy).

e para el operador x : L x L — K:

(CLo4) O bien K oy = K o bien p € K oy (revision relative success).
(CLo6) Si K # Ly p [~ L entonces K o u # L (weak consistency).
(CLoT) Si K € K o p entonces Cn(K U (K o)) =L (consistent expansion).
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Una de las dificultades de axiomatizar estos postulados es que los conjuntos de credibili-
dad o de retractabilidad tienen que estar representados de forma implicita. Los postulados
(S-e-4) y (CLo4) son las versiones debilitadas de los postulados de éxito de los operadores
AGM, que a su vez comienzan a definir a estos conjuntos. Pero estos conjuntos no pueden
ser arbitrarios, sino que a su vez deben satisfacer algunas propiedades elementales para
que haya una compatibilidad con los demas postulados. Por ejemplo, para el conjunto de
formulas retractables R necesitaremos que satisfaga:

Conjunctive Completeness si vale que si u A v € R entonces p € R o bien v € R;
Non-retractability Propagation si vale que si u ¢ R entonces Cn(u) N'R = (.

Mientras que para el conjunto de formulas creibles C alcanza con que sea cerrado por
equivalencia logica, es decir, si p € C y 4 = v entonces v € C.

Teorema 2.5.4 ([6]). Sea K una teoria consistente, o~ y o operadores definidos sobre K.

1. o es un operador shielded contraction segun la Definicion 2.5.1, donde R es conjunctive
completeness y non-retractability propagation, si y sélo si - satisface (AGM—1),
(AGM-2), (AGM-3), (S-<4), (AGM-5), (AGM—6), (S-=7) y (S=8). En tal
caso, también se puede pedir que L\ K C R.

2. o es un operador credibility-limited revision segun la Definicion 2.5.2, donde C es
cerrado por equivalencia ldgica si y sélo si o satisface (AGMx1), (AGMx2), (CLo4),
(AGMx«5), (CLo6) y (CLo7). En tal caso, también se puede pedir que K C C.

Trabajar con conjuntos retractables y de credibilidad da una nueva dimensién sobre
la cual ahondar en términos tanto de propiedades de estos conjuntos como de postulados
asociados. Esto lleva a tener una diversidad de subfamilias que no presentaremos en esta
seccion ya que, luego de unificar ciertos criterios, las retomaremos en los Capitulos 4 y 5. Si
cabe destacar que tanto los operadores shielded contraction como credibility-limited revision
pueden ser extendidos a bases y que existen versiones donde los operadores contraction
y revision asociados satisfacen los postulados suplementarios. Nuevamente, esto implica
que los conjuntos R y C necesitan satisfacer mas propiedades. Es decir, también propone
alternativas a los Cuestionamientos 1 y 7.

Algo en lo que si nos detendremos es en su relaciéon de dualidad en términos de
Identidades de Levi y Harper, o el Cuestionamiento 8.

Definiciéon 2.5.5. Sean -e- un operador shielded contraction segtn la Definicién 2.5.1 y o
un operador credibility-limited revision segiin la Definicion 2.5.2. Definimos la construccién
de un operador credibility-limited revision o, via identidad de Levi consistente como:

Kou = (K-e—p)+p Si(K-e—pu)+p#L
e K caso contrario

Definimos la construccion de un operador shielded contraction -e-, via identidad de Harper
como:

K-oou=(Ko—-u)NK

De la construccién de oo via identidad de Levi consistente podemos ver que si = € R,
siendo R el conjunto de retractables de -e-, entonces (K-e-—pu) 4+ p # L, a menos que —p
sea una tautologfa. De la misma manera, podemos ver para -e-, que si =y € C y = no es
una tautologfa, entonces necesariamente p € R, el conjunto de retractables de -e-.

A partir de estas definiciones es posible probar que los operadores son interdefinibles.

Teorema 2.5.6. Sean -e- un operador shielded contraction segin la Definicion 2.5.1 y oo
el operador credibility-limited revision construido via identidad de Levi consistente. Entonces
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oe satisface (AGMx1), (AGMx2), (CLo4), (AGMx5), (CLo6) y (CLo7). Mds ain,
el operador -e-o_ construido via identidad de Harper coincide con -o-.

Sean o un operador credibility-limited revision segin la Definicion 2.5.2 y -e-, el operador
shielded contraction construido via identidad de Harper. Entonces - satisface (AGM—1),
(AGM-2), (AGM-3), (S<4), (AGM-5), (AGM—6), (S-=7) y (S-o8). Mds ain,

el operador os_ construido via identidad de Levi consistente coincide con o.

Como se puede apreciar, para que los operadores credibility-limited revision se puedan
definir en términos de operadores shielded contraction se debe hacer una adaptaciéon de la
Identidad de Levi, pero esto no es necesario para la Identidad de Harper. Esta disparidad
serd un tema de anélisis en el Capitulo 5.

Los operadores filtered revision se pueden entender como una generalizacién tanto de
los operadores shielded contraction como de los operadores credibility-limited revision.

Definicion 2.5.7 ([2], [12]). Sean un conjunto de férmulas permitidas A C L, un conjunto
de formulas creibles C C L tal que ANC = () y * un operador revision que satisface
(AGMx1)~(AGM=x6), se define un operador filtered revision o two-level credibility-limited
revision o para un conjunto de creencias K como:

Kxp SipuecC
Kopu=¢q (Kxp)NK SipeA
K Caso contrario

Notar que mediante la Identidad de Harper es posible reescribir (K )N K como K ——p
siendo — el operador contraction asociado al operador revision * por Identidad de Harper.
Es decir que si C = ) tenemos un operador shielded contraction donde pu € R equivale a que
- € A. De la misma manera, si A = () tendremos un operador credibility-limited revision.

Algo que refuerza este operador es la idea de interpretar a los operadores contraction
desde la perspectiva de la Identidad de Harper. Dado un conjunto de creencias que rechaza
la observacion recibida, aplicar un operador contraction a la negacién de la observacion es
quedarse con una version més débil del conjunto de creencias original, de forma tal que la
observacion ahora sea indeterminada. Por otro lado, aplicar un operador revision es utilizar
esa version méas débil para expandirla por la observacion, de forma tal que ésta ahora resulte
aceptada y se preserve la consistencia. Podemos decir que en ambos casos la observacion
es creible, pero en una s6lo modificamos el conjunto de creencias para no contradecirla,
mientras que en el otro caso la consideramos como parte del conjunto de creencias. Por
supuesto que esta interpretacién no genera ningtin cambio metodolégico mientras estemos
enmarcados en la logica CPL y donde lo que se use en el segundo pardmetro sea una férmula.
Pero la nocién de negacién es un concepto muy discutido tanto en las l6gica no clésicas
como también al referirnos a la negaciéon de un conjunto de férmulas en CPL.

Por dltimo, tenemos a los operadores promotion, presentado por Schwind et al. en [36].
A diferencia de los demas operadores, éste estd definido en el contexto de Katsuno y
Mendelzon y no utiliza conjuntos que determinan si una férmula es considerada creible o
retractable. De hecho, siempre admite a la nueva observacién, pero en el sentido que se
habla en filtered revision: busca quedarse con un conjunto de creencias de forma tal que
una versioén mas débil de la observacién termine siendo aceptada, mientras que la otra parte
sea indeterminada.

Definicion 2.5.8 ([36]). Dados ¢, ¢, u y v € L se consideran los siguientes postulados
para el operador & : L x . — L:

(Pol) yopukEYVpu.
(Po3) Sipj~ L entonces (v © p) A p = L.

(Pob) Si (veu)ApAvE Lentonces (Yo (uAV)Ap=(ou) ApAv.
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(Pe6) Si (o u) A AdE L entonces (WAQ)Su) A= (e p) A A .

(Pe7) Si (v Ap)op) A [~ L entonces (¢ © p) A = L.
Un operador & que satisface (Po1), (KMx2), (P&3), (KMx4), (Po5), (PS6) y (POT)

S€ conoce como promotion.

Los postulados de promotion parecen diferir bastante de otros que hemos visto. Pero
por ejemplo, notar que muchos operadores de tipo revision, incluyendo los no priorizados,
satisfacen (P©1). Lo otro que se puede ver es que los demés postulados proponen dividir
al operador en dos partes: (Y © pu) Apy (¢ © p) A. De esta manera los postulados (PS3)
y (PS7) hacen referencia a la consistencia de cada una de estas partes y los postulados
(Pob) y (PS6) son adaptaciones del postulado (AGM=*S2) para cada parte.

Para la construcciéon de estos operadores necesitamos definir a las funciones trigger.

Definicién 2.5.9 (|36]). Llamamos o : L — L funcion trigger tal que para toda formula
fhy p':

LopEo(w).

2. Si p =y entonces o (1) = o (1).

En el trabajo original se afirma que la funcién o se usa para indicar qué conjunto
de creencias se preserva respecto a p. En el Capitulo 5 hablaremos de cuestionabilidad,
haciendo foco en que si bien preservamos parte del conjunto de creencias original v, lo
hacemos para cuestionar ciertas afirmaciones de u, de forma tal que éstas pasen a ser
indeterminadas para el nuevo conjunto de creencias. Esta idea de que ciertas partes de u
queden indeterminadas es a lo que nos referimos cuando decimos que el operador promotion
estd entre operadores revision y contraction:

VxpEYPOuEY—p

La funcionalidad de las funciones trigger a la que nos referimos queda explicitada en el
teorema de representacion de estos operadores.

Teorema 2.5.10 ([36]). Un operador promotion & satisface (PS1), (KMx2), (PS3),
(KMx4), (Ps5), (Po6) y (PS7) siy sdlo si existen dos operadores revision %1 y *g que
satisfacen (KMx1)~(KMx6) y una funcion trigger o tal que para todo ¢, p € L:

YO u=(rp)V(pxe (Y Ao(p)))

La construcciéon de los operadores promotion requieren entonces de dos operadores
revision que validen los postulados suplementarios y una funcion trigger. Algo distintivo
de esta propuesta es que el segundo operador revision enroca los roles entre creencias
y observacién. Por eso es clave utilizar un mismo tipo de representacién tanto para las
creencias como para la observacién. Mas allé de los resultados metodologicos, es interesante
dar una interpretacion de lo que significa este intercambio de roles, cuestién que analizaremos
con detenimiento en el Capitulo 5.

Es posible hacer una comparacion entre operadores promotion y filtered revision.
Fijando una férmula 1 para hacer tal comparaciéon, podemos ver que existe una subfamilia
de operadores promotion que son a su vez una subfamilia de operadores filtered revision.
Para ello, tiene que valer que AUC =L y que {p € L|Y Ap e L} CC. Del lado de los
operadores promotion, tenemos que pedir que:

[TAVASTT! SipueA VA SipAp# L
o (M) = . k2 w = .
7 caso contrario P caso contrario
Bajo esta definicién podemos ver como la funciéon trigger es la que emula el comportamiento
de un conjunto de credibilidad. También vemos céomo es posible que un operador promotion
pueda comportarse como un operador revision o bien como un operador contraction.

El comportamiento de estos operadores pueden compararse entre si y con los operadores
cléasicos en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.6. Luego de ganar la loteria, Clementina recibe una llamada de su ex-pareja
para jurarle que le ama y que siempre se arrepintié6 de terminar con ella hace un mes,
cuando le dijo que no le amaba. ;Qué opciones tiene?

Para responder esta pregunta, consideramos una logica CPL finita con las variables:

p = “La ex-pareja se arrepiente de terminar con ella” y ¢ = “La ex-pareja le ama”

Representamos con la formula ¥ = —q el conjunto de creencias de Clementina y con la
formula 4 = p A g la observacion recibida. Del conjunto de creencias de Clementine se
deduce que su ex no le ama, pero es indeterminado si su ex se arrepiente de terminar la
relacién o no. Ante esta nueva informacién, Clementina tiene diferentes opciones:

Opcidén I: Clementina no cambia el conjunto de creencias que afirma que su ex-pareja no
le ama. Prefiere hacer como que esa llamada nunca existio.

El conjunto de creencias sigue siendo el mismo de antes. Estariamos en el caso en
que p es no crefble o bien —p es no retractable:

Cn() © p = On(®) o p = Cn(th) =y = Cn(y)

Opcion II: Clementina decide adoptar la nueva informacién: ahora cree que su ex le ama
y que se arrepiente de terminar la relaciéon. Es decir, consider6é que p era creible y
aplico un operador revision. Se interpreta entonces que aplico un operador filtered
revision o bien credibility-limited revision. Debido a que p es completa, la tnica
manera de revisar es tomando Cn(u) como el nuevo conjunto de creencias.

Cn(¥) © p=Cn(¥)op=Cn(y) x p=Cn(p)

También puede interpretarse que se aplico el operador promotion con ¥ A o(u) = L:
Ypopu=@sp)V(px L)=@sp)VL=p

Opcion III: Clementina cambia sus creencias dandole lugar a la duda, no abandona todo
lo que cree pero no quiere contradecir a su ex. Interpretamos entonces que en este
caso —u es retractable. Via la Identidad de Harper, sabemos que inevitablemente
existe una tunica solucion para el operador contraction, Cn(¢)) NCn(u) = Cn(q = p).
En este contexto, se pudo haber aplicado filtered revision o shielded contraction:

Cn(¢) © p=Cn(Y)-e—p = Cn(y) — -pu = Cn(q = p)
Nuevamente, promotion aqui también es factible, suponiendo que ¥ = o(p) y que
(n+" (Y Ao(p) =p' =1
vou=s@xp)Vp=@xp) V=9 —p

Clementina parece confundida con las idas y vueltas de su ex. Sélo puede entender
que si su ex le ama, entonces se arrepiente de terminar con ella.

Opcién I'V: Clementina cambia su conjunto de creencias, adoptando algunas afirmaciones
de la nueva informacién pero dudando de otras, teniendo una posiciéon intermedia
entre los casos II y III. En concreto, acepta que su ex se arrepiente de terminar la
relacion, pero duda que realmente le ame. El tinico operador capaz de modelar este
caso es promotion, donde sabemos que 9 * = p pero toma o(u) = p. Luego:

You=@xp)Vpx (aow)=@AgVPA-g=p

Podemos ver que los operadores clasicos s6lo pueden modelar una de las tres primeras
alternativas de Clementine. Shielded contraction y credibility-limited revision capturan dos
de las tres primeras situaciones, mientras que filtered revision captura las tres primeras. La
tnica capaz de modelar la tltima es promotion, pero no puede representar la Opcién 1.

Todas estas relaciones y comparaciones nos dan una intuicién de que es posible construir
una familia de operadores donde todos estas propuestas se vean como subfamilias. Esa
intuicion quedaré formalizada en el Capitulo 6.
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2.6 Operadores de Cambio Mailtiple

Una de las principales limitaciones de todos los operadores vistos hasta el momento es
que la observacion esta limitada a ser representada por una tnica férmula. Para los casos
en donde maiiltiples observaciones son percibidas al mismo tiempo, o equivalentemente, la
observacion puede describirse mediante miltiples formulas, se presentaron los modelos de
cambio miltiple, considerando otro aspecto del Cuestionamiento 3. En los casos de multiples
observaciones percibidas en diferentes tiempos, se preserva la idea de que las observaciones
se representan con una unica férmula, por lo que no son considerados miiltiple sino que se
los conoce como modelos iterativos. Estos modelos quedaran para un analisis futuro una
vez desarrollados los objetivos de esta tesis.
Al extender los operadores AGM a este caso, el caso sencillo es el de expansion.

Definicion 2.6.1. Llamamos multiple expansion al operador + : I x . — K tal que:
K+M=Cn(KUM)

En [11], los autores Fuhrmann y Hansson presentan dos extensiones de operadores
contraction del modelo AGM al caso miltiple. Cuando se contrae un conjunto de creencias
K por un conjunto de formulas M, puede que el objetivo sea que al menos un elemento de
M quede indeterminado en el nuevo conjunto de creencias o bien que todos los elementos
de M queden indeterminados. Es por eso que separaron los casos en choice y package
respectivamente3. En ambos, cuando M tiene un tnico elemento, se reduce al caso clésico.

Definicion 2.6.2 ([11]). Dados K € Ky M, N C LL se consideran los postulados:
e para el operador de contraction — : £ x P(L) — K:

(M-1) K — M = Cn(K — M) (multiple contraction closure).
(M—-2) K — M C K (multiple contraction inclusion).

(M-3) K C (K
(M—4) K C (K

(
M) + M si M es finito (multiple contraction finite recovery).
M) + M (multiple contraction recovery).

e para el operador de contraction —, : K x P(L) — K:

(PM-5) Si M N K = () entonces K —, M = K (package contraction vacuity).
(PM-6) Si MNCn(0) = 0 entonces MN (K —, M) = () (package contraction success).

(PM—-7) Si para todo X C K vale que M NCn(X) =0 siy solosi NNCn(X) =0
entonces K —, M = K —, N (package uniformity).

(PM-8) Siae Ky a¢ K —, M entonces existe X CL tal que K —), M C X C K,
MNCn(X)=0y MnN(X+a)#0 (package relevance).

e para el operador de contraction —. : £ x P(L) — K:

(CM-5) Si K € M entonces K —. M = K (choice contraction vacuity).
(CM-6) Si M Z Cn(0) entonces M € K —. M (choice contraction success).
(CM-T7) Si Cn(M) = Cn(N) entonces K —. M = K —. N (choice extensionality).

(CM—-8) Siae Ky a¢ K —. M entonces existe X CL tal que K —. M C X C K,
M & Cn(X) y M C X + a (choice relevance).

3Los autores extendieron la relacion = para conjuntos segiin cada caso. Nosotros usaremos |=
siempre de forma clésica, i.e., en el lado derecho solamente se permiten formulas de L. Por eso
reescribimos las definiciones en términos de Cn.
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Un operador —,, que satisface (M—2) y (PM—6)~(PM-8), se conoce como package
(multiple) contraction. Un operador —., que satisface (M—2) y (CM—6)~(CM-8), lo
llamaremos choice (multiple) contraction.

Los postulados relevance (relevancia) (PM—8) y (CM—8) son generalizaciones del pos-
tulado homoénimo propuesto en el trabajo de Hansson [19], donde desarrolla la generalizacion
de AGM para el caso de trabajar con bases de creencias. En él, prueba que relevance implica
vacuity (AGM-3) y que, junto con inclusion (AGM-2), deduce closure (AGM-1).
Ademés demuestra que, cuando se satisfacen los demés postulados, es equivalente a recovery
(AGM-6) cuando el conjunto de creencias es una teoria.

Al buscar estas relaciones en el caso multiple, los autores de [11] logran ver que los
operadores package contraction y choice contraction satisfacen sus respectivas versiones
de vacuity y clausure. En lo que respecta a recovery, prueban que las versiones de re-
levance implican finite recovery (recuperacion finita) (M—3) pero no (M—4). Por otro
lado, en el caso de package, los postulados (M—1)~(M-3) y (PM—-5)~(PM-7) no
alcanzan para probar (PM—8). En choice contraction los postulados (M—1)~(M-3) y
(CM—-5)~(CM-7) deducen (CM—8) solamente cuando el conjunto de formulas M es
finito. A partir de estas observaciones, se compara en qué situaciones el caso finito se puede
reducir al caso clésica, es decir, usando una tnica férmula.

Las diferencias y similitudes entre operadores pueden verse también al identificar sus
construcciones via remainders.

Definicion 2.6.3 ([11]). Se define package remainder a la funcion L, : K x P(L) — K
tal que para todo X € K 1L ,M:

(P,1) X CK,

(P12) MNCn(X)=0;

(P13) Si X € X' C K entonces M NCn(X') # 0.

Se define choice remainder ala funcion L . : KxP(L) — K tal que para todo X € K L .M:
(Ci1) X CK;

(C.12) M Z Cn(X);

(C13) Si X € X' C K entonces M C Cn(X').

La Definicién 2.6.3 en ambos casos preserva la estructura de la Definicién 2.2.1, donde
el concepto de remainders hace referencia a subconjuntos de K maximales respecto a una
propiedad que niega la nocion de deducciéon de cada caso: en package M N Cn(X) = 0
significa que los remainders no deducen ningtun elemento de M, mientras que en choice
tenemos que M Z Cn(X), es decir, hay al menos un elemento de M que no se deduce de
X . Nuevamente, el hecho de que las propiedades estén condicionadas por el operador Cn y
la maximalidad en ambos casos nos permite afirmar que los remainders son elementos de .
Para completar la construccién y enunciar los teoremas de representacion de los operadores
utilizaremos la funcién de selecciéon de la Definicion 2.2.2.

Teorema 2.6.4 ([11] Representacién de Operadores Multiple Contraction). Sean —p :
KxPL)— Ky—c:KxP(L) — K operadores de cambio mailtiple.

1. —, satisface (M—2) y (PM—6)~(PM—-8) si y sdlo si existe una funcion de seleccion
v tal que K —, M = (vy(K L,M) para todo K € K y M CL;

2. —¢ satisface (M—2) y (CM—6)~(CM—8) si y sdlo si existe una funcion de seleccion
v tal que K —. M = (\~v(K L . M) para todo K € K y M C L.

28



AGM vy sus variantes Operadores de Cambio Miiltiple

En el desarrollo de estos operadores, algunos autores decidieron poner el foco en
el caso de que M sea finito. Esta decisiéon fue tomada a partir de que no parece ser
computablemente manejable tratar con un conjunto infinito de observaciones. Debido a
que los operadores choice contraction pueden reducirse al caso clésico cuando M es finito,
pues K —. M = K — A\ M, la investigacion de operadores multiple contraction se centrd
en los operadores package contraction. Sin embargo, con el objetivo de generalizar la
teoria AGM para cualquier logica tarskiana y proponer un marco en donde desarrollar el
Cuestionamiento 6, Flouris et al. [8] consideraron una variante de choice contraction donde
se satisface multiple contraction recovery. En el Capitulo 7 retomaremos estos operadores y
veremos coémo se relacionan con los operadores package contraction.

Definicion 2.6.5 ([8]). Un operador —. lo llamaremos tarskian choice (multiple) contraction
si satisface (M—1), (M—-2), (M—4) y (CM—-5)~(CM-7).

En la busqueda de replicar la teoria AGM para el caso multiple, también existen
propuestas para operadores revision. Las primeras aparecen en la tesis de Fuhrmann [9], y
plantea un paralelismo con los operadores package y choice contraction: dado un conjunto
de observaciones M, un operador package revision modifica el conjunto de creencias de
forma que todas las formulas M puedan deducirse, mientras que un operador choice revision
lo modifica de forma tal que al menos una férmula de M pueda deducirse. En estos anos
surgieron diferentes complicaciones y propuestas a partir de la de Fuhrmann, que tienen
que ver con algunos de los cuestionamientos que aparecieron al final de la Secciéon 2.1.

Una de las ideas de Fuhrmann al definir los operadores package y choice revision era
confirmar la validez de las Identidades de Levi y Harper, es decir, dar una respuesta al
Cuestionamiento 8. Esta pregunta atn se mantiene abierta, pero tanto Fuhrmann [9] como
Hansson [20] plantearon una negacion que hace posible definir package revision via Identidad
de Levi, utilizando package contraction.

Definiciéon 2.6.6 (|9], [20]). Dado M C L, llamaremos:

negacion sentencial de M al conjunto -sM = = (A F) si M es finito;
negacion distributiva de M al conjunto =M = {—pu|p € M} si M # 0;
negacion cerrada de M al conjunto ~.M = {—sF | F C M, F finito}.

Pero esto no alcanza para definir, por ejemplo, choice revision: no es posible aplicar la
Identidad de Levi con choice contraction, pues (K —.—43M )+ M en general seré inconsistente.
A partir de la intuicién de como deberian actuar tanto choice contraction y choice revision,
Fuhrmann consider6 que se debe seleccionar un subconjunto de M compatible con el
resultado de K —, -¢M al momento de expandir, es decir:

K*CM:(K_c_‘dM)+(Mﬁ{u‘ﬁﬂgK_c_‘dM})

A pesar de ser su propuesta, Fuhrmann [9] afirma que no queda muy claro en qué contexto
se podria aplicar un operador choice revision. Sin embargo, los trabajos de Zhang [42] y
Resina [34] plantean diferentes maneras de construir este operador.

Otra alternativa es plantear una construccién evitando dar una nocién de negaciéon de
conjuntos, tal y como ocurre en [10] con los conjuntos package openings.

Definicion 2.6.7 ([10]). Se define package opening a la funcion |,: K x P(L) — K tal
que para todo X € K |, N:

(P,1) XCK
(P,2) XUN £ L

(P;3) Si X C X' C K entonces X'UN = L.
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También existe una presentacion por postulados dada por Fuhrmann [9] y generalizada
a bases por Hansson [20]|. Fuhrmann unifica estas ideas en [10], aunque nosotros nos
enfocaremos en el caso de trabajar con teorias. En ese sentido, Lindstrom [28| desarrolla las
ideas de Fuhrmann para logicas méas alla de CPL, y Peppas [32] analiza una generalizacion
de las esferas de Grove, dando ambos respuestas al Cuestionamiento 7. Los postulados
planteados por Peppas resultan a su vez ser equivalentes a los de Zhang y Foo en [41].

Definicion 2.6.8 ([10], [32], [41]). Dados K € Ky M, N C L se consideran los postulados
para el operador de package revision %, : K x P(L) — K:

(PMx1) K x, M = Cn(K *, M) (closure).

(PM=x2) K, M C K+ M (package revision inclusion).
(PMx3) Si K %, M =L entonces Cn(M) = L (consistency).
(PM=x4) M C K %, M (package revision success).

(PMx5) Si para todo X C K vale que X + M = L si y solo si X + N = L entonces
K —, M = K —) N (package uniformity).

(PM=x6) Sia e Ky a¢ K *, M entonces existe X C L tal que (K %, M\)NK C X C K,
X+M#Ly X+ M+ a=L (package relevance).

(PMx7) Si K + M # L entonces K %, M = K + M (package revision vacuity).
(PMx8) Si Cn(M) = Cn(N) entonces K %, M = K %, N (extensionality).
(PMx9) K %, (M UN) C (K %, M)+ N (package superexpansion).

(PM=x10) Si (K %, M)+ N # L entonces (K %, M) + N C K x, (M U N) (package
subexpansion).

Un operador *, que satisface (PMx1)~(PM=6) se conoce como Fuhrmann’s package
(multiple) revision. Un operador %, se conoce como Zhang’s package (multiple) revision?
si satisface (PMx1)~(PM=x4) y (PMx7)~(PMs=x8). Si ademés satisface (PMx9) y
(PMx10), lo llamaremos Peppas’ package (multiple) revision®.

Estos postulados son una adaptaciéon directa de los que vimos en la Seccién 2.1,
considerando que el objetivo sea que el nuevo conjunto de creencias deduzca todas las
formulas de la observacién. Fuhrmann demuestra que las tres presentaciones, via negaciones,
opening sets y postulados, son equivalentes.

Teorema 2.6.9 ([10] Representacion de Operadores Package Revision). Sea un operador
de cambio maltiple , : K x P(L) — K, las siguientes afirmaciones son equivalentes para
todo K e Ky M CL:

1. x, satisface (PMx1)~(PMx6);
2. existe una funcion de seleccion v tal que K s, M = (v(K Lp,—~.M)+ M;
3. existe una funcion de seleccion ~y tal que K %, M = (\y(K |, M)+ M.

En este contexto, los postulados vacuity (PMx7) y extensionality (PM=x8) se pueden
deducir de los demés postulados.

Paralelamente, Peppas prueba un teorema de representaciéon donde los operadores
package revision pueden entenderse en el contexto de esferas de Grove. Pero para ello,
requiere de més propiedades para el sistema de esferas y su funcién asociada.

1La nomenclatura usada para estos operadores es general revision en [40] y set revision en [41].
®La nomenclatura usada en [32] para los operadores es multiple revision.
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Definicién 2.6.10 (|32]). Dado K € K, sea S un sistema de esferas segtn la Definicion
2.3.4. Se consideran las siguientes propiedades:

4. SiM CLy || M| #0, entonces existe Ayr € S tal que Ay = ({B € S|||M|NB # 0},
5. Si M CLy | M| #0, entonces ||[T (|| M| N Ar)|| = || M]| N Apr.
Si S satisface estas condiciones, decimos que S es bien rankeado.

Estas condiciones surgen de considerar conjuntos M arbitrariamente grandes y son
necesarias y suficientes para tener una representacién que generaliza al de Grove.

Teorema 2.6.11 ([32]). Sea K una teoria y x un operador de cambio. Entonces, se tiene
que * satisface (PMx1)~(PMx4) y (PMx7)~(PMx10) si y solo si existe un sistema de
esferas S centrado en K bien rankeado tal que K s, M = T (fs(M)).

Buscando otro enfoque para trabajar con conjuntos de féormulas y tener Identidades de
Levi y Harper, Zhang [40| y luego Zhang y Foo [41] desarrollaron el operador set contraction
como un posible dual para package revision. La ventaja de este operador es que no requiere
una nocién de negacién para las Identidades Levi y Harper. Los operadores set contraction
estdn basados en una idea que ya apareci6 en la Seccién 2.5 sobre operadores no-priorizados:
quedarse con una version mas débil del conjunto de creencias original, de forma tal que sea
consistente con la observacion, en vez de su negacion.

Definiciéon 2.6.12 ([40], [41]). Dados K € Ky M, N C L se consideran los postulados
para el operador contraction — : L x P(L) — K:

(SM—-3) Si K + M # L entonces K —s M = K (set contraction vacuity).
(SM—4) Si Cn(M) # L entonces (K —s M) + M # LL (set contraction success).
(SM-5) (K—s M)+ M)NK C K —¢ M (set contraction saturation).

(SM—6) Si M+ =1L siysoélosi N+ =L para todo ¢ € K entonces K —sM = K —; N
(set contraction uniformity)

(SM-7) K —s N C (K —s M)+ N si M C N (set contraction disjunctive overlap).

(SM-8) SiM C Ny (K—sM)+ N # L entonces K —s M C K — N (set contraction

disjunctive inclusion).

Un operador —; lo llamaremos basic set (multiple) contraction si satisface (M—1), (M—2)
y (SM—-3)~(SM-6). Si ademaés satisface los postulados (SM—7) y (SM—8) se lo conoce
como set (multiple) contraction.

De esta manera, Zhang demostré las siguientes Identidades de Levi y Harper.

Teorema 2.6.13 ([41]). Sean —g,*, : K x P(L) — K operadores de cambio multiple.

Levi Identity Si el operador —s satisface (M—1), (M—2) y (SM—3)~ (SM—8) entonces
Ksxp M = (K —g M)+ M satisface (PMx1)~(PMx4) y (PMx7)~(PMx10). Mds
ain, se cumple que (K, M)NK =K —s M.

Harper Identity: Si el operador %, satisface (PMx1)~(PMx4) y (PMx7)~(PMx10)
entonces K —s M = (K %, M) N K satisface (M—1), (M—2) y (SM—3)~(SM-8).
Mads ain, se cumple que (K —s M)+ M = K %, M.

Ademés, presentd un teorema de representacion para estos operadores usando el conjunto
de package openings si — satisface los postulados bésicos de la Definicién 2.6.12.
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Teorema 2.6.14 ([41]). Sean —s : KxP(L) — K operadores de cambio miltiple. Entonces
—s satisface (M—1), (M—2) y (SM—3)~(SM—6) si y solo si existe una funcion de
seleccion vy tal que para todo K € K y M C L:

K= M=K |, M)

Por lo que podemos deducir que las Identidades de Levi y Harper también se satisfacen
entre los operadores Fuhrmann’s package revision y basic set contraction.

Teorema 2.6.15 ([40], [41]). Sean —4, %, : KK x P(L) — K operadores de cambio mailtiple.

Levi Identity Si el operador —g satisface (M—1), (M—2) y (SM—3)~ (SM—6) entonces
Ky M = (K —s M) + M satisface (PMx1)~(PMx6). Mds ain, se cumple que
(K4 M)NK = K —, M.

Harper Identity: Si el operador %, satisface (PMx1)~(PMx6) entonces K —s M =
(K #p M)NK satisface (M—1), (M—2) y (SM—3)~(SM—6). Mds ain, se cumple
que (K —s M)+ M = K x, M.

Concluimos asi esta (no tan) breve exposicion de las ideas que hay en torno a operadores
de cambio multiple.

2.7 Resumen del Capitulo 2

En este capitulo nos propusimos dar los conceptos elementales de la Teorfa de Cambio de
Creencias a partir del modelo AGM, que van mas alld de su formulacién original. Estos
conceptos, enlistados en un glosario, nos seran de guia para el desarrollo de toda la tesis.
Por otro lado, hicimos una exposicioén de la diversidad de propuestas que surgieron a partir
de los operadores expansion contraction y revision clasicos. Cubrimos las construcciones
por postulados, por remainders y por mundos posibles; presentamos los operadores que
contemplan las situaciones donde el entorno puede cambiar o donde las observaciones no
son priorizadas; y dimos a conocer las probleméticas que hay detras de proponer operadores
de cambio muiltiple, incluyendo generalizaciones mas alla de la logica CPL.

Habiendo conocido todo esto, puede ser un tanto abrumador preguntarnos si existira
una teorfa unificada para todas estas propuestas. Nosotros creemos que si, y que la respuesta
se encuentra en desarrollar la idea de mundos posibles con un grado méas de abstracciéon
que lo hecho por Grove. Esta abstracciéon radica en trabajar inicamente con conjuntos de
mundos como si fueran indices, desvinculados de toda logica. Al trabajar con conjuntos y su
estructura algebraica, redefiniremos todos los operadores presentados aqui, comenzando por
expansion, contraction, revision, erase y update en el Capitulo 3. Luego, consideraremos
desde la perspectiva de mundos las variantes que hicieron posible definir los operadorees
shielded contraction (Capitulo 4), credibility-limited revision, filtered revision y promotion
(Capitulo 5). Pero en vez de volver a transitar un camino similar al de los desarrolladores de
estos modelos, propondremos unas ideas diferentes, aunque equivalentes, para hablar de estos
operadores no priorizados. Estas ideas nos ayudaran a explicitar mejor los comportamientos
de estos operadores. En el Capitulo 6 veremos que todo esto puede unificarse en una familia
de operadores, donde todas estas variantes seran subfamilias. Quedando pendiente para el
Capitulo 7 revincular de alguna manera esta gran familia de operadores al marco conceptual
de logicas CPL en particular y de logicas tarskianas en general.
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Capitulo 3

Operadores Clasicos sobre Mundos

Vivimos en el mejor de todos los
mundos posibles.

Gottiried Wilhelm Leibniz
(1710).

En el Capitulo 2 se introdujeron los modelos més conocidos que la teoria de cambio de
creencias tiene para ofrecer junto a algunas de sus variantes. En este capitulo nos proponemos
desarrollar un marco en donde sea posible analizar esta diversidad de propuestas de forma
homogénea, centrado en tres generalidades:

1. Como marco conceptual no utilizaremos un lenguaje formal para representar creencias,
sino un conjunto Z de indices, cuyos elementos llamaremos mundos, notados como w. La
nocién de coherencia viene dada por la inclusién de conjuntos y dos mundos distintos
son distinguibles.

2. El conjunto de creencias original, la nueva observacién y el nuevo conjunto de creencias
se representa de la misma manera: cada uno de ellos es una coleccién de mundos del
conjunto 7.

3. El conjunto de creencias original y la nueva observaciéon son el primer y el segundo
parametro de los operadores de cambio a definir. Los mismos no estén determinados a
priori, a diferencia de lo que ocurre con los operadores clasicos de AGM o en cambio
multiple, donde se fija el conjunto de creencia original.

Esta generalizacion esté basada en la representacion via mundos posibles de Grove de
la Seccion 2.3. Pero, a diferencia de ésta, al no tener un lenguaje, solamente entenderemos
el cambio de creencias como cambio en el conjunto de mundos. En ese sentido, decimos
que, dados un conjunto de creencias A y una nueva observacion B:

e B es aceptada si A C B;
e B es rechazada si A C B¢y A # 0;
e B es indeterminada si AN B # () # AN B°.

Si un conjunto de creencias tiene un solo mundo posible, digamos w, como w € B 6
w ¢ B para cualquier conjunto, entonces B puede ser aceptada o rechazada, pero nunca
indeterminada. Por otro lado, si A = (), entonces estamos ante un conjunto de creencias
donde toda observacion es aceptada. En el otro extremo, si A = Z, cualquier observacién es
indeterminada, excepto B = Z. En términos generales, se entiende que cuanto mayor sea
el conjunto de mundos de un conjunto de creencias, menor seré la informacién en la que
pueda tomar posicién.
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3.1 Operadores World Contraction y World Revision

En esta seccién presentamos los tres operadores clasicos de la teoria de cambio de creencias
para un conjunto Z de mundos: expansion, contraction y revision. Comenzamos por definirlos
via postulados para luego proponer una construcciéon y probar los teoremas de representacion
correspondientes.

Definicién 3.1.1. Dados A, B,C € P(Z), se consideran los siguientes postulados:
e para un operador +,, : P(Z) — P(Z):
(W+1) A+, B=ANB.
Llamaremos world expansion a los operadores +,, que satisface (W+1).
e para un operador —, : P(Z) x P(Z) — P(I):

(W-1) A C A—, B (contraction inclusion).

(W-2) (A—, B)N B C A (recovery).

(W-3) Si B # 7 entonces A —,, B Z B (contraction success).
(W-4) Si A Z B entonces A —,, B = A (contraction vacuity).

A-, B
(W=5) A—, (BNC) = A—, C (conjunctive factoring).
(A—w B)U (A =y C)

Llamaremos elementary world contraction a los operadores —,, que satisfacen (W—1) y
(W=2). Si ademas satisface (W—3), los llamaremos prioritized world contraction. Si le
agregamos (W—4), basic world contraction. Por tltimo, los basic world contraction que
satisfagan (W—5) se los conoce como transitive relational (TR) world contraction.

e para un operador %, : P(Z) x P(Z) — P(I):

(Wx1) Ax, B C B (revision success).

(W%2) AN B C A, B (inclusion).

(W=x3) Si B # () entonces A ,, B # () (consistency).

(W=x4) Si AN B # () entonces A *, B= AN B (vacuity).

(W=x5) Si (Axy, B)NC # () entonces A, (BNC) = (A%, B)NC (super-subexpansion).

Llamaremos elementary world revision a los operadores #, que satisfacen (Wx1)
y (W=x2). Si ademas satisface (W=x3), los llamaremos consistent world revision. Si
le agregamos (W=x4), basic world revision. Por altimo, los basic world revision que
satisfagan (W=x5) se los conoce como transitive relational (TR) world revision.

El operador world expansion es la interseccién de conjuntos, por lo que, en general,
usaremos la notacién N para manipular conjuntos de Z. En el contexto de world contraction,
los postulados inclusion (W—1) y recovery (W—2) caracterizan cuéles son los limites del
cambio a realizar para la pérdida de informacién: todos los mundos que habia deben seguir
estando, y los nuevos (si es que hay) no pueden pertenecer a la nueva informacion. Algo
similar ocurre con el postulado de inclusion (Wx%2) y consistency (W=*3) para revision,
forzando que sea una extension del operador expansion y que, en caso de que la expansiéon
sea vacia, priorizar la observaciéon tomando un subconjunto no vacio de ella, excepto en el
caso inevitable de que la observacién sea vacia.

Los postulados (W—3) y (Wx1) se conocen como success y son los que caracterizan el
objetivo de los operadores: devolver un conjunto de creencias donde B sea indeterminado
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para contraction, o donde B sea aceptado para revision. Los postulados vacuity (W—4) y
(Wx4) determinan en qué casos los operadores no requieren realizar cambios en el conjunto
de creencias original para satisfacer los respectivos postulados success.

Los postulados (W—5) v (Wx5) son considerados suplementarios. Se utilizan para
definir un tipo de cambio asociado a la estructura de la teoria conjuntos. De ahora en més,
cuando en general se hable de operadores revision o contraction, supondremos que son los
operadores basic. Cuando la formalidad lo requiera, explicitaremos cuédles son los postulados
que caracterizan al operador en cuestion.

Habiendo definido los operadores via postulados, queda construir estos operadores. Para
ello, definimos la siguiente funcién de seleccién en términos de mundos:

Definicion 3.1.2. La funciéon o : P(Z) x P(Z) — P(Z) se define como world-selection si
0(A,B) C (AUB)¢, donde X¢ =17\ X, el conjunto complemento de X en Z. Esta funcién
emula la eleccion que se hace ante situaciones de inconsistencias, por eso toma mundos que
no son ni de A ni de B. Por lo tanto, esta eleccion representa cualquier decision extralogica
aplicada al par (A, B). Ademas, decimos que o es:

normal si cuample que si A Z B entonces (A, B) = {);
semantically successful si cumple que si A C B C 7 entonces o(A, B) # ().

La funcion world-selection esté inspirada en la biyeccion de Grove para remainders [17]
(ver Teorema 2.3.6) y la funciéon de seleccion de AGM clasico [1] que elige remainders
(ver Definicion 2.2.2). La condicion que la define, o(A, B) C (AU B)¢, s6lo nos alcanzaréa
para construir operadores elementary world contraction, ya que siempre es posible elegir el
conjunto vacio. Para limitar esta posibilidad, definimos dos propiedades extra: normal afirma
que no es necesario tomar elementos de B¢ si A ya tiene alguno; semantically successful
fuerza que la funcién o tome un subconjunto no vacio de B¢ cuando A N B¢ = (). Los
siguientes teoremas de representacion afirman que estas propiedades alcanzan para construir
los operadores world contraction y revision, ya sean elementary, prioritized o basic.

Teorema 3.1.3. Un operador world contraction —,, satisface (W—1) y (W—2) si y sélo
si existe o funcion world-selection tal que A —, B =AU o (A, B). Mds ain:

1. —y satisface (W—38) si y solo si o es semantically successful;
2. —y satisface (W—4) si y sélo si o es normal.

Demostracion en la pdgina 43, al final del capitulo.

Concluida la demostraciéon del teorema de representacion de los operadores world
contraction, continuamos con los operadores world revision.

Teorema 3.1.4. Un operador world revision =, satisface (Wx1) y (Wx2) si y sdlo si
existe una funcion world-selection o tal que A %, B = (AN B)Uo(A, B°). Mds ain:

1. %y, satisface (Wx8) si y sélo si o es semantically successful;
2. #y satisface (Wx4) si y sélo si o es normal.

Demostracion en la pdgina 43, al final del capitulo.

A partir de los teoremas de representacién podemos decir que los operadores contraction
y revision se diferencian, en su construccién, en esencialmente dos cuestiones. La primera
es respecto a qué elementos de A se preservan en el nuevo conjunto de creencias. Mientras
que los operadores contraction preservan a todo el conjunto, por (W—1), los operadores
revision solo preservan aquellos que también estéan en B, lo que afirma (W=x2). Por lo tanto,
solamente se preservan todos los mundos de A es cuando A C B, es decir, cuando B es
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aceptada en A. En cualquier caso, podemos decir entonces que los postulados inclusion se
encargan de determinar qué elementos de A se preservan.

La segunda es respecto a cuéles son los nuevos elementos que potencialmente puede
agregar, es decir, los mundos no pertenecientes a A. Segun se deduce de (W—2), los opera-
dores contraction agregan mundos que estan por fuera de B, mientras que los operadores
de revision agregan mundos de B, dado lo que implica (Wx1). Es decir que los postulados
(W-2) y (Wx1) determinan de doénde provienen los elementos que no estan en A y que
pasaran a formar parte del nuevo conjunto de creencias. El hecho de que en todo momento
nos estamos refiriendo a elementos que no estan en A, significa que ambos postulados
cumplen, cada uno en su operador, el rol de caracterizar a las funciones world-selection.

Esta dualidad que vemos en los postulados y sus construcciones se puede representar
mediante las identidades de Levi y Harper para este contexto.

Teorema 3.1.5. Sean —,, un operador world contraction que satisface (W—1) y (W—2)
Y *y un operador world revision que satisface (Wx1) y (Wx2), donde ambos estin carac-
terizados por la misma funcion world-selection o. Entonces, para cualquier A, B C T se
cumplen las siguientes identidades:

Identidad de Levi: Ax, B=(A—, B°)NB
Identidad de Harper: A —, B= (A%, B°)UA
Mds ain, en este contexto, vale que:

1. —y cumple (W—3) si y solo si *,, cumple (Wx3).
2. —u cumple (W—4) siy solo si, cumple (Wx4).
3. —w cumple (W—15) si y sélo si sy, cumple (Wx5).

Demostracion en la pdgina 43, al final del capitulo.

Observacion 3.1.6. Se destaca del teorema anterior el hecho de que solamente son
necesarios los postulados de los operadores elementary para presentar operadores que
satisfagan los postulados suplementarios. Esto equivale a que la funciéon world-selection
asociada sea trichotomic:

o(A,BNC) = a(A,C)

Esto deja abierta la posibilidad de estudiar operadores contraction (resp. revision) que
satisfagan solo los postulados (W—1), (W=2),y (W=5) (resp. (Wx1), (Wx2), y (Wx5))
los cuales estan fuera del alcance de esta tesis.

Observacioén 3.1.7. Es importante notar que el teorema precedente también establece un
vinculo entre el postulado success de revision con el recovery de contraction, via Levi-Harper.
Se establece as{ una correspondencia entre un operador contraction no-priorizado y un
operador revision priorizada. Esto tomaré mas relevancia en los siguientes capitulos.

Para finalizar esta seccién, vamos a reproducir el resultado principal de Katsuno y
Mendelzon en [24]: el operador basic revision con el postulado suplementario se puede
caracterizar por una asignacion de predrdenes totales bien fundados para cada representacion
del conjunto de creencias original. Reescribimos esta asignacion, conocida como faithful, a
nuestro marco de la siguiente manera:
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Definiciéon 3.1.8 (|24]). Dado B C Z, decimos que un mundo w es minimal en B con
respecto a un preorden bien fundado < si w € By w < w’ para todo w’ € B. Notamos
min(B, <) al conjunto de los mundos minimales con respecto a <.

Una funciéon <,: P(Z) — Z x Z es una asignacion faithful si para todo A C Z:

(Ze1) <4 es un preorden bien fundado! (min(S, <) # () para todo § # S C T);
(<e2) Siw, w' € A entonces w <4 w';
(<e3) Siwe Ay w &€ Aentonces w <pw' y w €4 w.
Alternativamente, podemos definir una particién bien ordenada {X;},cs de Z, donde:
e Los X; son los conjuntos de equivalencia con respecto a <;
o j < j siysolosiw<w paratodow e X;yw' € Xj;
e min(B, <)=BnNX,, donde m = gnei?{B NX; #0}.

Trabajar con una particiéon bien ordenada nos ayuda a lidiar con el caso Z infinito, como lo
determina el siguiente teorema.

Teorema 3.1.9. Sea *,, operador world revision que satisface (Wx1)~(Wx4). Entonces,
*y cumple (Wx5) si y sdlo si para todo A C T existe {XJA}JEJ particion bien ordenada de
T tal que si B # () entonces A%, B=BNX, conn=min{j € J|BNX; # 0}.

Demostracion en la pdgina 44, al final del capitulo.

Tener una particion bien ordenada de Z equivale a tener un preorden total bien fundado
sobre Z. Asi que, por el Teorema 3.1.9, podemos definir una asignacion faithful que
caracterice el operador world revision.

Corolario 3.1.10. Sea x,, operador world revision que satisface (Wx1)~(Wx4 ). Entonces,
xy satisface (Wx5) si y sdlo si existe una asignacion faithful que dado un A C T lo asocie
a un preorden total y bien fundado <4 tal que A x,, B = min(B, <j).

El resultado del Corolario anterior nos dio ademés la propiedad de las funciones world-
selection que caracterizan a los operadores transitive relational world revision.

Definicién 3.1.11. Decimos que una funciéon o world-selection es transitive relational
(TR) si existe una asignacion faithful que a cada X C Z le asocia un preorden total <x tal
que para todo A, B C I:

(A, B) = min(B¢, <4) N A°

En la siguiente secciéon desarrollaremos la version de mundos de los operadores definidos
por Katsuno y Mendelzon, update y erase.

3.2 Operadores World Update y World Erase

Como vimos en la Seccion 2.4, los operadores erase y update son las versiones de contraction
y revision respectivamente que modelan la situacién en que el entorno es cambiante. En
esta seccién desarrollaremos la version en mundos de estos operadores, generalizando lo
realizado por Katsuno y Mendelzon en |23]. No solo lo llevaremos al caso infinito sino que
analizaremos més en detalle el vinculo con las diferentes familias de operadores contraction
y revision, incluyendo parte de lo hecho en [33].

IEsto formaliza la nocién de “Limit Assumption” considerada por Lewis en la presentacion de su
semantica de sistemas de esferas para contrafacticos (ver [25]).
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Definiciéon 3.2.1. Dados A, B € P(Z), se consideran los siguientes postulados:
e para un operador &, : P(Z) x P(Z) — P(Z):
(We3) SiA#0y B=#17 entonces Ae,B ¢ B (contraction weak success).
(Wed) SSANB =0y A+#( entonces Ae,B = A (contraction weak vacuity).

A los operadores elementary world contraction e, que satisfacen (W—1) y (W—2),
los llamaremos weak prioritized world contraction si cumplen (W & 3), standard world
contraction si cumplen (W & 4) y weak world contraction si camplen ambos postulados.

e para un operador ¢, : P(Z) x P(Z) — P(I):

(We3) Si A# 0y B # () entonces A o, B # () (weak consistency).
(Wod4) Si 0 # A C B entonces Ao, B = A (weak vacuity).

A los operadores elementary world revision ¢, que satisfacen (Wx1) y (Wx2), los
llamaremos weak consistent world revision si cumplen (Wo3), standard world revision
si cumplen (Wod) y weak world revision si cumplen ambos postulados.

Decimos que un operador standard world es strong si preserva la inconsistencia del conjunto
de creencias original, es decir, si satisface:

(WI1) 0o, B=0.

Decimos que un operador standard world es local world si preserva la unién en la primer
coordenada, es decir, si satisface:

(WL1) Ao, B = LEJA({’U)} o B) (pointwise).

Definimos a los operadores world erase y world update como los operadores local world
contraction y local world revision respectivamente.

Se deduce de forma inmediata que cualquier basic world contraction satisface los
postulados de un operador weak world contraction, porque (W—3) implica (W 3) y
(W—4) implica (W «4). Lo mismo sucede con cualquier basic world revision, porque
(W=%3) implica (We3) y (Wx4) implica (Wo4). Por otro lado, el postulado (WI1) resulta
incompatible con postulados como (W—3) o bien (Wx3).

Lema 3.2.2. Sea —,, y %o dos operadores de cambio.
1. —y no puede satisfacer simultineamente (W—38) y (WI1).
2. %y no puede satisfacer simultineamente (Wx3) y (WI1).

Demostracion en la pdgina 45, al final del capitulo.

El postulado (WL1) tiene la particularidad de definir el comportamiento de los opera-
dores elemento a elemento, concepto conocido como local, clave en la teoria de entornos
cambiantes. Dado que (WL1) implica (WI1), la incompatibilidad del Lema 3.2.2 también
afecta al postulado (WL1). Es por eso que necesitamos definir nuevas propiedades para las
funciones world-selection que sean versiones mas débiles de las que ya conocemos.

Definicion 3.2.3. Sea ¢ una funcién world-selection. Decimos que o es:
standard si cumple que si ANB =0y A # () entonces o(A, B) = (.
strong standard si cample que si AN B = () entonces (A, B) = 0.

semantically successful under consistency si o(A, B) # () cuando ) # A C B C T.
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local sio(A,B)=An U o({w},B).
weANB

A partir de los Teoremas 3.1.3 y 3.1.4, via los postulados (W—1), (W—-2), (Wxl) y
(W=%2) ya tenemos funciones world-selection que nos sirven para representar a los operadores,
por lo que estamos en condiciones de probar el Teorema de Representacion correspondiente.

Teorema 3.2.4. Sea un operador &, que satisface (W—1) y (W—2), un operador o,
que satisface (Wx1) y (Wx2), y o su funcion world-selection asociada, es decir, tal que
AeywB=AUoc(A,B) ytal que Aoy, B=(ANB)Uo(A, B°). Entonces:

1. Las siguientes afirmaciones son equivalente:

(a) & satisface (We 3);

(b) oy satisface (Wo3);

(c) o es semantically successful under consistency.
2. Las siguientes afirmaciones son equivalente:

(a) & satisface (We4);

(b) oy satisface (Wo4);

(c) o es standard.

Ademds, si . 0 bien o satisfacen (WI1), se tiene que o es strong standard.

Demostracion en la pdgina 45, al final del capitulo.

Las relaciones biunivocas entre propiedades de funciones world-selection y postulados,
tanto del lado de los operadores contraction como de los operadores revision, permiten
que estos operadores satisfagan las Identidades de Levi y Harper. Para poder mantener
esta relaciéon biunivoca para los operadores update y erase, es decir, cuando su funcién
world-selection asociada es local, es necesario que ademés ésta sea standard.

Teorema 3.2.5. Sea un operador . que satisface (W—1), (W—2) y (We4), un
operador o, que satisface (Wx1), (Wx2) y (Wo4) y o su funcion world-selection asociada,
es decir, tal que A& B =AUo(A,B) y tal que Aoy, B= (AN B)Uo(A, B°). Entonces,

las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. & satisface (WL1);

2. oy satisface (WL1);

3. o es local.

Se concluye ademds que los operadores world erase y world update satisfacen las identidades
de Levi y Harper del Teorema 3.1.5.

Demostracion en la pdgina 45, al final del capitulo.

La teoria de asignaciones faithful para operadores update de Katsuno y Mendelzon esté
fuertemente asociada a mundos posibles, concepto en el cual esta basado esta propuesta més
abstracta. Nosotros comenzaremos desde un poco méas atras, con un corolario que confirma
que el postulado (Wx5) ya da los resultados conocidos de la teoria de asignaciones faithful
en el caso en que trabajemos con operadores weak world revision y conjuntos de creencias
A consistentes.

Corolario 3.2.6. Sea ¢, un operador weak world revision que satisface (Wx1), (Wx2),
(Wo3) y (Wo4). Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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1. oy satisface (Wx5) si A #0;

2. para todo ) # A C T existe {X]A}jEJ particion bien ordenada de T tal que A x, B =
BN X, conn=min{j € J|BNX; # 0};

3. para todo ) # A C T existe un preorden total y bien fundado <, tal que A x, B =
min(B,<y4).

A tales operadores los llamaremos weak transitive relational (TR).

Demostracion en la pdgina 46, al final del capitulo.

El corolario anterior pone de manifiesto que, mientras A sea consistente, los operadores
world revision y weak world revision tienen el mismo comportamiento cuando se satisface
el postulado (Wx5). Pero eso cambia cuando A es inconsistente. Como comentamos en la
Seccion 2.4, el caso A = () tiene cierta relevancia al momento de comparar conceptualmente
los operadores de tipo update y revision. Por un lado, en update se busca actualizar el
conjunto de creencias, por lo que es aceptable dar una conjunto de creencias inconsistente
si el original ya lo era. Todo lo contrario sucede en el caso revision, pensado justamente
para corregir este tipo de situaciones. Es por eso que cuando A = (), la construcciéon que
caracteriza al postulado (Wx5) solo es compatible con world revision.

Continuando con la adaptaciéon de la teoria de asignaciones faithful, probamos que es
posible trabajar con 6rdenes parciales sobre mundos cuando ademés se satisface (WL1).

Teorema 3.2.7. Sea ¢, un operador world update que satisface (Wx1), (Wx2), (Wo3),
(Wo4) y (WL1). Entonces, o, satisface:

(Wob) (Ao, B)yNC C Aoy (BNC) (superezpansion).
(Wo6) Si Aoy BC C y Aoy, C C B entonces, Aoy, B = Aoy, C (inclusion equivalence).

(Wo7) Siw € T yS C P(Z), entonces (| {w} op B) C {w} o (US) (pointwise
BeS
inclusion).

sty solo si existe una asignacion tal que a un w € I le asocia un orden parcial y bien

fundado <,, donde w sea el elemento minimo y Ao, B = |J min(B, <y).
weA
A tales operadores los llamaremos pointwise partially relational (PR).

Demostracion en la pdgina 46, al final del capitulo.

Para finalizar la teoria de asignaciones faithful, el siguiente teorema prueba que existe
una subfamilia de operadores que tienen un comportamiento local al de los operadores TR
world revision, en el sentido de que satisfacen el postulado (W=x5) localmente.

Teorema 3.2.8. Sea ¢, un operador world update, i.e. que satisface (Wx1), (Wx2),
(Wo3), (Wo4) y (WL1). Entonces, o, satisface:

(Wo8) Siw €Ty ({w} o, B)NC # 0, entonces {w} o, (BNC) = ({w} oy B)yNC
(pointwise super-subexpansion).

sty solo si existe una asignacion tal que a un w € I le asocia un preorden total y bien

fundado <,, donde w sea el elemento minimo y Aoy, B = |J min(B, <y).
weA
Mds aiin, en tal caso, el operador o, satisface (Wo5), (Wo6) y (Wo7). También

cumple (Wx5) si para todo w € A se tiene que ({w} o, B) NC # 0.
A tales operadores los llamaremos pointwise transitive relational (TR).
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Demostracion en la pdgina 47, al final del capitulo.

Es importante destacar que, al estar trabajando con elementos de Z en vez de conjuntos,
no nos preguntamos la situacion del caso A = (). Sin embargo, la misma queda determinada
por el postulado (WL1), que implica que () ¢,, B = () para cualquier B C Z.

Como en el caso de TR world revision, los teoremas anteriores nos dan propiedades de
las funciones world-selection que caracterizan a las familias de operadores estudiadas.

Definicién 3.2.9. Decimos que una funciéon o world-selection standard y semantically
successful over consistency es:

e weak relational si existe una asignacion faithful que a un ) # A C Z lo asocia a un
preorden total <4 tal que o(A4, B) = A°Nmin(B¢ <4) para todo A, B C T.

e Jocal partially relational si existe una asignacion faithful que a un w € 7 lo asocia a un
orden parcial <, tal que o(4,B) = AN |J min(B¢ <,) para todo A, B C 7.
weANB

e Jocal relational si existe una asignacion faithful que a un w € 7 lo asocia a un preorden

total <,, tal que 0(A,B) =A°N |J min(B¢ <) para todo A,B C 7.
weANB

El Teorema 3.2.8 nos permite deducir que hay una subfamilia de operadores update
que se comportan de forma muy similar a los operadores revision. De hecho, el postulado
(W=x5) implica (Wo8). Esto sugiere la idea de que los postulados (Wx5) y (WL1) son
compatibles en los casos en que A # (), en sintonia con el Corolario 3.2.62. En tal caso,
se tiene que existe una asignaciéon tal que a un w € Z le asocia un preorden total y bien
fundado <,, donde w sea el elemento minimo, y que ademéas determina a los preérdenes
totales para todo conjunto A no vacio de la siguiente manera:

w) <gqwe siysolosi Jwe A|w <y wo

También vemos que esta subfamilia forma parte a su vez de la familia que cumple los
postulados suplementarios de los operadores update. Aunque es importante destacar que
el preorden total que se define en este teorema no necesariamente esta relacionado con el
orden parcial del Teorema 3.2.7.

3.3 Resumen del Capitulo 3

En este capitulo presentamos un marco conceptual para la teoria de cambio de creencias
basado en mundos y desarrollamos las versiones “world” de los operadores clasicos: expansion,
contraction, revision, erase y update. A nivel constructivo, se destaca la familia de funciones
world-selection, inspirada en la biyeccién de Groove de mundos posibles y la familia de
funciones de seleccion de AGM. Esta construccion permite ademas ver mas facilmente a
los operadores de cambio trabajados como de dos pardmetros. Por tultimo, vimos que, en
general, los postulados adaptados a mundos estan en relaciéon uno a uno con propiedades
especificas de las funciones world-selection. Esto resulta particularmente deseable para
entender las Identidades de Levi y Harper no sélo a nivel de los operadores, sino de todas
las subfamilias en simultaneo.

En la Figura 3.1 se puede identificar, en un arbol, las relaciones de inclusién de las
diferentes familias presentadas en este capitulo. Las flechas se pueden leer como “incluye a”.
Estas relaciones se pueden representar bajo tres aspectos diferentes: como propiedades de
funciones world-selection, como postulados de elementary world revision y como postulados
de elementary world contraction. En particular, podemos interpretar que todas las familias

2Una prueba formal de este resultado queda fuera del alcance de esta tesis.
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del arbol satisfacen las identidades de Levi y Harper. Por lo tanto, el 4rbol representa tanto
las relaciones entre operadores contraction como las relaciones entre operadores revision. La
Figura 3.2 resume, también en un arbol, la teoria de asignaciones faithful, que esta enfocada
en operadores de tipo revision. Se pueden distinguir cuatro diferentes tipos a partir de las
subfamilias.

Arbol de Operadores Elementary World

Elementary

T

Standard - Weak = \Weak
tandar ca Prioritized /Consistent
Normal > Basic « Prioritized /Consistent

Figura 3.1: Arbol de relaciones tanto de las familias de operadores world contraction
como las de operadores world revision segtun propiedades de sus funciones world-
selection, aprovechando la articulaciéon con las identidades de Levi y Harper.

Arbol de Operadores Relational World

(WL1) (Wob)~(WoT)
Basic Weak Local » Pointwise PR
(W=x5) (W=x5)
(W5) para A #£ () para A #£ () (Wo8)
TR Weak TR Local TR + Pointwise TR
ea (WL1) oca (W5) para A £ olntwise

Figura 3.2: Arbol de relaciones de familias de operadores de tipo world revision,
asociados por postulados de tipo relacionales, que definen asignaciones faithful.
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Demostraciones de los Resultados del Capitulo 3

Demostracion de Teorema 3.1.3. Definido el operador —,, via postulados, consideramos
0(A,B) = (A — B)N A°. Por (W—2) tenemos que:

o(A,B)NB=(A—, B)NA°NBC ANA°“={

Por lo tanto, o(A, B)NB = 0, o lo que es lo mismo, o(A, B) C B¢. Luego (A, B) C A°NB°,
es decir, o es una funcién world-selection.

Si lo que tenemos definido es la funcion o, considerar A —,, B = AU o (A, B). Entonces
—w cumple (W—1) por construccion y (A —, B)NB = (ANB)U (c(A4,B)N B). Como
o(A, B) C B¢ nos queda que (A —,, B)N B = AN B. Luego, (A — B)N B C A, es decir,
— satisface (W—2).

A partir de la construccion en términos de la funcién world-selection o, tenemos que:

1. Que —,, cumpla (W—3) significa que si B # Z entonces (A —,, B) N B¢ # (). Por la
construccion, equivale a que si B # Z entonces (A N B°) U (o(A,B) N B¢) # (. En
particular, si A C B # 7 entonces o(A, B) # 0.

Si o es semantically successful y B # Z, separamos en dos casos: si A C B # 7T entonces
A — B € B por la propiedad de o; y si A € B entonces A —, B Z B por (W-1).

2. Consideremos A, B C 7 tal que A  B. Si —,, cumple (W—4), entonces A —,, B = A,y
como o (A, B¢) C A€ por construccion resulta que o (A, B¢) = (). Si o es normal, entonces
o(A, B¢) = (). Por lo tanto, A —, B = A.

O

Demostracion de Teorema 3.1.4. Si tenemos el operador *,, definido via postulados, toma-
mos o (A, B) = (A%, B°)N A°. Por el postulado (Wx1) concluimos que o(A, B) C BN A°,
por lo que ¢ es una funcion world-selection.
Pero si lo que tenemos es la funciéon o, consideramos A *,, B = (AN B) U o(A, B°).
Entonces, *,, cumple (Wx1) pues o(A, B¢) C B y satisface (Wx2) por construccion.
Usando que los operadores elementary world revision se construyen via funciones
world-selection como A *,, B = (AN B)Uo(A, B°), tenemos que:

1. Que #,, cumple (W=3) significa que si D # () entonces (AND)Uao (A, D) # (). Tomando

D = B¢, lo anterior equivale a que si B # Z, entonces (AN B¢) Uo (A, B) # (. Luego,
si A C B #Z, por lo anterior vale que (A, B) # ().
Si, en cambio, o es semantically successful y B # (), para ver que A *,, B # (), podemos
suponer que ANB # () o bien ANB = (). En el primer caso, A*,, B # () por construccion,
mientras que en el segundo caso tenemos que o(A, B) # () pues A C B # 7. En
cualquier caso, A %, B # 0.

2. Si ANB # 0 y o es normal, entonces o(A, B¢) = (). Luego A %, B = AN B por
construccion. Es decir, *,, cumple (W=%4). Si x,, satisface (Wx4) y A Z B, entonces
A sy B¢ = (AN B°) pues AN B¢ # (). Esto significa que o(A, B) = (A4 %, B¢) N A® =10,

es decir, o es normal.

O

Demostracion de Teorema 3.1.5. Primero, probamos las identidades para los postulados
elementales, aplicando los Teoremas de Representaciéon 3.1.3 y 3.1.4:

Identidad de Levi: Ax, B=(ANB)Uo(A,B¢) = (AUc(A,B%))NB =(A—, B°)NB.

Identidad de Harper: A—, B = AUc(A,B) = AU(ANB°)Uo(A, B) = (A%, B°)UA.
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Los primeros item de la segunda parte se deducen directamente de las pruebas de los
Teoremas 3.1.3 y 3.1.4 y su conexién con las propiedades de la funciéon o.

Supongamos ahora que —,, satisface (W—5) y consideremos A, B, C C Z donde
(A xy B) N C # (. Por la identidad de Levi, tenemos: (A x, B)NC = (A —, B )N BNC.
Por lo tanto, (A %, B) N C equivale a una de estas tres opciones:

o (A—y (BNC)*)NBNC: entonces es equivalente a A *,, (BN C) por Harper;
o (A—, (BNC))NBNC: entonces es vacio, pero esto no sucede pues (Ax*,, B) N C # (),

o (A—y (BNO)Y)NBNCYU((A— (BNC))N BNC): combinando los razonamientos
de los casos anteriores, resulta que también es equivalente a A *,, (BN C).

En cualquier caso, (A *, B)NC = Ax*, (BNC).

Por tdltimo, supongamos que #,, satisface (Wx5) y consideremos A, B, C' C Z. En el caso
particular en que B = C' = Z, el postulado (W—5) se cumple trivialmente. Supongamos
que BN C # I, entonces:

Axy (BNO) = ((Axy (BNC))NB) U (Axy (BNC)*NCE) £

Si (A (BN C)°) N B° # ) podemos usar (Wx5) para reemplazarlo por A x,, B¢, pues
(BNC)°N B¢ = B°. Analogamente, Ax,, (BNC)*NC® = Ax,, C°si Ax,, (BNC)°NCE £ 0.

Como al menos uno de ellos es no vacio, se obtiene que:

AU (A, B
AU (Axy (BNC)°) = AU (A xy C°)
AU (A #y B U (A %y C°)

Que equivale al postulado (W—5) luego de aplicar la identidad de Harper. O
Demostracion de Teorema 8.1.9.

De postulado a particiéon: Fijado un conjunto A consideremos la siguiente construccion
recursiva sobre el conjunto de indices J:

XO = A*wI

X; = Axy < N X,‘;)
0<k<j
Notar que los conjuntos X; son disjuntos dos a dos por (Wx1), y que Xo = A por
(Wx4), a menos que A = (). Ademés, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que X; # 0, de lo contrario, si hay un m € J tal que X,, = 0, como J es bien
ordenado podemos tomar [ el menor elemento de J tal que X; = (). Esto significa que
N X$=0por (Wx3) y que todo X; # 0 si j <. Entonces, Xj = ) para todo
0<j<l
k>1lpor (Wxl)y | X; =Z. En particular, podemos redefinir el indice de la
0<j<l
definicion recursiva considerando el intervalo [0,1).
Tomemos ahora {Z;};c; una cadena estrictamente creciente de conjuntos de Z

definida como Z; = |J Xj. Claramente, Y = |J X es el supremo de la cadena.
0<k<j JjeJ

Supongamos que Y¢ = X \ 'Y # (). Entonces, podemos tomar X = A%, Y, que es
no vacio por (W=3) y por lo tanto un elemento de la recursion. Pero XNy = (0, por
lo que Y no es maximal, obteniendo una contradiccién. Podemos concluir entonces
que {X};jes es una particién bien ordenada de Z.

Veamos ahora que dado ) # B C Z, entonces A x B = BN X,,, donde n se lo toma
como min {j € J| BN X, # (0}. Por definicion de n, si m < n entonces BN X, = 0,
luego:
BcC () X§=2
0<j<n
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Recordar que X,, = A %, ZS, por lo que (A x,, Z5) N B # () por definicion de n, ast
que podemos aplicar (Wx5):

XnNB= A%y Z;)NB=Ax%, (Z;NB)=Ax, B

De particion a postulado: Consideremos A, B, C C T tal que (A%, B)NC # 0y
supongamos que tenemos { X ]A}je J una particion bien ordenada de Z tal que:

e AxB=BNX; donde n =min{j € J|BNX#0}y
e Ax(BNC)=(BNC)NX;) donde m =min{j € J[(BNC)N X # 0}.

Por (Wx1) sabemos que (BN C) # (), entonces (BN C) N X,, # 0 por (Wx3), por
lo que BN X,, # (). Esto implica que n < m por definiciéon de n. Por otro lado, por
hipotesis tenemos que (BN C) N X, # 0, por lo que anidlogamente al caso anterior
podemos deducir que m < n. Concluimos que:

(A% BYNC = (BNC)N X, = A* (BNC)

Con esto vimos que *,, satisface (Wx5).

Demostracion de Lema 3.2.2.

1. El caso patologico es cuando se considera A = (). En este caso, (WL1) implica que
() —p B =0, por lo que en particular () —, B C B para cualquier B # Z. Por lo tanto,
no se satisface (W-3).

2. El caso patologico es cuando se considera A = (). En este caso, (WL1) implica que
() %, B =0, por lo que en no satisface (Wx3).
0

Demostracion de Teorema 3.2.4. Las doble implicaciones entre los postulados de &, y oy
se deducen de forma directa ya que valen las identidades de Levi y Harper, por lo que nos
concentraremos en probar la doble implicacién entre los postulados de ., y las propiedades
de 0. Retomamos la prueba del Teorema 3.1.3 y recordamos que, definido el operador & ,,
via postulados, tenemos que o(A, B) = (A e,B) N A°. Mientras que si lo que tenemos
definido es la funciéon o, tomamos A & ,B = AU (A, B). Se deduce directamente por estas
construcciones que &, cumple (W e 4) si y solo si o es standard. Ademaés satisfacer (WI1)
en este contexto equivale a que o sea strong standard.

Supongamos ahora que A # 0y B#Z.Si A C B, como ¢ es semantically successful
under consistency, es inmediato que o(A4, B) # (), por lo que AUc (A, B) € B por definicion
de 0. Por otro lado, si A € B, entonces claramente A U o(A, B) € B. Esto prueba que
AUo(A, B) satisface (W ¢3).

Probemos que o(A, B) = (A e ,B) N A° es semantically successful under consistency.
Supongamos que () # A C B C Z. En particular, B¢ C A°. Por otro lado, (W & 3) nos dice
que en este contexto A, B ¢ B, es decir, (A ,B)N B # (). Luego, ) # (Ae,B)NB° C
(Ae,B)N A = o(A, B), concluyendo que o es semantically successful under consistency.

O

Demostracion de Teorema 3.2.5. Veamos que o es local a partir del operador & ,. Apli-
cando (WL1) y (W &4) tenemos que:

AeyB = J{w}e,B
weA
- (Y vetnm)u( Y )
= AU eLAJﬁBU({w}’B)
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Por la construccion de &, a partir de o se deduce que es local. La secuencia de igualdades
en el otro sentido prueba que si o es local y standard, entonces &, satisface (WL1).

Continuamos viendo que o es local a partir del operador ¢. Aplicando (WL1) y (Wo4)
tenemos que:

Aoy B = LEJA({w} oy B)

= (U {fwhu( U ({w}nB)Uo({w}, BY))

wEANB weANBe
= (AnBu U o({w}, B
wEANBe

Por la construcciéon de ¢ a partir de o se deduce que es local. La secuencia de igualdades en
el otro sentido prueba que si o es local y standard, entonces ¢, satisface (WL1). O

Demostracion de Corolario 3.2.6. Notar que, suponiendo A # () se tiene que (Wo3) es
equivalente a (W=3). Por otro lado, en la demostracion del Teorema 3.1.9, el tnico caso en
donde usamos (W=x4) es para cuando tenemos que Xg = A ¢,y Z. Como A C Z, podemos
utilizar (Wo4). O

Demostracion de Teorema 3.2.7.

De postulados a construccion: Para un w € A decimos que = <, y ssi x = w o bien
{w} oy {z,y} = {x}. Por los postulados (Wx1) y (Wo3), esta relacion es reflexiva.
Si sucede que = <, ¥y y y <y x, €so significa que {w} o, {z,y} = {z} = {y}, por lo
que x = y. Luego <,, es antisimétrica.

Para ver que es transitiva, supongamos que z <, y v ¥y <y 2 Y veamos que r <y, 2.
Si x = w entonces x <, z por definicién, por lo que supondremos que = # w. Esto
implica que y # w y, analogamente, z % w. Para este caso analizaremos el resultado
de {w} oy {z,y,z}. Por (Wob), tenemos que:

o ({w}ou {z,y,2}) N{z,y} C {w} ou {z,y} = {z}, luego y & {w} oy, {2,y z};
o ({whow{z,y,2}) N{y, 2} S {w}ow {y, 2} = {y}, luego z & {w} ow {2,y 2};

Por lo tanto, {w} oy {z,y,2} C {z}. Como {w} oy, {z} C {z,y,z} por (Wxl),
usamos (Wo6) para deducir que {w} o {z,y,2} = {w} o, {z}. Por (We3) y
(Wx1) concluimos que {w} o, {x} = {z}. Luego, {w} oy {z,y, 2} = {z}. Entonces,
{wlop{z,y, 2} C{x, 2} y {w}oy{z, 2} C {z,y, 2z} por (Wxl). Se deduce de (W<6)
que {w} oy {x,y, 2} = {w} oy {x, z}. Luego, {w} o, {z, 2} = {x}, lo que significa que
x <y z. De esta forma, se prueba que <,, es un orden. Como asignaciéon, podemos ver
que, via (Wod) {w} o, {x,w} = {w}, la asignacion es fiel, es decir w es un minimo
de <.

Veamos ahora que A ¢,, B cumple la igualdad del enunciado. Por (WL1), sabemos
que podemos reescribir A ¢, B de la siguiente manera:

Aoy B = U{w}owB
weA

Esto en particular prueba la igualdad en el caso en que A = () y para cualquier B,
de un lado por (We4) y del otro porque no habria elementos para unir. Ademas,
si B = () sabemos por (Wx1) que A ¢, B = () para cualquier A, mientras que
min (), <,,) = 0 por ser un subconjunto de ). Asi que en este caso también coinciden
para cualquier A. Por lo que alcanza con probar que, si B # ():

{w} oy B=min(B,<,)={ze€B|VyeB,y#x,y v}
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Veamos primero que {w} ¢, B C min(B,<,). Sea z € {w} o, By y € B, y # =z,
entonces por (Wob), tenemos que:

z € ({w}ow B)N{z,y} € {w}ow {z,y}

Lo que significa que {z} C {w} o, {z,y} C {z,y}, en cualquier caso, y £, .
Por lo tanto, z € min(B, <,). Por otro lado, si * € min(B, <), tenemos que
{z} C{w} oy {z,y} C {z,y} para cualquier y € B. Aplicando esto en (Wo7), con
S ={{z,y} |y € B, y # z}, resulta que:

ze () (w}ow{z,y}) C{w}o, B

yEB\{z}

Por lo que z € {w} ¢, B. Concluimos entonces que {w} ¢,, B = min(B, <,,). Por
ultimo, notar que la igualdad y (Wo3) confirman que <,, es bien fundada.

De construccion a postulados: Veamos que A o, B = |J min(B, <,,) satisface los
weA
postulados:

(Wob) Seaw € Z. Dado un = € min(B, <,,)NC, es claro que x € BNC'. Si tomamos
y € BNC, y # x, tenemos que y £, x pues € min(B, <,) v y € B. Luego
x € min(B N C, <y). Luego:

cn U min(B, <,) C U min(C' N B, <)
weEA weA

(Wo6) Sean A, B,C C T tales que Aoy, BC Cy Aoy, C C B. Por la construccion,
esto significa que para cualquier w € A vale que

min(B,<,)CC y min(C,<,)CB

Como <, es bien fundado, tenemos que min(B, <,,) # () # min(C, <,,). Supon-
gamos que existe z € min(B, <,,) tal que x € min(C, <,,). Eso significa que
existe y € min(C, <) tal que y <, z. Pero como min(C, <,,) C B, entonces
y € B. Luego <, y o bien no se relacionan, llegando a una contradiccién.
Como la hipotesis es simétrica para B y C, tenemos la doble inclusiéon entre
min(B, <,,) y min(C, <,). Luego, aplicando el resultado en la construccion,
tenemos que Ao, B = Ao, C.

(Wo7) Seaw € Ty S CP(I), tomamos z € () {w} o, B= () min(B,<,). Si

BeS BeS

y € USyx #y, entonces existe B, € S tal que y € By. Como x € min(B,, <),

se tiene que y £, x. Como la eleccion del y fue arbitraria para cualquier

elemento de | J S, se tiene que x € min(|J 5, <u) = {w} oy (U S). En conclusion,
M {w}ow B C {w} ow (US)

BeS

O

Demostracion de Teorema 3.2.8. En la prueba del Teorema 3.1.9, para definir la particion,
aplicamos los postulados (Wx4), (Wx%3) y (Wx5). Si restringimos estos postulados al
caso en que A = {w}, es inmediato que son equivalentes a (Wo4), pues {w} N B # () ssi
{w} C B, (Wo3), pues {w} # 0, y (Wo8). Por lo que se puede replicar la demostracion
y para cada {w} obtener una particién de Z como lo determina el Teorema 3.1.9. Por
el Corolario 3.1.10 estas particiones estan en relaciéon uno a uno con predrdenes totales,
definiendo una asignacion faithful con cada {w}. Finalmente, aplicando (WL1), se deduce
la igualdad que queriamos probar.
Ahora veamos que (Wo8) implica (Wo5), (Wo6) y (WoT):
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(Wo5) Si (Ao, B)NC = ) entonces se deduce trivialmente, si no, aplicando (WL1)
notamos A’ al conjunto de w € A tales que ({w} ¢, B) N C # (). Luego, por (Wo8),
se tiene que ({w} o B)NC = {w} o, (BN C). Por lo tanto:

(Aoy B)NC = U {w}lou B)NC
weA
= U {whow(B00)
C U {w)ow(BNC)=A0,(BNC)
weA

(Wo6) Supongamos que Ao, BC Cy Aoy, C C B. Si Aoy, B = () entonces por (Wo3)
tenemos que A = () o bien B = (). En cualquier caso, notar que A ¢, C = () por
hipotesis o usando (Wo4). Luego, A o, B = Ao C = (). La situacion es simétrica si
A o,y C = (). Supongamos entonces que A ¢, B # () # A o, C. Aplicando (Wo8) y
(WL1) similar a como lo hicimos antes, tenemos que:

Aoy B= (Ao, B)NC = | {w}ow B)NC
weA
= LGJA{w} op (BN CO)

w
= Ao, (BNCQC)
Una vez més, esto también aplica a A ¢, C, resultando que:

Aoy B=Ao, (BNC)=AoC

(WoT) SiweZySCP(Z), por (WoeB) sabemos que ({w} o, (US))NB = {w}o, B para
cualquier B € S tal que ({w} o (U S)) N B # (. Tomamos S’ C S el subconjunto de
tales elementos B. Entonces:

U {w}ow B ={w}ou (9

Bes’

En particular, tenemos que [ {w} oy B C {w} oy, (U S), por lo tanto:
Bes’

M {w} ow B € {w} o ((JS)

BeS
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Capitulo 4

Shielded Contraction sobre Mundos

Si este es el mejor de los mundos
posibles, jCémo seran los otros!

Candide, M. de Voltaire (1758)

En la Seccién 2.5 definimos las familias de operadores shielded contraction y credibility-
limited revision para una teoria K. En ambos casos existe un conjunto fijo de férmulas
retractables R o bien creibles C, que determina si la formula puede o no generar un cambio
en el conjunto de creencias. A través de la identidad de Harper estos conjuntos se relacionan
por la negacion: si = € C entonces p € R. En este capitulo nos enfocaremos en adaptar
esta idea a nuestro marco actual centrandonos en C, y la usaremos para construir operadores
world shielded contraction.

Recordemos ademas que para esos operadores tanto el conjunto de creencias como
el de credibilidad son fijos. Como en el marco conceptual de mundos consideramos al
conjunto de creencias como un parametro, esto nos motiva a considerar que el conjunto
de credibilidad dependa del conjunto de creencias. De hecho, podemos entender que estos
conjuntos representan una informacién extralogica dado un conjunto de creencias. También
en nuestro marco tenemos que el conjunto de creencias y la observacion se interpretan
de la misma manera. Es por eso que decidimos trabajar con relaciones credible sobre
P(Z), donde los conjuntos de creencias se relacionan con las observaciones. Tal cambio
es una simplificacién notacional que nos ayuda a percibir a ambos pardmetros en una
misma categoria, pero que resulta equivalente a la propuesta original: fijado un conjunto de
creencias A, el conjunto de observaciones creibles se define a partir de todas las observaciones
B tales que A se relacione con B.

Las relaciones credible parecen entonces enriquecer la estructura conceptual de los
operadores de mundos vistos hasta el momento, tal y como lo hacen los conjuntos retractables
y de credibilidad en el caso clasico. Pero luego de estudiar la version adaptada de shielded
contraction para mundos, veremos que esta familia de operadores es en realidad la familia
de operadores elementary world contraction. Esto significa ademés que las funciones world-
selection capturan la informaciéon que se genera a partir de una relacién credible en el
contexto de cambio de creencias. A la luz de este resultado, reflexionaremos sobre las
identidades de Levi y Harper y analizaremos el vinculo entre los operadores elementary
world revision y credibility-limited revision.

4.1 Operadores World Shielded Contraction

En general, los operadores no priorizados que vimos en el Capitulo 2 incluyen una condicién
extraldgica que determina si se realiza el cambio de creencias o no. Es decir, tienen un
condicional que decide entre preservar completamente su conjunto de creencias o aplicar un
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operador priorizado. En el caso de los operadores shielded contraction, como su nombre lo
indica, nos referimos a operadores contraction. En nuestro marco conceptual, el condicional
que usaremos es una relacion definida sobre P(Z).

Definiciéon 4.1.1. Sean < una relacion definida sobre P(Z) y —, un operador weak
prioritized world contraction que satisface (W—1), (W—=2) y (W &3). Definimos el
operador world shielded contraction -, : P(Z) x P(Z) — P(Z) como:

A—,B SiA< B¢
A Caso contrario

A-e,,B = {

Si el operador —,, ademas satisface (W—3), diremos que el operador -e-,, es basic.

Recordemos que un operador contraction reduce la informacién que tiene un conjunto de
creencias agregando nuevos mundos inconsistentes con B. Por lo que un operador shielded
contraction, para decidir contraer por una observacién B, debe considerar creible B¢, ya
que seleccionara a un subconjunto de B¢ para agregar a su nuevo conjunto de creencias.

A partir de la Definiciéon 4.1.1 es posible construir dos operadores world shielded
contraction diferentes (i.e. definidos por diferentes relaciones credible y operadores weak
prioritized world contraction) con el mismo comportamiento para cualquier par (4, B).
Esto sucede porque A-e-,B = A puede valer por dos motivos diferentes: o bien A £ B¢,
y es el caso por definicién, o bien A < B¢y o_(A, B) = (), siendo o_ la funcion world-
selection del operador prioritized —,, asociado. De esta manera, cualquier par (A, B) tal
que o_(A, B¢) = () puede descartarse o incluirse en < y no cambiaria el comportamiento de
-o—,,. Por lo tanto, es posible decidir qué pares se relacionan o no en estos casos para utilizar
los resultados vistos en la Seccion 4.2. La perspectiva de que la informacién relevante de <
sea aquella en la que o_ dé resultados no vacios nos permite caracterizar a la familia de
operadores world shielded contraction y ver que, en realidad, es la familia de operadores
elementary world contraction.

Teorema 4.1.2. Sea el operador -, : P(Z) x P(Z) — P(Z). Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. -o-y, es un operador world shielded contraction segun la Definicion 4.1.1.

2. -y, es un operador elementary world contraction (i.e., satisface (W—1) y (W—2)).

Mads ain, los operadores world shielded contraction estdn en correspondencia uno a uno con
los operadores elementary world contraction, donde:

A<B siysolosi  o(A,B)#0
Demostracion en la pdgina 60, al final del capitulo.

Este teorema no s6lo confirma que la familia de los operadores world shielded contraction
es en realidad la familia de operadores elementary world contraction que vimos en el capitulo
anterior, sino que también da una manera sistematica de diferenciar operadores world
shielded contraction.

Ahora bien, analicemos si la relaciéon definida se comporta acorde a la nocién de
credibilidad. Por ejemplo, si tomamos el postulado (W & 4) o equivalentemente la propiedad
de o de ser standard, se fuerza a que si ) # A C B entonces o(A4, B¢) = (). Lo mismo
sucede con la propiedad de o de ser normal, s6lo que haciendo referencia a los pares (A, B)
tales que AN B # (). Si usamos la idea de que A < B si 0(A, B®) # ), se puede llegar a
interpretar que toda B observacién aceptada o indeterminada sea no creible. Por lo que
la relacién del teorema anterior puede no coincidir con nuestra interpretaciéon usual de
credibilidad. Pero aprovechando que es posible decidir libremente qué pares (A4, B) que
satisfacen o(A, B®) = ) se pueden interpretar como creibles o no, podemos considerar una
relacion que modele de manera més natural la nocion de credibilidad. Por ejemplo, si A = ()
6 AN B # () o bien o(A, B®) # (), entonces B deberia interpretarse como crefble en A.
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Teorema 4.1.3. Sea R una relacion sobre P(I) y sea —y, un operador weak prioritized
world contraction (i.e, que satisface (W—1), (W—2) y (We 3)). Construimos el siguiente
operador world shielded contraction /Z, : P(Z) x P(Z) — P(Z) como:

A—, B St ARB¢
A Caso contrario

Az = {

Entonces, existe un operador world shielded contraction -e-,, equivalente a Zy tal que, si
AlyB = AUo(A, B) con o la funcion world-selection que representa /,, como operador
elementary world contraction, la relacion que define a -e-, es:

A<B si y solo si (ANB)UG(A,B°)#0 6 A=10
Demostracion en la pdgina 60, al final del capitulo.

Los Teoremas 4.1.2 y 4.1.3 nos muestran que a partir de las funciones world-selection
obtenemos relaciones que asocian operadores world shielded contraction con operadores
elementary world contraction. Esto refuerza el concepto de que las funciones world-selection
representan la informacién extralogica del agente.

Definicién 4.1.4. Dada una funcién world-selection o, consideramos las siguientes relacio-

nes sobre P(Z):
e A <, B dada por (A, B°) # 0, es la relacion significativa;
e A <1 Bdadapor o(A,B°) =0 yobien A=06 AN B # (), es la relacion tautoldgica;

e A < Bdadapor A<, Bobien A <1 B eslarelaciéon credible y coincide con la relacion
asociada a un operador elementary world contraction considerada en el Teorema 4.1.3.

La definicién anterior explicita qué relaciones es posible definir a partir de una funcién
world-selection. Esto nos permite movernos entre las familias de operadores world shielded
contraction y las elementary world contraction. La relacién < es el menor subconjunto
con el cual podemos asociar a la familia de operadores elementary world contraction con la
familia de world shielded contraction. La relacién < también nos permite esta asociacion,
con la diferencias de que < tiene un comportamiento que modela mejor la nocién de
credibilidad.

Veamos qué sucede cuando o satisface algunas propiedades de las funciones world-
selection que vimos en el Capitulo 3. Si o es strong standard (aprovechando que ademas de
standard también incluye los casos A = (), tenemos que que si A C B entonces A <1 B,
mientras que si es normal, sucede que A <1 B equivale a que A = () o bien AN B # (.
Esto tltimo fuerza a que A< By ANB = # B siysoblosi A=<, B, teniendo asf una
vinculacién explicita entre las relaciones significativa y credible de o. Pero notemos que, en
ambos casos, las propiedades de standard o normal no generan cambios en la relacion <,
solo sucede que pares (A, B) que podrian cumplir A < B ahora estan forzados a cumplir
A <1 B.

En el caso de que o sea semantically successful under consistency, sucede que si
A#0)#By AN B =10, entonces (A, B) # (), por lo que A <; B. Es decir, A< Bsiy
solo si B# () 6 A= B = (), la relacion credible mas grande posible. Como caso particular,
lo mismo sucede si o es semantically successful. Ambos coinciden con lo que la relaciéon
representa en este contexto: el agente siempre realiza un cambio en sus creencias ante una
observacién consistente.

Existen més propiedades que se pueden considerar para las relaciones, basadas en
las propiedades que los autores en [6], [21] consideraron para los operadores shielded
contraction y credibility-limited revision. En la siguiente seccién las presentaremos en el
marco conceptual de mundos y en términos de relaciones. Se destaca ademés que, si bien
las propiedades a considerar estan inspiradas en lo que ocurre con los operadores de cambio,
las definiciones de las relaciones y sus propiedades no estan determinadas por los mismos.
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4.2 Relaciones Credible en Mundos

En el marco conceptual de mundos utilizaremos relaciones credible para representar aquellas
situaciones en que una observacion B se considera apta para cambiar un conjunto de
creencias A. En la seccion anterior identificamos algunas de estas situaciones: cuando
ANB # 0y cuando A = (). Podemos agregar también casos donde una observacion no es
crefble, como ser cuando A # () y B = (), es decir, que la observacién inconsistente no es
creible para conjunto de creencias consistentes.

Definiciéon 4.2.1. Sea < una relacion definida sobre P(Z). Diremos que < es:
pro-consistent observation si cumple que si A < (), entonces A = (;
compatible si cumple que si A =06 AN B # () entonces A < B.

Una relacion < definida sobre P(Z) pro-consistent observation y compatible la llamaremos
credible y representara las siguientes actitudes epistémicas:

e Bescreibleen Asi A< B,
e Besnocreibleen Asi A £ B.

Asi, las relaciones credible asociadas a funciones world-selection son un caso particular
de las relaciones credible consideradas en esta seccién.

Corolario 4.2.2. Sea o una funcidn world-selection y < su relacidn asociada. Entonces <
es pro-consistent observation y compatible.

Existen otras propiedades, basadas en [6], [21], vinculadas a la estructura de conjuntos
de P(Z) que simplifican la representacion de la relacion.

Definiciéon 4.2.3. Sea < una relacion definida sobre P(Z). Diremos que es:
closed over inclusion si cumple que si A < By B C B’ entonces A < B’;

union complete si cumple que si A < (|JS) para un S C P(Z) \ {0} entonces existe
B € S tal que A < B;

complement complete si cumple que A < B 6 A < B€ para cualquier A, B C Z;

core definable si existe una funcion « : P(Z) — P(Z), que llamaremos core, tal que
A < B es equivalente a a(A) N B # (), a menos que A = B = (;

closed over inverted inclusion si cumple que si A < B, ANB =0y 0 # B'C B
entonces A < B’;

union distributive si cumple que si A < By AN B =) para todo Be S CP(Z)\ {0}
entonces A < (|J9).

frame definable si existe una funcion Q2 : P(Z) — P(Z), que llamaremos frame, tal que
si ANB =0y B # () entonces A 4 B equivale a Q(A) N B # (.

En el contexto de relaciones de credibilidad, la propiedad de ser closed over inclusion
representa el comportamiento de que si una observaciéon B es crefble, también debe ser
creible cualquier observacion B’ que la contenga, ya que es méas débil. Union complete se
refiere a que si la unién de una coleccién de observaciones es creible es porque hay una
de esas observaciones que se la considera crefble. Complement complete significa que o
bien una observaciéon o su complemento es creible. Por tltimo, core definable emula una
extension del conjunto de creencias A: asf como AN B # () representa que B es no rechazada
en A, a(A) N B # () representa que B es crefble en A. Muchas de estas propiedades estan
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inspiradas en algunas condiciones dadas para el conjunto de credibilidad C en [21] fijado
un conjunto de creencias A, como ser single sentence closure, disjunctive completeness y
negation completeness. Ahondaremos en esto cuando adaptemos el marco conceptual de
mundos a logicas, en el Capitulo 7.

También se pueden considerar comportamientos inversos a los anteriores. Por ejemplo,
en el caso de closed over inclusion, closed over inverted inclusion se trata de considerar
creibles observaciones mas fuertes a las que ya se consideran creibles, con la condicién
de que tales observaciones sean rechazadas por A. En el mismo sentido tenemos a union
distributive, respecto de union complete, que afirma que la unién de observaciones creibles
rechazadas debe ser creible. Frame definable define un comportamiento similar al de core
definable, pero como viene ocurriendo con los comportamientos inversos, solamente se
enfoca en identificar qué pares que cumplen A N B = () # B quedan afuera de la relacion.

Las propiedades propuestas para < pueden vincularse. Comenzaremos viendo qué
podemos deducir cuando < es closed over inclusion.

Proposicion 4.2.4. Sea < una relacion definida sobre P(I) closed over inclusion. Entonces:
1. es union distributive;

2. Si vale que ) < 0, entonces ) < B para todo B C I;

3. Si es union complete y B # ), entonces A < B si y sdlo si existe w € B tal que A < {w};

4. Si es union complete y ademds vale que si A # () entonces existe B tal que A € B y
A < B, entonces es complement complete;

Demostracion en la pdgina 61, al final del capitulo.

Otra vinculacion la podemos encontrar entre closed over inverted inclusion, union
distributive y frame definable.

Proposicion 4.2.5. Sea < una relacion definida sobre P(Z), entonces es closed over
inwerted inclusion y union distributive si y sdlo si es frame definable. En tal caso:

QA) ={w e Z[AA{w}}
Demostracion en la pdgina 61, al final del capitulo.

Los casos core definable y compatible son de mayor interés, por lo que los analizaremos
de de manera mas detallada. En la definicion de core definable se evita el caso (0, () ya que
no puede ser representado mediante la interseccién. En el siguiente teorema veremos que esta
propiedad ademas puede ser vista como equivalente a ser simultaneamente pro-consistent
observation, closed over inclusion y union complete.

Teorema 4.2.6. Sea < una relacion definida sobre P(ZI), entonces < es pro-consistent
observation, closed over inclusion y union complete si y sélo si es core definable. En tal
caso, la funcion core se puede construir de las siguientes maneras:

a(Ad)={weI|A<{w}}= () B
ALBe

Mds atin, st < es:
1. complement complete, entonces a es mo vacia
2. closed over inverted inclusion, entonces a(A) C A o bien A° C a(A) para cada A C Z;

3. compatible, entonces A C a(A) si A£ D ya(d)=1T.
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Demostracion en la pdgina 61, al final del capitulo.

Del Teorema 4.2.5 y 4.2.6 podemos concluir que Q(A) = a(A)¢, por lo que es posible
intuir un comportamiento dual. Sin embargo, notar que cuando usamos 2(A), lo hacemos
suponiendo que AN B = () # B, mientras que para a(A) pedimos que A # () 6 B # (.

Para finalizar, tenemos la propiedad compatible. Esta propiedad, en principio, da una
base minima de casos creibles. El hecho de que los casos no rechazados estén incluidos en la
relacién, hace que s6lo nos preocupemos por los casos rechazados, simplificando y validando
otras propiedades.

Teorema 4.2.7. Sea < una relacion definida sobre P(I). Si < es compatible entonces es
complement complete, ) < B para todo B C T y si A # () entonces exsite B tal que A € B
y A< B. Mds ain, si < es:

1. closed over inverted inclusion entonces es union complete;

2. frame definable y pro-consistent observation, entonces:
A<B siysolosi  A=06ANB#0DiANB=0#B,QQA)NB=10
3. closed over inverted inclusion y core definable entonces es frame definable con la funcion
Q definida como Q(A) = a(A)¢ y para cada A C T vale que a(A) = A o bien a(A) =T.

Demostracion en la pdgina 62, al final del capitulo.

Estos resultados nos permiten clasificar las relaciones credible segtiin las propiedades
analizadas y sus combinaciones.

Definicién 4.2.8. Diremos que una relaciéon credible < es:
bottom-up si ademés satisface closed over inclusion;
top-down si ademés satisface closed over inverted inclusion;
core si ademés es core definable;

frame si ademaés es frame definable;

dichotomic si ademés es core y frame definable.

Habiendo conceptualizado nociones de credibilidad y considerado algunas propiedades
posibles, aplicaremos esta estructura para clasificar operadores world shielded contraction.

4.3 Propiedades de Relaciones Credible en Funciones
World-selection

En la Seccion 4.2 identificamos propiedades que las relaciones credible pueden cumplir
para reflejar cierto comportamiento posible de esta dindamica. Cabe preguntarnos entonces,

.bajo qué propiedades de las funciones world-selection, su relaciéon credible < satisface tales
propiedades?

Definicién 4.3.1. Sea o una funcién world-selection. Diremos que o es:

weak null-monotonic si satisface que dado S C P(Z)\{Z},si AC (N Syo(4,NS)=10
entonces existe B € S tal que o(A4, B) = 0;

null-monotonic si satisface que si 0(A,B) =0y 0 # A C B C B’ entonces o(A, B") = {);

Y
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weak inverted null-monotonic si satisface que dado S C P(Z)\{Z}, si para todo B € S
se tiene que ) # A C By o(A, B) = ) entonces o(A,(S) = 0;

inverted null-monotonic sisatisface quesio(4,B) =0y 0 # A C B’ C B # T entonces
o(A, B") = 0;

Estas definiciones determinan propiedades que se relacionan directamente con el contra-
rreciproco de las propiedades para las relaciones credible de la Definicion 4.2.3.

Teorema 4.3.2. Sea o una funcion world-selection y < su relacion credible asociada.
Entonces:

1. < es closed over inclusion si y solo st o es null-monotonic;

2. < es closed over inverted inclusion si y solo si o es inverted null-monotonic;
8. < es union complete si y sélo si o es weak inverted null-monotonic;

4. < es union distributive si y sdlo si o es weak null-monotonic;

5. 51 < es core definable, entonces su funcion core se puede representar como:

a(A) =AU | o4, {w})

weAC
Demostracion en la pdgina 62, al final del capitulo.

De esta manera, todas las propiedades de las relaciones credible que no se deducen
directamente por la construcciéon estéan representadas una a una por propiedades de las
funciones world-selection. Esto nos ayuda a entender qué subfamilias de operadores estan
entre los operadores elementary world contraction y weak prioritized world contraction.
Las propiedades de las funciones world-selection las entendimos como monotonia en el
segundo parametro en caso de que la respuesta de la funcién sea vacio. Las propiedades weak
null-monotonic y weak inverted null-monotonic son las versiones més débiles de monotonia,
en el sentido de que la misma vale para algunos subconjuntos. Después tenemos las versiones
més fuertes de monotonia. Via el Teorema 4.2.6, la combinacién de estas cuatro propiedades
nos permite reescribir la relaciéon con una funcién core a.

Definicién 4.3.3. Sea —,, un operador elementary world contraction, que satisface (W—1)
y (W—=2) y sea ¢ su funcién world-selection asociada. Decimos que el operador es:

bottom-up world contraction si ¢ es null-monotonic;

top-down world contraction si o es inverted null-monotonic;

core world contraction si ¢ es null-monotonic y weak inverted null-monotonic;
frame world contraction si o es inverted null-monotonic y weak null-monotonic;
dichotomic world contraction si ¢ es null-monotonic e inverted null-monotonic;

La subfamilia dichotomic lleva su nombre porque, como lo afirma el Teorema 4.2.7,
para cada A se tiene que a(A) = A o bien a(A) = Z. Es decir, para cada A o bien
o(A,{w}c) = {w} para todo w € A o bien o(A, {w}®) = 0 para todo w € A°.

Fijemos un A # () y supongamos que (A, {w}¢) = () para todo w € A°. Si tomamos
B tal que A C B, como existe w € A° tal que B C {w}¢, tenemos que (A, B) = () por
ser inverted null-monotonic. En conclusion, (A, B) = () para cualquier B aceptado por A.
Esto significa que toda observaciéon no aceptada por A es retractable, es decir, mientras
que los casos interesantes a contraer no son retractables. Como situacién extrema, esto
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podria pasar con todos los conjuntos de creencias, que combinado con que ¢ sea normal,
nos queda el operador elementary world contraction trivial A — B = A.

Supongamos ahora, nuevamente fijado A # ), que o (A, {w}¢) = {w} para todo w € A°.
Si A C B, y aplicando la misma idea de antes pero el contrarreciproco de null-monotonic,
obtenemos que o (A, B) # (). Si esto sucediera para todo conjunto de creencias, tendriamos
un operador weak prioritized world contraction, donde la funcién core es constantemente Z.

Como ocurri6 en el capitulo anterior, las propiedades de las funciones world-selection
pueden capturarse via postulados de operadores world contraction.

Definicion 4.3.4. Dados A, B € P(Z), se consideran los siguientes postulados para un
operador —y, : P(Z) x P(Z) — P(Z):

(W-1) Si A—, BC By B C B entonces A —,, B C B’ (success propagation).
(W-2) SiA—, BC By AC B C B#1T entonces A —,, B' C B’ (success reduction).

(W--3) Si A # () entonces existe C' tal que A—,, B Z B siy solosi C € B (core success).

(W-e-4) Si A # () entonces existe C tal que A —, B € B siy solo si A € B o bien
C C B # T (frame success).

Los postulados success propagation (W-e-1) y success reduction (W-e-2) hacen referen-
cia a las propiedades de monotonia de las funciones world-selection. Las propiedades weak
null-monotonic o weak inverted null-monotonic no pueden representarse con postulados que
eviten utilizar uniones e intersecciones arbitrarias, pero si pueden capturarse al combinarlas
con otras propiedades. Sabemos de la Seccién 4.2 que estas combinaciones redundan en
tener las funciones core y frame, representadas via postulados por (W-e-3) yv (W-e-4)
respectivamente. Finalizaremos esta seccién caracterizando las propiedades de las funciones
world-selection asociadas a operadores elementary world contraction via postulados.

Teorema 4.3.5. Sea —,, un operador elementary world contraction, i.e. que satisface
(W—1) y (W—2). Entonces:

1. —y es un operador bottom-up world contraction si y sdlo si satisface (W-e-1);
2. —y es un operador top-down world contraction si y sdlo si satisface (W-e-2);
3. —u es un operador core world contraction si y sdlo si satisface (W-e-3);

4. —y es un operador frame world contraction si y solo si satisface (W-e-4).

Demostracion en la pdgina 63, al final del capitulo.

De esta manera, diversificamos atin més el arbol de familias de los operadores elementary
world contraction. Cabe preguntarnos entonces si ocurre lo mismo que en el Capitulo 3,
donde las propiedades de las funciones world-selection también podian reflejarse en términos
de operadores elementary world revision.

Por otro lado, tenemos que los operadores world shielded contraction deberian correspon-
derse con las versiones world de los operadores credibility-limited revision, pero ya vimos que
los operadores elementary world contraction estan en correspondencia con los operadores
elementary world revision, que son priorizados. En la siguiente secciéon analizaremos qué
sucede con las identidades de Levi y Harper relacionadas con los estos operadores.
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4.4 Operadores World Non-consistent Revision

En lo que va de este capitulo, probamos que la familia de operadores world shielded
contraction es equivalente a la familia de operadores elementary world contraction y vimos
que las propiedades en términos de las relaciones credible se pueden representar segin las
funciones world-selection asociadas a los operadores, i.e., cada subfamilia de world shielded
contraction se corresponde univocamente a otra subfamilia generada por una apropiada
funcién de world-section. Esto entra en conflicto con algunos supuestos implicitos: uno es
que el dual en términos de Levi y Harper de esta familia es la de operadores elementary
world revision, operadores que son priorizados, ya que satisfacen el postulado de success
(Wx1). Cabe aclarar que esto ya habia sido observado en el trabajo seminal de shielded
contraction y credibility-limited revision, pero la decisiéon que se tomo fue acondicionar
la identidad de Levi para que tal dualidad funcione como vimos en la Secciéon 2.5. El
otro supuesto es que las relaciones credible de los operadores shielded contraction son un
enriquecimiento distintivo y separado del operador contraction asociado, en el sentido de
que se piensa a este tipo de operaciones como de dos pasos: primero se decide qué hacer
(via la relacion) y luego se opera (via el operador priorizado). Sin embargo, de los resultados
anteriores, a partir de una funcién world-selection o podemos tener:

e Un operador elementary world contraction definido como A —,, B = AU d(A, B);

e Un operador elementary world revision definido como A %, B = (AN B) U o (A, B°) via
identidad de Harper del operador elementary world contraction definido anteriormente;

e Una relacion credible <; donde A < B siy solo si o(A, B®) # 0;
e Una relacion credible < donde A < B siy solosi (ANB)Uo(A,B°) #0006 A=0;

e Un operador shielded contraction que coincide con el operador elementary world con-
traction, definido por <| o bien < y un operador weak prioritized world contraction
que extienda al operador —,, en los casos en que (A, B) = {).

Podemos ver que el dual de los operadores world shielded contraction, en términos de
las Identidades de Levi y Harper y de la relacién <, esta enfocado en la consistencia del
nuevo conjunto de creencias, no en su éxito (success). Esto se corresponde con los resultados
de los Teoremas 3.1.5 y 3.2.4, donde los operadores (weak) consistent world revision, cuya
funcion world-selection es semantically successful, se corresponden con los operadores (weak)
prioritized world contraction.

Dado que los postulados de la Definicion 4.3.4 son versiones mas débiles del postulado
contraction success (W—3), lo mismo entonces debe existir para el postulado consistency
(Wx3) de los operadores consistent world revision.

Definiciéon 4.4.1. Dados A, B € P(Z), se consideran los siguientes postulados para un
operador #,, : P(Z) x P(Z) — P(Z):

(Wol) Si(Ax,B)NB # 0y B C B entonces (Ax, B')N B’ # () (consistent propagation).
(Wo2) Si (A*yB)NB # 0, ANB =0y 0 # B C B entonces (A%, B)NB # 0
(consistent reduction).

(Wo3) Si A # () entonces existe C tal que (A, B) N B # () siy solo si C N B # () (core

consistency).

(Wo4) Si A # () entonces existe C' tal que (A%, B)N B # () siy solosi ANB # (6
C N B = # B (frame consistency).
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A los operadores elementary world revision #,,, que satisfacen (Wx1) y (Wx2), los lla-
maremos bottom-up world revision si cumplen (Wol) y core world revision si ademas
satisfacen (Wo3). En cambio, a los operadores elementary world revision que cumplan
(Wo1l) se los conoce como top-down world revision si satisfacen (Wo2) y frame world
revision si ademas satisfacen (Wo4). A los operadores elementary world revision que
cumplan simultaneamente (Wo3) y (Wo4) los llamaremos dichotomic world revision.

Cada postulado esta en correspondencia con los de la Definicion 4.3.4. Por otro lado,
en combinacion con el postulado success (Wx1), es posible reemplazar las instancia de
(A%, B)N B por Ax, B.

Teorema 4.4.2. Sea x,, un operador elementary world revision, i.e. que satisface (Wx1)
y (Wx2) y —y su operador elementary world contraction asociado. Entonces:

1. %y satisface (Wol) siy solo si —,, satisface (W-e-1);
2. %y satisface (Wo2) si y solo si —y, satisface (W-o-2);
3. xy satisface (Wo8) si y sdlo si —y, satisface (W-o-3);
4. *y satisface (Wo4) siy sélo si —y satisface (W-e-4).
Demostracion en la pdgina 64, al final del capitulo.

Es posible que llame la atencién que la credibilidad es la que determina la consistencia
de estos operadores revision. Eso no seria muy grave, y hasta podria considerarse correcto
cuando la observacion es creible, pero el problema es que ante algo no creible devuelve un
conjunto de creencias inconsistente. Si aplicdsemos la identidad de Levi a un operador -e-,
world shielded contraction (es decir, (A-e-,B¢) N B al resultado), construido a partir de
un operador weak prioritized world contraction —,, y una relaciéon credible <, definiria el
siguiente operador:

Ax,B SiA<B

C —
(Ae-yB )N B = { ANB Caso contrario

donde *,, es el operador weak consistent world revision asociado al operador contraction —,,.
Se puede apreciar que ante una observaciéon no creible, jel operador aplica una expansion!
Es dificil identificar un agente que se comporte de esta manera, que a lo que considera
no creible decida utilizarlo para expandir su conjunto de creencias. Esto motivo a que se
definiera un operador como credibility-limited revision, que ante lo no creible preserva el
conjunto de creencias original.

A pesar de esto, no ser capaz de modelar un comportamiento deseado no debe ser
motivo suficiente para descartar un operador de cambio. Es importante destacar que el
origen de este operador es diferente al resto: surge de aplicar una generalizacion tedrica
que creemos valida como la Identidad de Levi a un operador contraction construido. Este
tipo de construcciones tal vez no estdn pensadas para representar a un agente, pero pueden
ser utiles para simplificar una teoria o explicitar una herramienta que por ignorarla quedd
escondida. Por ejemplo, un rol que podemos darle a este operador es el de caracterizar el
comportamiento de la relaciéon credible en el contexto de un operador elementary world
contraction:

A<B si y solo si Axy,B#0 6 A=10

Ademés, la falta de consistencia del operador elementary world revision no fue un problema
al momento de presentar los resultados del Capitulo 3. Esto es porque desde el primer
momento, aunque implicitamente, el foco ha estado siempre puesto en poder satisfacer las
Identidades de Levi y Harper. Por otro lado, aceptar este operador nos abre la posibilidad
de preguntarnos qué lugar ocupan los operadores revision no priorizados de la Seccién 2.5.
Esta cuestion la trataremos en el Capitulo 5.
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4.5 Resumen del Capitulo 4

En este capitulo reinterpretamos el comportamiento visto en los operadores shielded
contraction y credibility-limited revision de la Seccién 2.5, que buscan representar una
nocién de retractabilidad o bien de credibilidad de la observacion, respectivamente. Tal
reinterpretacion la hicimos en términos de relaciones <, llamadas credible. Esto nos permitio
simplificar la representaciéon y preservar la idea de poner en igualdad de condiciones al
conjunto de creencias y la observaciéon. Del analisis hecho tenemos dos resultados:

e la familia de operadores world shielded contraction es equivalente a la familia de
operadores elementary world contraction;

e La funcion world-selection o asociada a un operador elementary world contraction puede
definir una relacién credible <:

A<B si y solo si (ANB)Uo(A,B)#£0 06 A=10

de forma tal que el operador puede presentarse como un operador world shielded
contraction mediante esta relacion.

De esta manera, vimos que la nocién de credibilidad que construimos para un agente puede
embeberse en el comportamiento de la funciéon world-selection asociada al operador de
cambio que modela al agente. Esto se distingue de la idea tradicional de que hay dos pasos,
donde primero se analizaba la relacién para luego aplicar el operador correspondiente.

Ademas, las propiedades pensadas para las relaciones credible pueden interpretarse como
propiedades de funciones world-selection. Algunas de ellas pueden deducirse directamente
de la construccién via funciones world-selection, como ser compatible y pro-consistent
observation. Las demas generan subfamilias de operadores elementary world contraction
més débiles que la subfamilia prioritized.

Via la Identidad de Levi del Capitulo 3 y que los operadores world shielded contraction
son operadores elementary world contraction, se deduce que sus duales son los operadores
elementary world revision. Esto parece generar cierta contradicciéon con el estado del arte
visto en la Seccién 2.5. Aunque en realidad, lo que se hizo en ese caso fue adaptar la
Identidad de Levi para que los operadores no-priorizados queden asociados. Nosotros, al
preservar la Identidad de Levi, obtuvimos operadores world non-consistent revision.

Como ocurri6 en el Capitulo 3, es posible construir un arbol de familias (ver Figura
4.1) donde se expresa el mismo concepto de cambio vistos desde los 3 aspectos: funciones
world-selection, operadores elementary world contraction y operadores elementary world
revision. De esta manera, se amplia el arbol de la Figura 3.1 vista en el Capitulo 3,

Arbol de Operadores Elementary World Contraction de tipo Credible

Bottom-up <« — Elementary » Top-down
Null-monotonic Inverted
l Null-monotonic l
Core ~ Dichotomic + Frame
a(A)=Ao6Z (A) = a(A)°
o a(A)=A a(d) =1 Weak
Trivial Prioritized

Figura 4.1: Arbol de relaciones de las familias de operadores elementary world
contraction asociadas a las propiedades world-selection de las relaciones credible.
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Demostraciones de los Resultados del Capitulo 4

Demostracion de Teorema 4.1.2. Por la Definicién 4.1.1, probemos que una -e-,, world
shielded contraction implica que -e-,, satisface los postulados (W—-1) y (W—2):

(W-1): Se deduce de que A es subconjunto tanto de A —,, B como A.
(W-2): Se deduce de que —,, satisface (W—2) y que AN B C A.

Si -e-, es un operador elementary world contraction, sabemos que existe una funcién
world-selection o tal que A-e-,B = AUo(A, B) para cualquier A, B C Z. Consideramos la
siguiente funcién o_:

[ 0(A,B) Sic(A,B)#£0
U—(AaB) = { g’(AjB) Caso contrario

donde ¢’(A, B) es una funcion world-selection semantically successful under consistency
arbitraria. A partir de esta funcion definimos el operador —,, que satisface (W—1), (W—2)
y (W & 3) y tomamos la relacién < del enunciado del teorema para construir un operador
world shielded contraction -=-'. Como A < B¢ si y solo si (A, B) # (), tenemos que si
A < B¢ entonces A-e'B = AUo(A, B) = A-e-B; mientras que si A A B® entonces significa
que A-'B = A por definicion de =’ y Ae-B = AU (A, B) = A por construccion de <.
Luego, A-e-'B = A-e-B es valido para cualquier par (A, B).

Por altimo, definimos una correspondencia uno a uno entre operadores world shielded
contraction y elementary world contraction a partir de las funciones ¢ world-selection. Ya
sabemos que todo operador elementary world contraction esta caracterizado por una funcién
o world-selection. Lo que haremos entonces es caracterizar univocamente a los operadores
world shielded contraction de la misma manera.

Los operadores world shielded contraction estdn determinados por una relaciéon credible
< y un operador —,, prioritized world contraction. Notemos o_: a la funciéon world-selection
que determina al operador —,,. Definimos entonces una funcién ¢ y un conjunto D:

D={(A,B)€eIxT|A<B°yo_(AB)+#0}

tal que o|p = o_|p y o|pe = 0. Es evidente que o es una funciéon world-selection.

Veamos que esta funciéon o caracteriza a los operadores world shielded contraction.
Tomemos dos operadores -e-,, y -1, tales que A--,B = A-e-! B para todo A,B C 7.
Recordemos que esto no necesariamente implica que estén construidos con el mismo operador
v la misma relaciéon. Pero si consideramos la construcciéon hecha arriba para cada operador,
se puede ver que D = D’. Mas atn, o_|p = o_/|p/. Y como A-,B = A=) B = A si
A £ B¢ tenemos que ambos operadores tienen la misma funcién o world-selection.

En conclusion, tanto los operadores elementary world contraction como los operadores
world shielded contraction se puede caracterizar con funciones world-selection, y se la utiliza
de la misma manera en ambos casos para construir al operador. Por lo que podemos concluir
que ambas familias son en realidad la misma. O

Demostracion de Teorema 4.1.3. Por el Teorema 4.1.2 podemos trabajar directamente con
o la funcion world-selection tal que AZ,B = AU o (A, B). Tomando < como la definida
en el enunciado, notemos que si A < B, A # () y B # T entonces o bien AN B # () o bien
o(A, B€) # (. En cualquier caso, AZ,B < B, por lo que podemos definir un operador —/,
que satisface (W—1), (W—-2) y (W=3) tal que:

g [ ALB Si A< B°
W | AUd'(A,B) caso contrario

siendo ¢’ una funcién world-selection semantically successfull over consistency.
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De esta manera construimos un operador world shielded contraction -e-,, a partir de
<y —,, donde ademés sabemos que si A < B¢ entonces A-e-,B = A/, B. Si, en cambio
A #£ B¢ entonces 0(A,B) =0y ANB =0 # A. Luego A/,B° = AUdc(A,B%) = A,
mientras que A-e-,,B = A por construccion.

O

Demostracion de Proposicion 4.2.4.

1. Si es closed over inclusion y tenemos que A < By AN B = () para todo B € S C
P(Z)\ {0}. Claramente B C |JS para todo B € S, asf que por closed over inclusion
A <JS. Por lo tanto < es union distributive.

2. Sisé que ) <0y < es closed over inclusion, entonces vale que ) < B para todo B C 7.

3. Supongamos que B # (). Si A < B entonces por union complete existe w € B tal que
A < {w}. Si existe w € B tal que A < {w} entonces por closed over inclusion A < B.

4. A partir de la hipotesis y closed over inclusion, podemos deducir que A < Z para

todo A # (). Entonces para este caso, si tomamos S = {B, B}, como sabemos que

A < (BU B°), entonces A < B o bien A < B¢ por union complete. Por lo que < es
complement complete.

O

Demostracion de Proposicion 4.2.5. Consideramos la funcion 2(A) definida como en el
enunciado. Si < es closed over inverted inclusion y union distributive, supongamos que
ANB =10+ B.Si A< B, por ser closed over inverted inclusion A < {w} para cualquier
w € B. Luego BN Q(A) = . Por otro lado, si BN Q(A) = (), significa que A < {w} para
cualquier w € B. Por union distributive tenemos que B < A.

Sea ahora < frame definable con Q(A4). Si A< B, ANB =0y () # B’ < B, entonces
A < {w} para todo w € B. Luego, A < {w} para todo w € B’, por lo tanto A < B'. Si
tenemos que A < B, ANB =0y B # () para todo S C P(Z), entonces dado B € S,
sabemos que A < {w} para todo w € B. Por lo tanto, A < {w} para todo w € |J S. Luego
A<US. O

Demostracion de Teorema 4.2.6. Supongamos que < es pro-consistent observation,
closed over inclusion y union complete. De la idea presentada en el item 3 de la
Proposicion 4.2.4, definimos la funcion a(A) = {w € Z| A < {w}}. Veamos que < es core
definable con ella. Separemos los casos en que «(A4) # 0 y a(A) = 0. Recordar que el caso
A = B = () no esta contemplado.

Supongamos que a(A) # 0. Si a(A) N B # () entonces tenemos que existe un w € B tal
que A < {w}. Por el item 3 de la Proposicion 4.2.4 se deduce que A < B. Por otro lado,
si A < B entonces B # () pues < es pro-consistent observation y no consideramos el caso
A = B = (). Entonces existe un w € B tal que A < {w} por el item 3 de la Proposicion
4.2.4. Luego a(A)N B # .

Si a(A) = 0, entonces a(A) N B = () para cualquier B C Z. Por contrarreciproco del
caso anterior, concluimos que A £ B para cualquier B C Z. Analogamente, si sabemos que
A £ B para cualquier B C Z, en particular tenemos que «(A) = (), por lo que a(A)NB =)
para cualquier B C 7.

Supongamos ahora que < es core definable. Por hipétesis, tenemos que, excepto si
A=B=0, A< Bsiysolosi a(A)NB # (. Si A< B,y B C B entonces vale que
0 # a(A)NB C a(A)NB’. En particular a(A)N B’ # 0. Por otro lado, si S € P(Z)\ {0} tal
que a(A) NUS # (), significa que existe B € S tal que a(A) N B # (). Por altimo, si A < B,
sabemos que vale que a(A) N B # (). En particular, B # (), por lo que < es pro-consistent
observation.

Veamos ahora la otra caracterizacion. Sea w € Z. Si tenemos que A £ {w}, entonces

por definicion w ¢ (| B. Supongamos entonces que A < {w} y que w ¢ (| B. Esto es
AABe AABe
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lo mismo que tener A < {w} y que w € |J B. Entonces existe B C 7 tal que A A By
AZB
w € B. Pero por closed over inclusion A £ {w}, llegando a una contradiccion.
Por altimo, analizamos los casos con més propiedades:

complement complete: Es claro que si a(A) = () entonces < no satisface complement
complete. Es mas, si a(A) # ) se tiene que vale complement complete.

closed over inverted inclusion: Dado A, puede pasar que a(4) N A® = () o bien a(A) N
A¢ = (). Del primer caso, se deduce que a(A) C A. Del segundo caso, aplicando

closed over inverted inclusion, sabemos que a(A) N{w} # () para todo w € A°. Luego
A¢ C aA).

compatible: Por la definicion de compatible sabemos que si A = () 6 AN B # () entonces
A < B. Por lo tanto, si A = (), entonces «()) = Z. Si A # (), en particular, todo
w € A cumple que A < {w}. Por la primera construccion de a(A) se deduce que
A C a(A).

O

Demostracion de Teorema 4.2.7. < es complement complete, ) < B para todo B C Ty
cumple que si A # () entonces exsite B tal que A € By A < B como consecuencia directa
de ser compatible.

1. Supongamos que A < (|JS) con S C P(Z)\{0}. St AN(US) # 0, entonces existe B € S
tal que ANB # (). Luego por ser compatible A < B. Si AN(|JS) = 0, aplico la condicion
de ser closed over inverted inclusion. Tomo cualquier B € S, como ) # B C |J S, se
tiene que A < B. En cualquier caso, < es union complete.

2. Sabemos que si A < By ANB = () # B, entonces Q(A)N B = () por ser frame definable.
Y por definicion de frame definable, sabemos que si AN B =0 # By Q(A)NB =,
entonces A < B. Por ultimo, de la definicién de compatible se deduce que si A = ) o
bien AN B # () entonces A < B. De todo esto se deduce la equivalencia del enunciado.

3. Al ser core definable, se deduce que es union distributive por la Proposiciéon 4.2.4. Luego,
al ser closed over inverted inclusion, se tiene que es frame definable por la Proposicion
4.2.5. Ademas, de la caracterizaciones de Q y « se deduce que Q(A) = a(A)¢. Por altimo,
combinando core definable, compatible y closed over inclusion, resulta del Teorema 4.2.6
que a(A) = A o bien a(4) = T.

O

Demostracion de Teorema 4.3.2. Para dar las equivalencias enlistadas en el teorema, pri-
mero analizaremos el caso A = (). Como sabemos que () < B para cualquier B, todas las
propiedades de la Definiciéon 4.2.3 se satisfacen trivialmente para este caso. Por otro lado,
todas las propiedades para o tienen como premisa que A # (), por lo que este caso se
satisface vacuamente.

En lo que sigue, al probar las equivalencias supondremos entonces que A # (). Comen-
zamos por reescribir las propiedades de la Definicion 4.2.3 por el contrarreciproco y usando
B¢ en vez de B.

closed over inclusion: si A 4 B¢y B C B’ entonces A A B'S;
closed over inverted inclusion: si A £ B¢, A C B’ C B # T entonces A £ B'¢;

union complete: sea S C P(Z)\ {Z}, si para todo B € S se tiene que A £ B¢ entonces
AA(NS)5

union distributive: sea S C P(Z) \ {Z} tal que A C B, si A £ ([)5)¢ entonces existe
B e S tal que A £ B¢
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Reemplazaremos la relacién abstracta por la definida como credible en términos de o.
closed over inclusion: si (ANB°)Uc(A,B) =0y B C B’ luego (ANB’“)Uc(A,B’) = 0;

closed over inverted inclusion: si (AN B°)Uo(A,B) =10, AC B’ C B # T entonces
(ANB*“)Uo(A,B') =0

union complete: sea S C P(Z)\{Z}, si para todo B € S se tiene que (ANB°)Uo (A, B) =
() entonces (AN (NS))Uo(A,NS) = 0;

union distributive: sea S C P(Z)\ {Z} tal que AC B, si (AN (NS))Ua(4,NS)=10
entonces existe B € S tal que (AN B°)Uo(A, B) = 0;

Por lo tanto, lo que hay que ver es que estas expresiones, cuando A # (), equivalen a las
propiedades de o de la Definicion 4.3.1. Notemos que (A N B¢) Ua(A, B) = ) equivale a
tener que A C By o(A, B) = (). Realizamos esta tltima adaptacion a cada caso.

closed over inclusion: si 0(A,B) =0y A C B C B’ entonces o(A, B") = 0;
closed over inverted inclusion: si c(A,B) =0, AC B’ C B # T luego o(A, B') = 0;

union complete: sea S C P(Z)\{Z}, siparatodo B € S setieneque A C Byo(A,B) =1
entonces A C Sy o(4,NS) = 0;

union distributive: sea S C P(Z)\ {Z} tal que A C B, si AC NSy oc(ANS) =10
entonces existe B € S tal que A C By o(A, B) = (;

Quitando algunas redundancias y suponiendo A # (), resulta que las propiedades de o que
queriamos probar son reescrituras de las propiedades de <.

Para la caracterizacion del caso core, utilizaremos que o(A) = {w € Z| A < {w}}. Si
w € A entonces A < {w} por ser compatible. Por otro lado, si w € A°, notar que por
definicion o (A, {w}®) = {w} o bien (A, {w}) =0. Porlo quesiw € |J o(A4,{w}°), eso

weA®
significa que (A, {w}¢) = {w}. Luego A < {w}. En resumen, siw € AU |J o(A4,{w}°),
wel

entonces w € a(A).

Si tenemos que w € a(A), entonces (AN {w})Uo(A,{w}) # 0. Esto significa que
o bien w € A o bien o(A,{w}®) # 0, es decir o(A,{w}*) = {w}. Por lo tanto, w €
AU U (A, {w}). O

weT

Demostracion de Teorema 4.3.5. Utilizaremos el Teorema 4.3.2 para las equivalencias, con-
siderando a su vez que los operadores elementary world contraction tienen asociada una
relacion credible < caracterizada en el Teorema 4.1.3.

1. Que o es null-monotonic significa que < es closed over inclusion. Es decir, vale que
st (ANB)Uo(A,B°) # (0 y B C B’ entonces (AN B')U (A, B) # . Como (AN
B)Uo(A, B¢) = (A — B°) N B, reemplazamos B por B¢y B’ por B junto con otras
reescrituras, y resulta que o es null-monotonic equivale a que si (A—,, B) € By B'C B
entonces (A —,, B') € B’. Esto es el contrarreciproco de (W-e-1).

2. Que o es inverted null-monotonic significa que < es closed over inverted inclusion. Es
decir, vale que si 0(A,B°) # 0y A C B¢y B¢ C B'® # T entonces o(A, B) # (. En
los casos en que AN B = () tenemos que A —, B¢ = 0(A, B®) = (A —,, B°) N B. Por
lo que si reemplazamos B por B¢y B’ por B’°, tenemos que lo anterior equivale a que
si(A—, B)NB®#(, AC B C B' # T entonces (A —,, B') N B # (. Reemplazando
(A—, B)N B¢ # () por A—,, B Z B en donde corresponda nos queda el contrarreciproco
de (W-e-2);
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3.

Que o es null-monotonic y weak inverted null-monotonic equivale a que < sea core
definable. Luego, basta tomar C' = «(A) para probar que —,, satisface (W--3). Si
ahora —,, satisface (W-e-3), veamos que C' = «(A4). Que w € C equivale a que
C ¢ {w}°. Por hipotesis, esto significa que A —,, {w}¢ Z {w}, que coincide con que
(A —y {w}) N{w} # 0. Por lo tanto, w € C siy solo si (AN {w})Uo(A,{w}®) # 0.
Pero esto ultimo equivale a que A < {w} por el Teorema 4.1.3.

Que o es weak null-monotonic e inverted null-monotonic equivale a que < sea frame
definable. Como también es pro-consistent observation, tenemos que:

A=< B siysolosi  A=06ANB#06ANB=0#B,QA)NB=10

Como sabemos que (A—,, B )NB # 0 siy solo si A < B, basta tomar C' = Q(A) = a(A)°
para probar que —,, satisface (W-e-4). Supongamos A # (). Si tenemos que A € B o
bien Q(A) C B # Z, por lo anterior se deduce que A < B¢, es decir (A —,, B) N B¢ # ).
O lo que es lo mismo, A —, B € B. Si (A — B) € B, entonces A < B¢, es decir,
AN B¢ +# (o bien CN B = () # B. Esto equivale a que o bien AZ B 6 C C B # 1.

Si —,, satisface (W-e-4), al reescribir en términos de B¢ queda que si A # () entonces:
A<B siysolosi ANB#06CNB=0+#DB

Definimos entonces la funcion Q(A) = C si A # 0y QD) = 0 y veamos que < es frame
definable con ella. Supongamos que AN B = () # B. Si A = (), sabemos que () < B para
cualquier B por ser < compatible. Por lo tanto, vale que ) < B siy s6lo si 0N B = (). Si
A # (), entonces A 4 B equivale a que C'N B # () por hipotesis, es decir Q(A) N B # (),
por definicién.

O

Demostracion de Teorema 4.4.2. La demostracion se deduce via la Identidad de Levi:

1.

Que —,, satisface (W-e-1), por la Identidad de Levi, equivale a que si (A%, B )UA C B
y B C B’ entonces (A x, B)UAC B'.

Que —,, satisface (W-e-2), por la Identidad de Levi, equivale a que si (A%, B )UA C B
y AC B' C B # T entonces (A x, B°)UAC B'.

Que —,, satisface (W-e-3), por la Identidad de Levi, equivale a que si A # () entonces
existe C tal que (A x, B )UA Z Bsiysolosi C Z B.

Que —,, satisface (W-e-4), por la Identidad de Levi, equivale a que si A # () entonces
existe C tal que (A x, B )UA Z B siy solo si existe A Z B o bien C C B #Z.

Reemplazando B = B¢y B’ = B¢ y reescribiendo nos queda que:

1.

Que —,, satisface (W-e-1) equivale a que si (Ax, B)U(ANB) =0y B’ C B entonces
(Axy, B YU(ANB') =10.

Que —,, satisface (W-e-2) equivale a que si (A%, B)U(ANB) =0, AnB' =0y
() # B C B entonces (A *, B’ )U(ANB') =0.

Que —,, satisface (W-e-3) equivale a que si A # ) entonces existe C' tal que (A %, B)U
(AN B) # 0 siy solo si CNB#0D.

Que —,, satisface (W-e-4) equivale a que si A # ) entonces existe C' tal que (A *,, B)U
(AN B) # ) siy solo si existe AN B # () o bien CNB =0 +# B.

Como x*,, satisface (W=2), se tienen los contrarreciprocos de (Wol) y (Wo2) en los dos pri-
meros casos respectivamente, y (Wo3) y (Wo4) para los dos tltimos casos respectivamente.

O
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Capitulo 5

Revisiones No Priorizadas sobre
Mundos

La causa fundamental de los
problemas del mundo moderno
es que los necios son demasiado
confiados, mientras que los
inteligentes estan llenos de
dudas.

Bertrand Russell (1933).

En lo que va de este trabajo venimos afirmando que los operadores se dividen en
esencialmente dos: operadores de tipo contraction y revision, vinculados por las Identidades
de Levi y Harper como dos caras de una misma moneda. Las funciones world-selection
nos permitieron identificar coémo los postulados se asocian a uno y otro lado a partir de
trabajar con operadores elementary world. De hecho, todas las subfamilias de operadores se
pueden deducir a partir de darle propiedades extra a estas funciones, permitiendo un estudio
simultaneo de la teoria en tres aspectos: funciones world-selection, operadores revision y
operadores contraction. Pero esta triple interpretaciéon parece romperse cuando se va méas
alla, como lo notamos con los operadores no priorizados de tipo revision.

Formalmente hablando, sucede que el postulado (Wx*1) success (éxito) de los operadores
revision no priorizados de la Seccién 2.5 se deja de cumplir al agregarle mundos de A N BC.
Estas situaciones se pueden interpretar como que, a pesar de que la observacion sea creible,
se la esté cuestionando a partir de lo que se sabe de A. En este capitulo desarrollaremos la
idea de relaciones questionable, inspirados en la estructura de las relaciones credible y en
las propuestas de operadores revision no priorizados.

5.1 Multitud de Identidades de Levi y Harper para
Operadores Elementary World

En el Capitulo 4 descubrimos que los operadores world shielded contraction, operadores
contraction no priorizados, coinciden con los operadores elementary world contraction.
Esto implica que los duales en términos de Levi y Harper son los operadores revision no
consistentes, pero que satisfacen el postulado success. En algiin sentido esta afirmacion se
contrapone con el estado del arte [6], donde el dual de los operadores shielded contraction son
los operadores credibility-limited revision. Cabe preguntarnos entonces donde encajan estos
operadores, asi como filtered revision [2| y promotion [36]. Para responder esta pregunta,
primero veremos en qué se diferencian estos operadores de los world non-consistent revision.
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Habiamos visto que, dado una funcién world-selection o, los operadores world non-
consistent revision pueden presentarse de la siguiente manera:

Ay B = { (ANB)Uo(A,B¢) SiA<B .
ANB Caso contrario

Es decir, ante una observacion no crefble, el operador aplica una expansion. Conceptualmente
deberia pasar que en este caso el agente preserve el conjunto de creencias original, como
ocurre con los operadores world shielded contraction. Esta es la gran diferencia con un
operador como credibility-limited revision, que ante lo no creible, preserva el conjunto de
creencias original. Incluso, no requiere en un principio hacer referencia a la consistencia en
el caso creible, ya que solamente esta enfocado en el éxito del operador *,,, que viene dado
por el postulado (Wx1) que define a los operadores elementary world revision.

Definicién 5.1.1. Sean *,, un operador elementary world revision, que satisface (Wx1) y

(W=%2), y R una relacion en P(Z). Definimos el operador world credibility-limited revision

ow : P(Z) x P(Z) — P(Z) como:
Aoy B — { Ax, B Si ARB

A Caso contrario

Los operadores world credibility-limited revision son entonces una variante de los
elementary world revision: estos operadores agregan al resultado el conjunto A N B¢ cuando
las observaciones no son creibles. Esta distincién hace que pueden distinguir a los pares
tautologicamente creibles (respondiendo con A N B) de los no creibles (respondiendo con
A), a diferencia de lo que sucede con los world shielded contraction. Asi y todo, al aplicarle
la identidad de Harper obtenemos:

c A—, B Si ARB¢

(Adoy BYUA = { A Caso contrario
Tanto A —,, B como A son operadores elementary world contraction, por lo que (Ao, B€)UA
es también un operador elementary world contraction. Para ver esto como un operador
world shielded contraction debemos considerar una relacion < tal que A < B si y soélo si
ARB¢y A —, B # Ay considerar un operador weak prioritized world contraction que
coincida con A —,, B cuando AR B€. De aqui se deduce que si A < B entonces ARB¢, la
version en mundos de la observaciéon con la que comenzamos el Capitulo 4, aunque vemos
que no necesariamente vale la vuelta. Debido a que trabajar con operadores world shielded
contraction conlleva tener presente estas consideraciones, las comparaciones al momento de
aplicar la Identidad de Harper las haremos con elementary world contraction, pero siempre
teniendo presente que pueden reescribirse como operadores world shielded contraction.

Otro ejemplo de operadores que devuelve operadores elementary world contraction a
pesar de no satisfacer (Wx1), es el de world filtered revision, la version de mundos posibles
de otro operador visto en la Seccion 2.5, filtered revision [2].

Definicién 5.1.2. Sean #,, un operador elementary world revision que satisface (Wx1) y
(W=%2) y R una relacion en P(Z). Definimos ®,, : P(Z) x P(Z) — P(Z) al operador world
filtered revision como:

Ao B— Ax, B Si ARB

Y7 | (Axy B)UA Caso contrario

Si siguiésemos la version original del operador, deberfamos usar dos relaciones. Pero como
(A B)UA es un operador world shielded contraction, la relacion que falta ya esté integrada
en el comportamiento de *,,. Por lo que implicitamente existe una relacién restringida a los
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casos en que ARB que funciona como condicionante para tener (A %, B) U A # A o bien
A. Aplicando entonces Harper a un operador world filtered revision, tenemos que:

A—3 B Si ARB¢
A —» B Caso contrario

(A@wBC)uA:{

El operador —;; es el operador world elementary contraction asociado a *,,. Como unir por
A no afecta a (A %, B) U A, resulta que (A ®, B) U A es el operador elementary world
contraction asociado al operador elementary world revision que se utiliz6 para construir al
operador filtered revision.

La siguiente definicién completa la lista de operadores dada en la Secciéon 2.5.

Definicién 5.1.3. Sean x,, y *,, dos operadores transitive relational world revision, que
satisfacen (Wx1)~(W=x5), y sea s : P(Z) — P(Z) una funcion tal que B C s(B). Definimos
el operador world promotion &,, : P(Z) x P(Z) — P(Z) como:

A6y B=(Ax, B)U(Bx, (ANs(B)))
Aplicando Harper, nos queda que (A6, B)UA = (Ax,, B)UA pues Bx, (ANs(B)) C A.

En conclusién, aplicar Harper a operadores de tipo elementary world revision, world
promotion, world credibility-limited revision o world filtered revision pueden devolvernos un
mismo operador elementary world contraction. Es decir, parece que aplicar la construccién
de Harper “empuja”’ a estas extensiones al mismo operador elementary world contraction.

Una pregunta que podemos hacernos es si aplicar la construccion de Levi, es decir
intersecar por B, a estos operadores revision no priorizados nos “empujard” a un operador
elementary world revision. Si intersecamos por B a un operador credibility-limited revision:

A%y B Si ARB

ANDB caso contrario

(AowB)mB:{

Tenemos que se comporta como un elementary world revision. Mas atn, cuando ARB, el
operador obtenido coincide con el operador elementary world revision que define al operador
con world credibility-limited revision. Para el caso de world filtered revision no es necesaria
ninguna condicién:

Ax, B Si ARB

(A®, B)NB = { (Axy B)U(ANB) caso contrario

Debido a que *,, satisface (W=x2), se tiene que (A ®, B) N B = A %, B. Esto también se
cumplen con los operadores world promotion:

(ASw B)NB = (A%, B)U((B ¥, (AN s(B))) N B)

A partir de que B C s(B) y que el operador !, cumple que (Wx1) y (Wx%2), se deduce
que (B, (ANs(B)))NBC AN B, por lo que A, B=Ax, B

Estos resultados nos hacen pensar que los operadores world elementary, més que dos
caras de una misma moneda, son dos posiciones extremas a las que accedemos via Levi
y Harper, pero que en el medio hay una gran variedad de operadores por analizar. Desde
revision, los entendemos como no priorizados, es decir, no satisfacen (W=x1); mientras que
desde contraction, lo que sucede es que no cumplen (W—1), no necesariamente se incluye
al conjunto de creencias original. Desde ambas perspectivas, entendiendo que estamos
comparando una situacion A x,, B con una A —,, B¢, estos operadores permiten elegir
mundos de A N B¢, rompiendo (Wx1) o bien (W—1) en cada caso. Esta nueva eleccion se
puede entender a través de un concepto que ya se presentd al hablar de filtered revision y
promotion en la Seccion 2.5, y que sera central en este capitulo: el agente permite cambiar el
conjunto de creencias, pero el cambio no es para aceptar la observacién, sino que el objetivo
es que el nuevo conjunto de creencias no la contradiga. A este concepto, lo llamaremos
cuestionar la observacion.

Retomemos el Ejemplo 2.6 dado en la Seccion 2.5. Analicemos, en el contexto de mundos,
a qué estructura se relaciona la idea de cuestionabilidad de la observaciéon en cada opcién.
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Opcion I: El agente preserva el conjunto de creencias original. Es decir, se queda con
todos los mundos de A, tanto los que estan en B como los que no. En particular, se
preservan todos los mundos de A N B€.

Opcion II: El agente acepta la nueva observacion. En este caso no hay mundos de A N B¢,
por lo que no se cuestiona la observacion.

Opciéon III: El agente contrae su conjunto de creencias. Nuevamente todos los mundos de
A se preservan, pero a diferencia de la Opcién I, aqui hay un subconjunto de A¢N B.

Opcion IV: El agente acepta parte de la nueva observacion pero duda del resto, es decir,
hay un cuestionamiento parcial de la observaciéon. Se elige tanto un subconjunto no
vacio de A° N B como de A N B¢ para construir el nuevo conjunto de creencias.

Podemos notar que el caso de revision hace referencia a no cuestionar, mientras que los
casos de no credibilidad o de contraer utilizan todos los mundos de A N B¢ para cuestionar
la observacion. En el ultimo caso, donde se cuestiona parcialmente la observacion, se utiliza
un subconjunto de A N B€.

Formalmente hablando, diremos que un operador revision no priorizado *,, cuestiona la
observacion si (A *,, B) N BN A # (). Mas en detalle, vemos que:

e Si (A%, B)NB°N A= () entonces la observacion B es incuestionable, ningtin mundo
de A en A x, B esta fuera de B;

e Si (A%, B)NB°N A= BN A entonces la observaciéon B es totalmente cuestionable,
en el sentido que todo lo que A que cuestiona a B, i.e. todo mundo de A N B¢, quedo
preservado en A *,, B;

e Sif) # (A*,B)NB‘NA # B°NA entonces la observacion B es parcialmente cuestionable,
ya que se tomo6 un subconjunto propio y no vacio de A N B¢ para cuestionar algunas
afirmaciones de B.

Es decir, la nocion de cuestionabilidad se puede aplicar para cada par (A, B) y traducirse a
efectos de si un conjunto es o no vacio, tal y como sucede con la nociéon de credibilidad
que desarrollamos en el Capitulo 4. Por otro lado, la nocién de credibilidad puede no estar
relacionada con la de cuestionabilidad, como es el caso de los operadores contraction o
filtered revision, o bien tener alguna influencia o correlaciéon, como sucede en los operadores
credibility-limited revision.

En las siguientes secciones desarrollaremos el concepto de cuestionabilidad en términos
de relaciones, inspirados en lo hecho con el concepto de credibilidad, para luego ver coémo
se lo captura en los operadores revision no priorizados conocidos.

5.2 Relaciones Questionable en Mundos

Presentaremos la idea de cuestionabilidad del mismo modo en que los hicimos para las
relaciones credible. Es decir, entenderemos a la cuestionabilidad como una relacién entre
conjuntos de mundos y definiremos las relaciones questionable (cuestionables).

Comenzaremos por identificar propiedades para estas relaciones segin nuestra intuicion
de lo que queremos representar. Por ejemplo, podemos pedir que si A es capaz de cuestionar
una observacion B rechazada (AN B = ()), entonces es capaz de cuestionar una observacion
inconsistente. O bien, pedir que todo conjunto de creencias tenga al menos una observacion
rechazada cuestionable. La combinacién de estas dos propiedades equivale a pedir que la
observacion inconsistente (B = ()) siempre sea cuestionable.

También podemos pedir que toda observaciéon aceptada sea no cuestionable. Es decir, si
A C B, entonces A no cuestiona a B. Esto se interpreta del hecho de que la nocién que de
cuestionabilidad proviene de preservar mundos de A que no estan en B. En particular, se
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interpreta que el conjunto de creencia inconsistente no tiene herramientas para cuestionar
observaciones. Cuando A € B, es decir si A rechaza o considera indeterminada a B, puede
ser tanto cuestionable, o bien ser no cuestionable, cambiando la actitud epistémica a
aceptada. En particular, se puede considerar una tendencia a cuestionar solamente los casos
donde B es rechazada.

Definiciéon 5.2.1. Sea > una relacion definida sobre P(Z) Diremos que es:

closed over empty set si cumple quesi ANB=(# Ay A > B entonces A = ().
skeptic si cumple que dado A # () existe B tal que ANB =0y A > B;
questionable si cumple que si A = B entonces A € B,

normal questionable si cumple que si A = B entonces AN B = () # A.

La propiedad normal questionable puede compararse con la propiedad compatible de
las relaciones credible, en el sentido de que estdn determinadas tinicamente por los pares
donde B es rechazada. Lo mismo podria decirse de questionable pero en este caso serian
los pares donde B no es aceptada. En cualquier caso, ambas situaciones son combinables
con skeptic y closed over empty set.

Cuando hablamos de cuestionabilidad, podemos encontrarnos con agentes que tienden
a cuestionar o dudar mas de las nuevas observaciones. En el otro extremo, hay agentes
que son mas proclives a aceptar una nueva observacion sin cuestionarla. Estas tendencias
pueden capturarse en términos de > adaptando algunas de las propiedades de la Definicién
4.2.3 vinculadas a la estructura de conjuntos de P(Z), como también algunas propiedades
de la Definicion 4.2.1. Ademas, tendremos que hacer una adaptacion para las relaciones
questionable y otra para las normal questionable.

Comencemos por un agente proclive a aceptar la observacién sin cuestionarla. A las
propiedades que buscan modelar este comportamiento las consideraremos de tipo imprudent.
Supongamos entonces que el agente utiliza una relacion (normal) questionable, y que
si no cuestiona una observacién consistente, tampoco cuestionard una observacidon mas
fuerte que la anterior. Esta idea coincide con el contrarreciproco de que > sea closed over
inclusion, pero tiene un problema: si se cuestiona una observacion, entonces se cuestionara
la observacion tautolégica. No hacerlo implicaria no cuestionar ninguna observaciéon. Por
lo que debemos restringir la propiedad a los pares donde B no es aceptado (o bien recha-
zado). También podemos intuir que si no cuestiona individualmente a una coleccion de
observaciones, entonces no cuestionara a la uniéon de esas observaciones. Esto equivale al
contrarreciproco de que > sea union complete. Por dltimo, nada impide que el agente no
cuestione las observaciones inconsistentes. Aunque esto suene raro, es lo que sucede con los
agentes modelados por operadores revision priorizadas, y significa que > es pro-consistent
observation.

Definicion 5.2.2. Sea > una relaciéon questionable. Diremos que es:
imprudent si cumple que si A = B, () # BC B'y A Z B’ entonces A = B’;

normal imprudent la relacion es normal questionable y ademés cumple que si A = B,
) # B C By AN B = () entonces A = B’;

union imprudent si es imprudent y ademés cumple que si A > (|JS) para un S C P(Z)
tal que |J S # ) entonces existe B € S tal que A > B;

Estas propiedades se pueden combinar entre si y con pro-consistent observation:
complete imprudent si es imprudent y pro-consistent observation;

core imprudent si es union imprudent y pro-consistent observation;
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union normal imprudent si es normal imprudent y union imprudent;
complete normal imprudent si es normal imprudent y pro-consistent observation;
core normal imprudent si es union normal imprudent y pro-consistent observation;

Inspirados en algunos resultados de la Seccién 4.2, podemos dar caracterizaciones de
las relaciones questionable consideradas en la definiciéon anterior.

Teorema 5.2.3. Sea > una relacion questionable. Entonces:
1. Si es closed over inclusion, entonces A # B para todo A, B CZ;

2. es union imprudent si y solo si vale que si A € B # () entonces A = B si y sdlo si existe
w € B tal que A = {w};

3. es core imprudent si y sdlo si vale que si A € B entonces A = B si y sdlo si existe
w € B tal que A = {w};

4. es union normal imprudent si y sélo si vale que st ANB = y B # () entonces A = B
sty solo si existe w € B tal que A = {w};

5. es core normal imprudent si y sélo si vale que si AN B = () entonces A = B si y sdlo si
existe w € B tal que A = {w}.

Mads ain, si Q: P(Z) — P(Z) es la funcion tal que Q(A) = {w € Z| A > {w}}, entonces las
equivalencias de union imprudent, core imprudent, union normal imprudent y core normal
imprudent se pueden reescribir en términos de la funcion € como:

A B siysolosi QA NB#D
bajo sus respectivas condiciones: AL B#0), AL B, ANB=0#B yANDB=4.
Demostracion en la pdgina 78, al final del capitulo.

El uso de la funcién 2 definido en la Proposiciéon 4.2.5 no es casual. Tiene que ver
con el hecho de que > es normal questionable si y sblo si i es credible. En particular, las
propiedades imprudent se reflejan en ¥ como las propiedades que vimos en la Proposicién
4.2.5, pudiendo identificar asi un vinculo con las propiedades vistas en la Seccion 4.2.

Continuamos ahora con las situaciones donde un agente tiende a cuestionar o dudar
mas de la observacién. Llamaremos de tipo wise a las propiedades asociadas a este com-
portamiento. Por ejemplo, podemos considerar el caso en que si el agente cuestiona una
observacion, también cuestionard toda observacion mas fuerte. Este caso coincide con que
> sea closed over inverted inclusion, aunque nuevamente puede que haya que adaptarlo
al contexto de relaciones questionable. Incluso podemos agregar que si son capaces de
cuestionar alguna observaciéon rechazada, entonces seguro cuestionardn una observaciéon
inconsistente. Esto equivale a que > sea closed over empty set. También tenemos el caso en
que si cuestiona individualmente a una coleccién de observaciones, entonces cuestionaré a
la unién de esas observaciones. Esto se traduce formalmente en que > satisfaga una versién
de union distributive. Por ultimo, podemos considerar en este contexto una propiedad que
propusimos anteriormente: que todo conjunto de creencias (salvo el inconsistente) tiene una
observacion rechazada cuestionable, es decir > es skeptic.

Definicion 5.2.4. Sea > una relaciéon questionable. Diremos que es:
wise si cumple que si A = By B’ C B entonces A = B’;

union wise si es wise y ademdas cumple que si A = B para todo B € S C P(Z) y

AZ|JS # 0 entonces A = |J S;
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union normal wise si es normal questionable, wise y ademés cumple que si A = B para
todo BE SCP(Z)yJS # 0 entonces A > |JS;

Estas propiedades se pueden combinar entre si y con normal questionable y skeptic:
normal wise si es normal questionable y wise;
complete wise si es wise y ademas es skeptic;
complete normal wise si es normal wise y skeptic;
core wise si union wise y sademas es keptic;
core normal wise si union normal wise y skeptic;
Como con las relaciones imprudent, es posible caracterizar a estas familias de relaciones.
Teorema 5.2.5. Sea > una relacion questionable. Entonces:
1. Si es wise, entonces es closed over empty set;

2. es union wise si y solo si vale que si A L B # () entonces A = B si y solo si A = {w}
para todo w € B;

3. es core wise si y sdlo si vale que si A L B entonces A = B si y sdlo si A = {w} para
todo w € B;

4. Si es union normal wise, entonces es union wise.

5. es union normal wise si y solo si vale que si AN B = () # B entonces A = B si y sélo si
A > {w} para todo w € B;

6. es core mormal wise si y sélo si vale que si AN B = () entonces A = B si y sdlo si
A = {w} para todo w € B.

Mads ain, si a: P(Z) — P(I) es la funcion tal que a(A) = {w € T| A # {w}}, entonces
las equivalencias de union wise, core wise, union normal wise y core normal wise se pueden
reescribir en términos de la funcion o como:

A>B sty solo si a(A)NB =1
bajo sus respectivas condiciones: AL B#0), AL B, ANB=0#B yAnNB=4.
Demostracion en la pdgina 78, al final del capitulo.

Como ocurri6é en el Teorema 5.2.3, las propiedades wise se reflejan en términos de
% como las propiedades asociadas al Teorema 4.2.6 de relaciones credible. Se destaca el
paralelismo en donde las equivalencias se caracterizan por una funcién bajo las mismas
condiciones. De hecho, las definiciones de las funciones v y €2 dadas en los Teoremas 5.2.3 y
5.2.5 satisfacen que a(A)¢ = Q(A). Esto da a entender que las propiedades wise e imprudent
son duales entre si, a la vez de identificarse con propiedades de la Seccion 4.2 via 3.

Finalizando esta seccién, podemos ver que las propiedades imprudent y wise también
pueden combinarse entre si. Esto genera un comportamiento algo més rigido comparandose
con situaciones similares a lo que sucede con las relaciones dichotomic credible.

Definicion 5.2.6. Sea > una relacion questionable. Diremos que es:
wise-imprudent si es wise e imprudent;

normal wise-imprudent si es wise y normal imprudent;
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naive si es wise-imprudent y ademaés es pro-consistent observation;
doubtful si es wise-imprudent y ademaés es skeptic;

normal doubtful si es normal wise-imprudent y ademés es skeptic.

Por supuesto, combinar ambas propiedades hace que surjan otras que ya vimos espon-
taneamente, e incluso llegamos a obtener las situaciones extremas que caracterizan a los
operadores priorizados.

Teorema 5.2.7. Sea > una relacion questionable. Entonces:

1. Si es wise, entonces cumple que si A = (IJS) para un S C P(I) tal que |JS # 0
entonces A = B para todo B € S;

2. Si es imprudent, entonces cumple que si A = B para todo B€ S CP(Z)yAZUS#0
entonces A - J S;

3. Si es wise-imprudent, entonces es union wise y union imprudent;

Si es normal imprudent, entonces cumple que si A = B para todo B € S C P(Z) y
US # 0 entonces A = |JS;

-:K

St es normal wise-imprudent, entonces es union normal wise y union normal imprudent;
es naive si y solo si A ¥ B para todo A, B CZ;

es doubtful si y solo si A = B equivale a que A € B;

NS &

es normal doubtful si y sélo si A = B equivale a que AN B = () # A.

Demostracion en la pdgina 79, al final del capitulo.

En esta secciéon formalizamos una intuicién para las relaciones questionable. Veamos
coHmo implementarla en los operadores revision no priorizados definidos en la seccién anterior.

5.3 Relaciones Basadas en Operadores World

En esta seccién presentaremos de qué manera las relaciones questionable se insertan en
los operadores de cambio sobre mundos, particularmente world credibility-limited revision,
world filtered revision y world promotion. En el final de las Secciones 4.4 y 5.1 se dieron
nociones sobre como identificar las relaciones credible y questionable de un operador world.

Definicion 5.3.1. Sca e, un operador world e, : P(Z) x P(Z) — P(Z). Definimos:
e la relacion credible A < B dada por (Ae, B)NB #( 6 A = 0;

e la relacion questionable A > B dada por (A e, B) N AN B #{;

e la relacion full questionable A=~B dada por ) # AN B¢ C Ae, B.
En el caso de que A=~ B, diremos que A cuestiona totalmente a B.

Esto nos dice que las relaciones se pueden representar via la consistencia de (Ae,, B)N B
para credibilidad y (A e,, B) N AN B¢ para cuestionabilidad. Es decir, la credibilidad y
la cuestionabilidad, cuando se la mira en términos de operadores de cambio, se trata de
consistencia. Dado un operador de cambio e,, y un conjunto de creencias A, el agente
considera que B es creible si al realizar la operacién de cambio se queda con algunos mundos
de B. Anélogamente, si al realizar la operacion de cambio el agente se queda con mundos
de A que no estan en B, es porque decidi6é cuestionar la observacion. Se destaca ademaés el
caso particular, dentro de >, en que el cuestionamiento implique utilizar todos los mundos
de AN B¢ Aunque la intuicion parece funcionar bien, todavia no tenemos la certeza de que
estas relaciones satisfagan las propiedades que las caracterizan como credible y questionable.
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Proposicion 5.3.2. Sean e,, un operador world e, : P(Z) x P(Z) — P(Z), < y > sus
relaciones asociadas de la Definicion 5.3.1.

1. < es pro-consistent observation y > es questionable.
2. < es credible si y sdlo si e, satisface:
(Rell) Si AN B # 0 entonces (A e, B)N B # () (credible vacuity).
3. » es normal questionable si y solo si e, satisface:
(Rel2) Si AN B # 0 entonces (A e, B)YN A C B (questionable vacuity).

Demostracion en la pdgina 79, al final del capitulo.

De la proposicién anterior podemos concluir que cualquier operador que satisfaga
revision inclusion (W=%2) define relaciones credible y questionable. Esto sucede para todos
los operadores elementary world, world credibility-limited revision, world filtered revision y
world promotion. A continuaciéon veremos que la relaciéon que caracteriza a los operadores
world filtered revision es la de cuestionabilidad, aunque no de una manera convencional.

Teorema 5.3.3. Sea R C Z x T una relacion y sea *x,, un operador elementary world
revision, que satisface (Wx1) y (Wx2). Construimos el siguiente operador world filtered
revision [y, : P(Z) x P(Z) — P(Z) como:

Axy, B Si ARB

Al B = { (Axy BYUA caso contrario

Entonces, existe un operador world filtered revision ©. equivalente tal que:

A+, B Si Ay B

AGuw B = { (Axl, BYUA caso contrario

donde == y =, las relaciones asociadas a [y, resultan equivalentes y *., el operador
elementary world revision queda definido como:

Ax, B Si ARB
A¥l, B={ (Ax,B)UA SiARByACRB
ANB caso contrario

Demostracion en la pdgina 80, al final del capitulo.

El teorema anterior también aplica a los operadores world credibility-limited revision,
ya que son un caso particular de operadores world filtered revision.

Proposicion 5.3.4. Sea ©®, un operador world filtered revision segun la Definicion 5.1.2.
Entonces, ©®y es un operador world credibility-limited revision segin la Definicion 2.5.2 si
y solo si satisface:

(Rel3) A® B C B o bien A® B C A (weak relative success).
En tal caso, A ®, B = A si A= B, siendo = la relacion questionable asociada a ©y.

Demostracion en la pdgina 80, al final del capitulo.

El Teorema 5.3.3 y la Proposiciéon 5.3.4 nos hacen preguntarnos si hay una conexiéon entre
las relaciones credible y questionable de los operadores world filtered revision, considerando
que la idea original estd basada en una relacién < y no ¥ caracterizando estos operadores.
Pero la realidad es que puede ocurrir casos en donde haya pares tales que A £ By A ¥ B,
como también que A < By A > B. Estas situaciones pueden evitarse si ® satisface
postulados extra.
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Proposicion 5.3.5. Sean ©, un operador world filtered revision segin la Definicidn 5.1.2,
con = y < sus relaciones y *,, su operador elementary world revision asociados.

1. Se satisface que si A £ B entonces A = B si y sdlo si @ satisface:

(Reld) Si A # 0 entonces A® B # () (strong consistency).
2. Se satisface que si A < B entonces A % B si y solo si @y, satisface (Rel2) y (Rel3).
3. O satisface (Rel2), (Rel3) y (Rel4) si y sdlo si A # B equivale a A < B.

Demostracion en la pdgina 80, al final del capitulo.

Por otro lado, en los operadores world filtered revision no hay una nocién de cuestiona-
bilidad parcial, ya que la relaciéon questionable asociada coincide con la full questionable,
algo que no necesariamente sucede para operadores world promotion.

Teorema 5.3.6. Sea ©,, un operador world promotion segun la Definicion 5.1.3, construido
por una funcion trigger s y dos operadores TR world revision x, y *.,, que satisfacen
(Wx1)~(Wx5). Si < y = son sus relaciones credible y questionable asociadas, entonces:

1. A< B siysdlo si B#0;
2. = es normal questionable y A = B si y sélo si (B *,, (AN s(B))) N B® # 0;

Demostracion en la pdgina 81, al final del capitulo.

En el teorema anterior podemos ver que las relaciones credible y questionable no estan
necesariamente relacianadas. De hecho, en el contexto de los operadores world promotion,
se ven totalmente independientes. Conectar ambas relaciones seria equivalente a vincular
los operadores revision con los que se construye el operador.

El Teorema 5.3.6 también nos da la idea de que es posible caracterizar las relaciones
questionable en términos de una funcién world selection. Esto se asemeja a como una
funciéon world-selection define relaciones credible. En la siguiente y tltima seccién, nos
inspiraremos en lo hecho en el Capitulo 4 para identificar propiedades de las relaciones
questionable en términos de funciones world-selection.

5.4 Relaciones Questionable Basadas en Funciones
World-Selection

En la Definicion 5.3.1 vinculamos las relaciones questionable con operadores de cambio.
Una manera de interpretar la condicién que define a la relacién questionable = asociada
a un operador e,, es que A = B si y solo si A e, B contiene un subconjunto no vacio de
AN B€. Esto se corresponde también con la idea que propusimos al final de la Seccién
5.1. En esta secciéon identificaremos a ese subconjunto como seleccionado por una funcién
world-selection. Tal funcién aparecié explicitamente en el operador world promotion: es la
asociada al segundo operador *,, que se usa para construir el operador. Y también esta en
los operadores world filtered revision, aunque no sea tan evidente. Si tomamos un operador
world filtered revision ®,, construido a partir de una relacién questionable > y un operador
elementary world revision *,,, y consideramos la funciéon world-selection:

[0 Si BC# A
p(A,B) = { A°N B¢ caso contrario

Tenemos que ®,, puede definirse como:

A, B SiAy B

o c\ _
A@wB—(A*wB)UP(B,A)—{ (Axy, B)U (AN B¢ caso contrario
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Como AN B C A, B, entonces (A %, B)U (AN B°) = (A%, B)U A. Méas atn, podemos

considerar el operador */, elementary world revision asociado a p:

ANB SiBy# A

/ o Cc\ __
Axy B=(ANB)Up(A, B°) = { B caso contrario

De esa manera, el operador world filtered revision ®,, queda reconstruido como:
A®y B = (Ax, B)U(B#%, A)

El parecido con los operadores world promotion resulta ahora més evidente, excepto que los
operadores revision asociados satisfacen menos postulados. Ademas, de la Proposicién 5.3.5
destacamos que es posible relacionar los comportamientos de los operadores #,, y */,. En
el Capitulo 6 nos concentraremos en analizar y caracterizar estos operadores. Pero antes
formalizaremos el vinculo entre relaciones questionable y funciones world selection.

Definicién 5.4.1. Sea p una funcion world-selection. Una relacion questionable asociada a
p, notada como >, es la relaciéon que se construye a partir los pares significativos de p en el
siguiente sentido:

A= B siysolosi p(B,A%) #0
En tal caso, se considera ademas el siguiente refinamiento de la actitud epistémica:
e B es no cuestionable en A si p(B, A°) = ().
e B es cuestionable en A si () # p(B, A°) # AN B°.
e B es totalmente cuestionable en A si p(B, A°) = AN B° # 0.
El refinamiento presentado esté basado en la Definicion 5.3.1.

De la definicion de las funciones world-selection se deduce que la relacién definida es
efectivamente questionable, pues si A C B entonces p(B, A°) C BN A = (). Mas aun, si p
es normal, tenemos que si B € A° entonces p(B, A°) = (). Luego > es normal questionable.

Proposicion 5.4.2. Sea p una funcion world-selection y sea > su relacidn segin la
Definicion 5.4.1. Entonces > es una relacion questionable. Ademds:

1. = es normal questionable si y sdlo si p es normal;
2. = es pro-consistent observation si y sélo si p(, B) = (;
3. = es skeptic si y solo si para todo B # T existe A tal que A C B y p(A, B) # (;

Demostracion en la pdgina 81, al final del capitulo.

De esta manera, toda funciéon world-selection tiene asociadas una relacién credible y
una relacién questionable. Las propiedades asociadas a estas relaciones afectan a la funcién
world-selection de forma diferente, debido al intercambio de roles entre A y B al hablar de la
relacion questionable. En particular, las propiedades de la Definiciéon 4.2.3 de las relaciones
credible y de las Definiciones 5.2.2, 5.2.4 y 5.2.6 de las questionable son combinables e
independientes entre si, ya que las primeras hacen foco en lo que sucede en el segundo
parametro de p, mientras que las dltimas lo hacen sobre el primer parametro.

Definicion 5.4.3. Sea p una funcién world-selection y > su relaciéon questionable asociada.
Diremos que p es:

imprudent si satisface que si p(A,B) =0, BUA#Zy () # A’ C A entonces p(A’, B) = ;

normal imprudent si p es normal y satisface que si p(A,B)=0,0#A' C Ay ACB
entonces p(A’, B) = 0;
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wise si satisface que si p(A,B) =0y A C A’, entonces p(A’, B) = 0);

union imprudent: si BUA # T y A # () entonces p(A, B) = ) si y solo si para todo
w € A tal que p({w}, B) = (;

union wise: si BUA#TZy A+# () entonces p(A4, B) =) si y s6lo si existe w € A tal que

p({w}, B) =0
union normal wise: si() # A C B entonces p(A, B) = () si y solo si existe w € A tal que
p({w}, B) = 0;

Los nombres hacen referencia al anélisis que hicimos de tipos de agentes tendientes a
cuestionar o dudar de las nuevas observaciones (wise) y el tipo de agentes méas proclives
a aceptar una nueva observacion sin cuestionarla (imprudent). Sin embargo, también se
pueden notar las similaridades con las propiedades null-monotonic de la Definicién 4.1.4,
donde la variacién principal es que los cambios en el caso questionable estan enfocados en
el primer parametro de la funcién.

El siguiente resultado traduce estas posibles propiedades de las relaciones questionable
asociadas a una funcién p a propiedades de funciones world-selection.

Teorema 5.4.4. Sea p una funcion world-selection y sea = su relacion questionable asociada.
Entonces:

1. > es tmprudent si y solo si p es imprudent;

2. > es normal imprudent st y solo si p es normal imprudent;
es wise st y solo si p es wise;

es union imprudent si y solo si p es union imprudent;

es union wise st Yy solo st p es union wise;

S v G
Y Y Y Y

es unton normal wise si y sélo st p es union normal wise;

Demostracion en la pdgina 81, al final del capitulo.

Via la combinacion de estas propiedades podemos obtener cualquiera de las familias
estudiadas para la relacion questionable asociada a una funcién world-selection. Al final de
este capitulo ordenaremos esta informacién en un arbol de familias, tal y como lo venimos
haciendo en los otros capitulos.

Para finalizar esta seccién, introduciremos la propiedad de p que representa el compor-
tamiento de la actitud epistémica “totalmente cuestionable”. Como estuvimos viendo, los
casos cuestionables son aquellos en que se elige un subconjunto no vacio de AN B¢. En
particular, es posible elegir todo AN B€. En términos de cuestionabilidad, significa que sera
cuestionado todo lo que pueda ser cuestionado de la observacién a partir del conjunto de
creencias original. Es decir, es el grado méas alto de cuestionabilidad.

Definicion 5.4.5. Sea p una funcién world-selection. Diremos que es polar si satisface
que si p(A, B) # () entonces p(A, B) = A°N B;

Cuando p es polar, significa que todo par de su relacién questionable es totalmente
cuestionable. Esta propiedad es combinable con otras que hemos visto. Por ejemplo, si su
relacion questionable asociada > es questionable doubtful, tenemos que p(A, B) = A°N B€.
Una situacion similar sucede si p es normal questionable doubtful, donde p(A, B) = A°N B¢
excepto cuando A € B, que sabemos que p(A, B) = ) por ser normal. En el otro extremo
tenemos que si > es naive, entonces p(A4, B) = (). En la construccion que dimos de operadores
filtered revision, vemos que la funcién p asociada es polar. A partir de esta idea, podemos
interpretar que un operador elementary world contraction, interpretado como A —,, B¢,
se lo puede asociar con una funcién world-selection polar con una relaciéon questionable
doubtful. Mientras que un operador elementary world revision se lo vincularia con una
funcién world-selection polar cuya relaciéon questionable asociada es naive.
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5.5 Resumen del Capitulo 5

Iniciamos el capitulo viendo que los operadores revision no priorizados vistos en la Seccion
2.5 parecen pertenecer a una familia de operadores que no encaja ni con operadores de tipo
revision ni de tipo contraction, sino que, en algtn sentido, estén en el medio. Es decir, los
operadores de tipo revision y contraction del Capitulo 3 son situaciones extremas, a las que
podemos acceder si les aplicamos las construcciones de las identidades de Levi y Harper.

La manera de detectar la posiciéon intermedia de estos operadores era viendo si, al
devolver el nuevo conjunto de creencias, se preservan mundos del antiguo conjunto de
creencias que no forman parte de la observacién. Es decir, si tomamos un operador de
cambio e, lo que se analizaba era la consistencia de (Ae,, B)N AN B¢ Viendo qué significa
este conjunto en el ejemplo, notamos que cuando (A e, B)N AN B¢ # (), el agente presenta
una posiciéon de cuestionamiento o duda respecto de la observaciéon. Se destaca ademas el
caso en que AN B¢ C Aey, B, entendiéndose como que el cuestionamiento de la observacion
es el méximo posible. A partir de esta intuicién y de lo que sabiamos de relaciones credible,
definimos las relaciones questionable. En la Figura 5.1 aparecen ordenadas de mayor a
menor generalidad las diferentes propiedades y subfamilias.

Arbol de Familias de Relaciones (Normal) Questionable

Questionable

T

Imprudent Wise

/

Complete Union Union
Imprudent Imprudent Wise

\ NS

Core Imprudent Wise-Imprudent Core Wise

RN

Nalve Doubtful

Complete
Wise

/
7N
/

N\
N

e
\

Figura 5.1: Arbol de familias de relaciones questionable y normal questionable.
También puede interpretarse como de propiedades de funciones world-selection.

Al querer implementar estas estructuras en operadores de cambio, descubrimos que los
operadores revision no priorizados pueden caracterizarse via relaciones questionable més que
credible. Més aun, estos operadores pueden interpretarse como la unién de dos operadores
elementary world revision, donde uno de ellos se enfoca en la credibilidad, mientras que el
otro, enrocando los paradmetros, determina la cuestionabilidad. Este tipo de operadores seran
el objeto de estudio del Capitulo 6. En este tipo de operadores, el conjunto (Ae,, B)N AN B
aparecié como la imagen de una funcién world-selection. Asi que, nuevamente inspirados
en lo hecho en el Capitulo 4 con las relaciones credible, caracterizamos las propiedades
de las relaciones questionable en términos de una funcién world-selection p. Esto significa
ademas que la Figura 5.1 también puede interpretarse respecto a propiedades de funciones
world-selection.
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Demostraciones de los Resultados del Capitulo 5

Demostracion de Teorema 5.2.5.

1.

Supongamos que existen A, B C T tal que A = B. Por closed over inclusion se deduce
que A = 7, contradiciendo que > es questionable. Luego A % B para todo A, B C 7.

Supongamos que > es union imprudent y tomemos un par (A, B) tal que A Z By
B # (. Si A >~ B entonces existe w € B tal que A > {w} por ser union imprudent.
Si existe w € B tal que A > {w} entonces A >~ B por ser imprudent. Supongamos
ahora que vale que si A € By B # () entonces A = B si y s6lo si existe w € B tal que
A»{w}. SiA>B,0+# BC By AZ B entonces vale que existe w € B tal que
A= {w}. Comow € B'y AZ B, resulta que A = B’. Si A > |JS para S C P(Z) y
) # S, entonces existe w € | J S tal que A > {w}. Luego, por hipdtesis, A > [ S.

Por el item anterior, solamente falta ver que el caso en que B = () coincide con pro-
consistent observation. Es decir, tenemos la afirmacion si A () entonces A = ) si y
solo si existe w € () tal que A > {w}”. Como “existe w € () tal que A > {w}” es falso, la
afirmacion de la oracion anterior se puede reescribir como “si A # () entonces A ¥ (7,
que coincide con el contrarreciproco de pro-consistent observation para >.

Supongamos que > es union normal imprudent y tomemos un par (4, B) tal que
ANB =10 # B.Si A~ B entonces existe w € B tal que A > {w} por ser union
imprudent. Si existe w € B tal que A = {w} entonces A = B por ser normal imprudent,
usando que A N B = (). Supongamos ahora que vale que si AN B = () # B entonces
A > B siy solo si existe w € B tal que A = {w}. SiA>=B,0#BCB yAnNB =1
entonces vale que existe w € B tal que A > {w}. Como w € B’y AN B’ = (), resulta
que A > B.SiA>|JS para S CP(Z)y 0 #JS, entonces existe w € |J S tal que
A > {w}. En particular, existe B € S tal que w € B. Como A > |J S, sabemos que
AN(US) =0, por lo que AN B = () para todo B € S. Por hipotesis, tenemos entonces
que A - B.

O

Demostracion de Teorema 5.2.5.

1.

Supongamos que ANB =0 # Ay A= B. Si tomamos () = B’ C B, por ser wise resulta
que A = ). Luego = es closed over empty set.

Supongamos que > es union wise. Si A > B entonces A > {w} para todo w € B por
ser wise. Si A Z B# () y A > {w} para todo w € B entonces A > B por ser union
wise. Supongamos ahora que vale que si A Z B entonces A > B siy solosi A = {w}
para todo w € B. Si A = By B’ C B entonces vale que A B pues > es questionable.
Luego A Z By A = {w} para todo w € B’. Por lo tanto, A = B’. Si A > B para todo
BeSyAZJS #0, de la hipotesis se deduce que A = {w} para todo w € B de todo
) # B € S. De lo que se deduce que A > {w} para todo w € | J S. Luego, por hipotesis,
A-US.

Por el item anterior, solamente falta ver el caso en que B = () coincide con skeptic. Es
decir, tenemos la afirmacion “si A Z () entonces A > ) si y solo si A = {w} para todo
w € (. Como “A > {w} para todo w € " es verdadero, la afirmacion de la oracion
anterior se puede reescribir como “si A # ) entonces A = (). Esta afirmacion, implica
skeptic trivialmente. Por otro lado, si = es skeptic y wise, se tiene que si A # () entonces

A= 0.

Se deduce de que las premisas de union wise implican las premisas de union normal
wise.
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Supongamos que = es union normal wise y que AN B =@ y B # (). Como es union
wise y de AN B = () se deduce que A € B, tenemos que A > B siy solo si A = {w}
para todo w € B. Veamos ahora que si vale que si AN B =0y B # () entonces A = B
si y solo si A > {w} para todo w € B, entonces = es union normal wise. Si A > By
B’ C B, entonces por hipotesis todo w € B cumple que A > {w}, en particular los de
B’. Por lo tanto, A = B’. Si A = B para todo B € Sy |JS # (), entonces A > {w} se
cumple para todo w € B. En particular, A > {w} para todo w € |JS. Luego A > |JS.

Por el item anterior, solamente falta ver el caso en que B = () coincide con skeptic. Es
decir, tenemos la afirmacion “si A € () entonces A > ) si y solo si A = {w} para todo
w € (. Como “A = {w} para todo w € §)” es verdadero, la afirmacion de la oracion
anterior se puede reescribir como “si A # ) entonces A = (). Esta afirmacion, implica
skeptic trivialmente. Por otro lado, si = es skeptic y wise, se tiene que si A # () entonces
A= 0.

O

Demostracion de Teorema 5.2.7.

1.

Si A= (US) tal que S # 0, como cualquier B € S cumple que B C |JS y > es wise,
tenemos que A = B para todo B € S.

Supongamos que A > B para todo B € S CP(Z)y AZ JS # 0. Entonces existe
() # B € S y estamos en las hipotesis de imprudent, por lo que A > |JS.

Se deduce de forma directa a partir de los items anteriores.

Al ser normal questionable, se tiene que si A = B entonces AN B = () para todo B € S.
Por lo que AN (US) = 0. Como |JS # 0, entonces existe B € S tal que B # 0, y
estamos en las hipotesis de normal imprudent, por lo que A = (|J5).

Se deduce de forma directa a partir del item anterior y del primer {tem.

Supongamos que existen A, B C 7 tal que A = B. En particular, A # (. Como es
pro-consistent observation, tenemos que A ¥ (). Pero por ser wise, como ) C B, se
tiene que A = 0, llegando a una contradicciéon. Luego A ¥ B para todo A, B C T.
Que la relacién vacia satisface pro-consistent observation, wise e imprudent se deduce
vacuamente.

Sea A ¢ B. En particular, A # (). Como es skeptic, existe B’ tal que ANB =0y
A = B'. Consideremos entonces B = B U B’ y notemos que ANB = AN By que
AN B¢ = An Be. Luego A € B. Por ser imprudent, tenemos que A > B, y por ser
wise resulta que A > B. Combinando esto con el hecho de que es questionable, se tiene
que A > B siysolosi AZ B. Por otro lado, si A > B siy s6lo si A Z B, entonces >
satisface skeptic y tanto wise como imprudent por construccion.

Sea ANB = () # A. Como es skeptic, existe B’ tal que ANB’ = () y A = B’. Consideremos
entonces B = BU B’ y notemos que AN B = (), es decir AN B = () # A. Por ser normal
imprudent, tenemos que A = B, y por ser wise resulta que 4 = B. Combinando esto con
el hecho de que es normal questionable, se tiene que A = B siy solo si AN B = () # A.
Por otro lado, si A = B siy solosi AN B = () # A, entonces > satisface skeptic y tanto
wise como normal imprudent por construccién.

O

Demostracion de Proposicion 5.3.2.

1.

Que < sea pro-consistent observation equivale a que si A # () entonces A £ (), y esto
vale por construccion de <, pues (A e, 0) N0 = 0. Que > sea questionable equivale a
que si A C B entonces A # B. Es decir, si AN B¢ = () entonces (Ao, B)NANB® =1,
que vale por construccion de .
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2. El postulado propuesto es la transcripciéon de la condicién de compatible en términos de
la construccién de <.

3. = es normal questionable si y solo si vale que si A = B entonces ANB = () # A. Por lo que
si ANB # (), entonces A # B. Por construccion, esto significa que (Ae,, BYN AN B¢ = (),
o equivalentemente (A e, B) N A C B. Supongamos ahora que se cumple (Rel2) y
tenemos que A > B. Por construccion, (A e, B)NAN B¢ # (), o bien, (Ae,, B)NA L B.
Por el contrarreciproco de (Rel2), resulta que AN B = () y por hipo6tesis sabemos que

A £ (.
O

Demostracion de Toerema 5.3.3. De la Definicién 5.3.1, consideramos >=> dada por:
A=-B siysolosi 0 #ANB°C AL, B

Por construccion de [J,,, tenemos que = y > son equivalentes, pues si (AL, B)NANBC # ()
entonces A [, B = (A%, B)U A. Luego, AN B¢ C A, B. Es decir, si A = B entonces
A== B, y siempre vale que si A=>B entonces A > B.

Por otro lado, tenemos que (AL, B)NAN B = () siysolosi ARB 6 A C B. Es decir,
A ¥ Bsiysolosi ARB 6 A C B. Separaremos A % B en dos casos disjuntos: ARB o bien
ARBy AC B.

El operador «/, del enunciado satisface (Wx1) y (W=%2) por construccion, por lo que
es valido para construir un nuevo operador ®y,:

_J A B Si Ay B
AQWB_{ (Axy B)UA caso contrario

Por construccion se deduce que A ®, B = A, B para todo A, B C 7. O

Demostracion de Proposicion 5.3.4. Un operador world credibility-limited revision satisface
(Rel3) por construccion y puede interpretarse como un operador world filtered revision
donde si ARB entonces A %, B = AN B.

Para ver que el postulado propuesto caracteriza al operador world credibility-limited
revision como subfamilia de world filtered revision, por el Teorema 5.3.3, tenemos que:

Axy B SiA¥ B
AOuw B = { (Axy B)UA caso contrario
siendo > la relacion questionable asociada a ®y, ¥y *,, un operador elementary world revision,
que satisface (Wx1) y (Wx2). Como > es la relacion questionable de ©,,, sabemos que
A¥ Bsiysolosi (A®, B)NAC B. Es decir, A > B siy solosi (Ax, B)UAZ B. Por lo
tanto, si A = B por construccion tenemos que A C A ®,, B, mientras que por (Rel3) vale
A®y B C A. Luego A®, B=A.Si A% B entonces A©®y B C B por (Wx1) de *,,. [

Demostracion de Proposicion 5.3.5.

1. Supongamos que si A ¥ B entonces A < B. Aplicado a A ®,, B, significa que si A ¥ B
entonces A *, B # () o bien A = ). Por lo tanto, A ®, B # 0 6 A=0.Si A~ B,
sabemos que A # () pues > es questionable, y que A @, B = (A %, B) U A. Luego,
A @y B # (. En cualquier caso, A ®, B#0 6 A=0.

Si @, satisface (Rel4) y vale que si A A B entonces A >~ B, de un lado tenemos
que A ®y B # 0 6 A= (), mientras que del otro, por la Definicién 5.3.1, sabemos que
existe (A, B) tal que A # 0, A®, BC By A®, B C A°. Dado que por construcciéon
A®yw B C AUB, esto tnicamente pasa cuando A®,, B = ), llegando a una contradiccion.
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2. Supongamos que vale que si A > B, entonces A £ B. Luego A ®,, B = (A%, B)U A.
Pero por A 4 B sabemos que (AN B)U A %, B = (. Por lo tanto, si A = B entonces
AGy B=Ay AN B = . Luego, ®,, satisface (Rel3), y por contrarreciproco, > es
normal questionable.

Si, en cambio, ®,, satisface (Rel3) y (Rel2), sabemos que si A > B entonces A®,,B = A
y AN B = 0. Por lo tanto, (A ®, B) N B =0, es decir A £ B.

3. Esto se deduce directamente de los items anteriores.

Demostracion de Teorema 5.3.6. De la construccion de ©,, sabemos que:
Ay B=(Ax, BYU(Bx, (ANs(B)))

Podemos utilizar la caracterizacion de los operadores TR world revision con funciones world
selection:

A6y, B=(ANB)Uag(A,B°)Ud' (B, A°U s(B)°)

Como o/(B,A°U s(B)¢) C By o(A, B°) C B por la definicion de world-selection,
tenemos que:

(Acy B)NB=(ANB)Uo(A,B°) =A%, B

Luego A < B siy solo si A x,, B # (. Por los postulados (Wx1) y (W=x3), resulta que
Axy B # () siy solosi B # (). Por lo tanto, A < B si y solo si B # ().
Bajo el mismo principio de antes, tenemos que:

(Ao, BYN AN B® =o' (B, A°U s(B)°)

De lo que se deduce que A = B siy solosi (B!, (ANs(B)))N B¢ # (). Ademés, si ANB # (),
tenemos que A ©,, B = AN B pues los operadores x,, y ., satisfacen vacuity (W=x4). Por
lo tanto, en este caso, (A ©, B) N AN B® = 0, o equivalentemente (A ©,, B)N A C B.
Luego ©,, satisface (Rel2). O

Demostracion de Proposicion 5.4.2. El hecho de que = sea non-belief compatible se deduce
directamente de su definicién y de que p es una world-selection: si A C B entonces
p(B, A) C BN A = ). El resto del listado lo continuamos uno a uno.

1. Si sabemos que si A = B entonces AN B = () # A esto equivale a que si p(B, A¢) # ()
entonces AN B = () # A. Reescribiendo A° = D nos queda que si p(B, D) # () entonces
B C D # 7. Esto es el contrarreciproco de que p sea normal: si B #C D entonces
p(B,D) = 0. El caso D = T se deduce por ser p world-selection.

2. Que valga skeptic, o sea que para todo A # () existe B tal que ANB =0y A= B, es
equivalente a que para todo D # T existe B tal que B C Dy p(B, D) # (.

3. pro-consistent observation significa, en términos de p que si p(0), A°) # () entonces A = .
El contrarreciproco reescribiendo D = A€ es que si D # Z entonces p(0), D) = 0. Como
p(0,Z) = 0 por ser p world-selection, tenemos que > es pro consistent observation si y

solo si p(0, D) = 0.
O

Demostracion de Teorema 5.4.4. Para esta demostracion vamos a realizar la misma metodo-
logia que en el Teorema 4.3.2. Utilizaremos entonces los contrarreciprocos de la definiciones
de imprudent, normal imprudent y wise, y las caracterizaciones de union imprudent, union
wise y union normal wise.

imprudent: si A B', AZ B'y () # B C B’ entonces A # B’;
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normal imprudent: si Ay B', () # B C B'y AN B’ = () entonces A ¥ B;
wise: si A ¥ B’y B’ C B entonces A ¥ B;

union imprudent: si A € B # () entonces A = B si y s6lo si existe w € B tal que
A= {w};

union wise: si A Z B # () entonces A = B siy solo si A > {w} para todo w € B;
union normal wise: si ANB = () entonces A > B siy soélosi A = {w} para todo w € B;
Al reemplazar la relacién > por su definiciéon en términos de p nos queda que:
imprudent: si p(B',A°) =0, AZ B' y ) # B C B’ entonces p(B, A¢) = {);

normal imprudent: si p(B',A°)=0,0# B C B’y AN B’ = () entonces p(B, A°) = ();
wise: si p(B', A°) =( y B’ C B entonces p(B, A¢) = {J;

union imprudent: si A Z B # () entonces p(B, A°) = () si y solo si para todo w € B tal
que p({w}, A°) = 0;

union wise: si A ¢ B # () entonces p(B, A°) = 0 si y solo si existe w € B tal que
p{w}, A9) = 0;

union normal wise: si AN B = () # B entonces p(B, A°) = () si y solo si existe w € B
tal que p({w}, A¢) = 0;

Ahora cambiaremos sintacticamente B por A y A¢ por B:

imprudent: si p(A',B) =0, B°Z A"y ) # A C A entonces p(A, B) = 0;

normal imprudent: si p(A',B)=0,0# AC A"y B°N A" = () entonces p(A, B) = {);
wise: si p(A',B) =0y A’ C A entonces p(A, B) = 0;

union imprudent: si B¢ ¢ A # () entonces p(A, B) = ) si y solo si para todo w € A tal
que p({w}, B) = 0;

union wise: si B¢ ¢ A # () entonces p(A,B) = ) si y solo si existe w € A tal que
p({w}, B) = 0;

union normal wise: si BN A = () # A entonces p(A, B) = ) si y solo si existe w € A
tal que p({w}, B) = 0;

Reescribiendo un poco las propiedades que nos quedaron obtenemos las equivalencias:
imprudent: si p(A',B)=0, BUA #Zy () # A C A entonces p(A, B) = 0;
normal imprudent: si p(A',B)=0,0# AC A"y A’ C B entonces p(A, B) = (J;
wise: si p(A',B) =0y A’ C A entonces p(A, B) = {);

union imprudent: si BUA # Ty A # () entonces p(A, B) = ) si y s6lo si para todo
w € A tal que p({w}, B) = 0;

union wise: si BUA# Ty A# () entonces p(4, B) =) si y solo si existe w € A tal que

p({w}, B) = 0;
union normal wise: si() # A C B entonces p(A, B) = () si y solo si existe w € A tal que
p({w}, B) =0

O
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Capitulo 6

Una Familia de Operadores No
Priorizados sobre Mundos

Lo mejor que el mundo tiene esta
en los muchos mundos que el
mundo contiene.

Patas Arriba, Eduardo Galeano
(1998).

En este capitulo concluiremos gran parte de nuestro objetivo: tener una familia que
englobe todas las propuestas anteriores, desde los elementary world del Capitulo 3, el
refinamiento de éstos visto en el Capitulo 4 (usando relaciones credible), hasta los operadores
revision no priorizados del Capitulo 5 (y las relaciones questionable). Ya tuvimos un adelanto:
los operadores world filtered revision y world promotion se pueden caracterizar como la
unién de dos operadores elementary world revision. Llamaremos versatile a esta familia
de operadores, debido a que bajo ésta podremos representar todos los operadores vistos e
incluir, en términos de operadores de cambio, las nociones de credibilidad y cuestionabilidad.

Para este capitulo es necesario ordenar el anélisis que se hara de los operadores versatile,
va que hay una gran cantidad de propiedades que a su vez se pueden combinar. Tal anélisis
se centrard en la axiomatizacién de las propiedades de las funciones world-selection que
caracterizan a estos operadores. Esta lista de postulados la separaremos en 4 tipos:

Clasicas son aquellas propiedades vistas del Capitulo 3 vinculadas a vacuidad y localidad.

Suplementarias se refiere a las propiedades del Capitulo 3 asociadas a las caracterizaciones
de la teoria de asignaciones faithful.

Credible son las propiedades referidas a las relaciones credible, que aparecieron en la
Seccion 4.3 y fueron presentadas en la Definicion 4.3.1.

Questionable hace referencia a las propiedades asociadas a las relaciones de cuestiona-
bilidad, dadas en la Definicién 5.4.3 de la Seccién 5.4. Aqui se incluiran ademas
las propiedades de la Definicién 5.4.5, asociadas a la actitud epistémica totalmente
cuestionable y las propiedades basadas en las ideas de la Proposicion 5.3.5, que
vinculan a las funciones world-selection de un operador world versatile entre si.

Algo que se destacara de este analisis es la generaciéon sistematica de postulados de
operadores world versatile a partir de las propiedades de las funciones world-selection y
las relaciones credible y questionable asociadas. De hecho, identificar la conexiéon entre
relaciones, funciones world-selection y postulados resultaré tutil para luego poder definir
axioméaticamente y constructivamente nuevos operadores con propiedades combinadas. Este
resultaré ser el verdadero potencial de los operadores world versatile: una estructura a la
cual se le pueden volcar todas las propiedades conocidas de la teoria y combinarlas entre si.
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6.1 Operadores World Versatile

La familia de operadores versatile formaliza la diversidad de comportamientos cuando se
pretende revisar o contraer y en un contexto tanto de credibilidad como de cuestionabilidad.
Estos operadores pueden entenderse como versiones mas débiles de los operadores elementary
world contraction y revision en el siguiente sentido. A partir de los postulados (W—1) y
(W—2) vemos que todo operador elementary world contraction —,, satisface:

ACA-,B°CAUB

Més atn, todo operador que satisface esta doble inclusién es un elementary world contraction.
De la misma manera, los postulados (Wx1) y (Wx%2) afirman que ser operador elementary
world revision *,, equivale a cumplir que:

ANBCAx*x,BCB
Los operadores elementary world versatile son entonces los que se mueven en ambos rangos.

Definicion 6.1.1. Dados A, B € P(Z), se considera el siguiente postulado para el operador
@ : P(Z) x P(Z) — P(I):

(We1) A®, B C AU B (shared success).
Llamaremos elementary world versatile a los operadores @, que cumplan (W®@1) y (Wx2).
Vemos entonces que todo operador elementary world versatile satisface que:
ANBCA®,BCAUB

Es decir, es un operador que llega a los extremos compatibles de los operadores elementary
world revision y elementary world contraction. Pero este es tan sé6lo el primer vinculo entre
estos tres operadores. Los siguientes lemas muestran como cada postulado que define a los
operadores elementary world versatile, cuando se los combina con las construcciones de
Levi y Harper, dan operadores elementary world.

Lema 6.1.2. Sea @, : P(Z) x P(Z) — P(Z) un operador de cambio sobre mundos. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. El operador ®,, satisface (W©1);

2. El operador —,, definido como A —, B = AU (A ©®y B°) es un elementary world
contraction, que satisface (W—1) y (W—2);

3. El operador —!, definido como A -, B = AU (B ©, A) es un elementary world
contraction, que satisface (W—1) y (W—2).

A los operadores elementary world contraction —,, y —,, los llamaremos asociados a ©,.

Demostracion en la pdgina 100, ol final del capitulo.

El lema anterior nos afirma que los operadores que al aplicar Harper nos da un operador
elementary world contraction se caracterizan por un tnico postulado, (W®1). Lo mismo
sucede con los operadores elementary world revision, aplicando Levi y el postulado (Wx2).
Estos resultados determinan la maxima generalidad de lo analizado en la Secciéon 5.1.

Lema 6.1.3. Sea ®,, : P(Z) x P(Z) — P(Z) un operador de cambio sobre mundos. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. El operador ®,, satisface (Wx2);
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2. El operador %y, definido como A %, B = (A ©, B) N B es un elementary world revision,
que satisface (Wx1) y (Wx2);

3. El operador ., definido como A xl, B = (B ©@, A)N B es un elementary world revision,
que satisfacen (Wx1) y (Wx2).

A los operadores elementary world revision *,, y ., los llamaremos asociados a ©,,.

Demostracion en la pdgina 100, ol final del capitulo.

Los lemas anteriores completan una idea que habiamos hablamos en el Capitulo 3 y nos
permiten ver las Identidades de Levi y Harper desde otra perspectiva, como se muestra en
la Figura 6.1. A partir de las construcciones de Levi y Harper, los operadores que surgen
satisfacen los postulados (Wx1) (si aplicamos Levi) y (W—1) (si aplicamos Harper). Por
otro lado, aplicar estas construcciones a operadores world versatile nos aseguran que se
satisfacen los postulados (Wx2) y (W—2) (via (W®1)). Ya vimos que estos postulados
caracterizan a los operadores elementary world contraction y elementary world revision.

Cuadrado de Postulados Elementary World

Construcciones

Levi y Harper
(W-1) (Wx1)

(Cuestionabilidad Restringida)

Elementary
World Contraction

Elementary
World Revision

(W-2) Operadores Versatile
(W®1)  (Cuestionabilidad Liberada)

(W=x2)

Figura 6.1: El cuadrado de postulados de operadores elementary world permite una
nocion espacial de las diferentes perspectivas donde estos postulados aparecen.

Ademas vimos que los postulados (Wx1) y (W—2) determinan qué nuevos mundos
apareceran en el nuevo conjunto de creencias dado por el operador, dando cuenta de
una nocién de credibilidad. La manera en que estan planteados estos postulados hace
que sea posible trabajar con una diversidad de nociones de credibilidad, es decir, hay
libertad al momento de elegir un subconjunto de B. Este concepto es lo que los distingue
respecto de situaciones mas rigidas, como el operador expansion, que s6lo permite elegir
el conjunto A N B, o el operador que deja constante el conjunto de creencias, que elige
el conjunto A. Analogamente, los postulados (W—1) y (Wx2) hacen referencia a los
mundos que se preservan del conjunto de creencias original, dando cuenta de una nocién
de cuestionabilidad. Pero esta nocién no tiene la misma libertad que la de credibilidad en
los operadores elementary world. Los postulados asociados a las construcciones de Levi y
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Harper, (W—1) y (Wx1), fuerzan a que o bien estén todos los mundos de A, haciendo
que toda observacién sea totalmente cuestionable, o bien solamente haya mundos de B,
logrando que toda observacion sea no cuestionable.

Aprovechandose de que (W©1) y (W%2) son versiones mas débiles de (Wx1) y (W—1)
respectivamente, los operadores versatile dan a la nocién de cuestionabilidad una libertad
analoga a la de credibilidad. Asi, (W®1) y (W=%2) dan la misma nociéon de credibilidad
que (Wxl) y (W=1) para los operadores que definen. Pero no limitan la nocion de
cuestionabilidad como lo hacen (Wx1) y (W—1), que la llevan a posiciones extremas e
incompatibles, haciéndolas que se comporten conceptualmente como una el dual de la otra.

A partir de los lemas anteriores, podemos formalizar la idea de que hay una diversidad
de operadores entre las posiciones elementary world contraction y revision que proponen
las Identidades de Levi y Harper. Esta es otra manera de caracterizar a los operadores
elementary world versatile.

Teorema 6.1.4. Sea ©,, : P(Z) x P(Z) — P(Z) un operador de cambio sobre mundos.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. El operador ®,, satisface (W®1) y (Wx2).

2. Los operadores elementary world contraction y elementary world revision asociados a
©w cumplen que para todo A, B CL:
A©yB=(A—,B)N(B -, A°) = (A*, B)U (B, A)

w

3. Existen dos funciones world-selection o y p tal que para todo A, B C I:

A®y B =(ANB)Uc(A, B U p(B, A°)

En tal caso, diremos que el operador ©,, estd representado por el par (o, p) de funciones
world-selection.

Demostracion en la pdgina 100, ol final del capitulo.

El teorema anterior nos muestra que dado un operador elementary world versatile sus
operadores elementary world asociados son las posiciones extremas de tal operador:

Axy,B C A®,B C A-—, B¢
A¥ B C Be,A C A-! B¢

También vemos que las construcciones de las identidades de Levi y Harper se redujeron a
ser las que llevan al operador versatile a sus operadores elementary world asociados. Lo
dinico que mantiene su relevancia es que al aplicar Levi hay que evaluar por B¢, por lo que
tener definido al operador compuesto por un operador versatile cuya segunda coordenada
tiene aplicado un complemento sera ttil para comparar con operadores de tipo contraction.

Definicién 6.1.5. Sea ©,, un operador de cambio sobre mundos. Definimos el operador
world dual ® como A ®,, B = A ©,, BC.

Esta definicién no es solo una cuestion notacional. Hay contextos de aplicacion donde
no es posible trabajar con B¢, pero si con B. Por otro lado, tener definido este operador
simplifica la comparacion de los operadores versatile respecto a las familias de operadores
de tipo contraction, ya que ©,, satisface (W®1) si y solo si ®,, satisface (W—2).

Por dltimo, la construcciéon de los operadores elementary world versatile en términos de
funciones world-selection nos ayuda a interpretar conceptualmente cémo son las acciones
de los operadores elementary world versatile, donde parecen particionar en cuatro partes
disjuntas a todo el espacio:
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Toma todo el conjunto A N B porque son los mundos en donde tanto el conjunto de
creencias como la observacion “estan de acuerdo”.

Toma un subconjunto de A° N B que son los mundos aceptados para darle “credibili-
dad” a la nueva observacion. La seleccion esta dada por o(A, B).

Toma un subconjunto de BN A que son los mundos del conjunto de creencias usados
para “cuestionar” partes de la nueva observacion. La seleccion esta dada por p(B, A€).

Rechaza todo el conjunto B¢ N A€ ya que son los mundos que no fueron puestos en
juego ni por el conjunto de creencias ni por la observacién.

Podemos ver entonces que las funciones world-selection de un operador elementary
world versatile ©,, cumplen de forma independiente roles vinculados a las relaciones credible
vy questionable asociadas a ©,.

Proposiciéon 6.1.6. Sean ©,, un operador de elementary world versatile, que satisface
(We 1)y (Wx2) y estd representado por el par (o, p) de funciones world-selection asociadas,
y <, = y == sus relaciones asociadas de la Definicion 5.3.1. Entonces:

1. < es la relacion credible de o segin la Definicion 4.1.4;

2. = y == es la relacion questionable de p seguin la Definicion 5.4.1;

3. = es una relacion normal questionable si y sdlo si ©,, satisface (Rel2);
4. » es una relacion normal questionable si y sdlo si p es normal;

A los operadores elementary world versatile que satisface (Rel2) los llamaremos normal
questionable world versatile.

Demostracion en la pdgina 101, al final del capitulo.

Asi, los operadores elementary world versatile sintetizan lo visto en capitulos anteriores:

e Neutralizan la dualidad dada por las Identidades de Levi y Harper, donde los operadores
elementary world quedaban separados, pero con las mismas propiedades, vinculados por
una funcién world-selection;

e Su construccion se identifica con las relaciones credible y questionable asociadas a los
operadores de cambio tal y como las estudiamos en los Capitulos 4 y 5;

e Se construyen mediante funciones world-selection, a las que les podemos aplicar todas
las propiedades vistas.

Esta interpretacion vislumbra roles especificos para las funciones world-selection que utili-
zaremos para identificarlas.

Definicién 6.1.7. Dado un operador elementary world versatile ®,, llamaremos credible
a la funcién world-selection del operador notada como o y questionable a la funcién
world-selection del operador notada como p, donde se tiene que para todo A, B C I:

Ay B=(ANB)Udo(A,B°) Up(B, A°)

Esta nomenclatura esté vinculada a que estas funciones caracterizan a las relaciones credible
y questionable de ©,, en términos de la Definicion 5.3.1.

En las siguientes secciones nos concentraremos en reescribir las propiedades de las
funciones world-selection que definen operadores world versatile como postulados, teniendo
asi diferentes teoremas de representacion. Paralelamente y cuando sea el caso, identificaremos
a las familias de operadores world que presentamos en los capitulos anteriores, probando
que siempre estuvimos trabajando con casos particulares de esta familia de operadores.
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6.2 Postulados Questionable

Dijimos al inicio de este capitulo que este anélisis presentara ademéas una axiomatizacion
sistematica de las propiedades de las funciones world-selection. El Teorema 6.1.4 es lo que
formaliza esta afirmacion:

e la construccion mediante operadores elementary world revision y que (A©, B)N By
(A ®, B) N A sean las expresiones de estos operadores nos permite tomar postulados
para operadores revision y adaptarlos en términos de ©;

e la construccion mediante funciones world-selection y su conexién con las relaciones
credible y questionable nos sirve para asociar la consistencia de (A ®, B) N B con
las propiedades de credibilidad y la validez de A ®, B € B con las propiedades de
cuestionabilidad.

Por lo tanto, no hay que hacer importantes interpretaciones para reescribir a postulados de
operadores versatile. Se trata sobre todo de reemplazar expresiones y tener precaucién en
el caso de las propiedades de p con el intercambio de roles entre A y B.

Dado que la mayoria de los postulados asociados a ¢ ya estan presentados, comenzaremos
por los relacionados con p, concretamente postulados sobre cuestionabilidad. Como dijimos,
la mayorfa estaran condicionados por:

A~ B si y solo si (Aey B) Z B
Mas aiin, en los casos en que se tiene como hipotesis que AN B = () podemos usar:
A>-DB si y solo si (Aeyw B)NA#0

Por lo que basta con tomar las definiciones y caracterizaciones de la Secciéon 5.2 y reemplazar
sistem&ticamente.

Definicion 6.2.1. Dados A, B € P(Z), se consideran los siguientes postulados para el
operador ©,, : P(Z) x P(Z) — P(Z):

(WQ®1) SiAe,BY¢Z B,0#BCB'yA{Z B entonces A©,, B’ B’ (weak imprudent

monotony).

(WQe2) Si (Ae, B)NA#0,0+# B C B entonces (A ©®, B')N A # () (imprudent

monotony).

(WQ®3) Si A € B # () entonces A ©, B € B si y solo si existe w € B tal que
A ©y {w} € {w} (weak imprudent distribution).

(WQe4) A®, 0 =0 (imprudent consistency);
(WQ®5) Si Ae, B¢ By B' C B, entonces A ©,, B’ £ B’ (weak wise monotony).

(WQ®6) Si A Z B # () entonces A©, B € B siy solo si A©, {w} € {w} para todo
w € B (weak wise distribution).

(WQeT) Si ANB =0 +# B entonces (A®, B)NA#)siysolosi (A, {w})NAF#D
para todo w € B (wise distribution).

(WQ®8) Si A # () entonces existe B tal que ANB =0y (A®, B)NA # ( (wise
consistency).

Los postulados (WQ®1)~(WQ®4) se corresponden con las primeras cuatro propie-
dades de la Definicion 5.2.2, mientras que (WQ®5)~(WQ®@8) son los postulados que se
vinculan a las primeras cuatro propiedades de la Definicién 5.2.4. La forma sistematica en
que fueron concebidos estos postulados simplifica la obtencién de teoremas de representaciéon
de forma casi automatica.
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Corolario 6.2.2. Sea ®,, un operador versatile que satisface (W©1) y (Wx2), y sean o
y p sus funciones world-selection asociadas. Entonces:

1. ®y satisface (WQ®1) si y sdlo si p es imprudent.

2. ©y satisface (Rel2) y (WQ®2) si y sdlo si p es normal imprudent.
©y satisface (WQ®3) si y sdlo si p es union imprudent.

©y satisface (WQ®4) si y solo si p(0, B) = (.

© satisface (WQ®5) si y sdlo si p es wise.

©u satisface (WQ®6) si y solo si p es union wise.

©y satisface (Rel2) y (WQ®7) siy solo si p es union normal wise.

o RS> T e

©y satisface (WQ®8) siy sdlo si para todo B # T existe A tal que A C B y p(A, B) # 0.

Demostracion en la pdgina 101, al final del capitulo.

La combinacion de estos postulados nos permiten ademas reconstruir la Figura 5.1,
el arbol de relaciones questionable y normal questionable. La diferencia es que ahora la
podemos hacer en términos de postulados.

Definiciéon 6.2.3. Los operadores elementary world versatile se pueden clasificar respecto
de si satisfacen los postulados de la Definicion 6.2.1. Para identificar a las diferentes familias,
utilizaremos los nombres asociados a su relacién questionable, quedando vinculados como
aparece en la Figura 6.2. El arbol también representa la clasificaciéon de las subfamilias de
los operadores normal questionable world versatile, los operadores ©,, elementary world
versatile que satisfacen (Rel2).

Arbol de Familias de Operadores Questionable World Versatile

Elementary World Versatile

(WQe1) 6 (WQ()o)2)/ \(WQ@5)

Imprudent WV Wise WV
(WQ®6) 6
WQo4 WQo3 WQ®8
(waer) N\ (Waes) ey (WQes)
Complete Union Union Complete
Imprudent WV Imprudent WV Wise WV Wise WV

NN SN/

Core Imprudent WV Wise-Imprudent WV Core Wise WV

N SN S

Naive WV Doubtful WV

Figura 6.2: Arbol de relaciones de familias de operadores elementary world versatile
segun los postulados questionable. Los postulados (WQ®2) y (WQ®T) se consideran
cuando el operador ®,, ademaés satisface (Rel2).
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Continuando con méas propiedades sobre relaciones questionable, tenemos los casos en
donde éstas se vinculan con las relaciones credible. Nos referimos a las situaciones expuestas
en la Proposicién 5.3.5. En términos generales, es posible conectar las relaciones < y >
bajo intuiciones que se tienen de ambos conceptos. Por ejemplo, un comportamiento tipico
es que toda observacion consistente no creible es cuestionable, o equivalentemente, que
toda observaciéon consistente no cuestionable es creible. La condicién de que la observacién
sea consistente se puede evitar, llegando al caso en que si A £ B entonces A > B. Incluso
podemos hacer que todo lo creible sea no cuestionable, satisfaciéndose que si A < B entonces
A# B.

Definicién 6.2.4. Sean < una relacion credible y > una relacién questionable. Decimos
que el par (<, >) esta:

weakly entangled si sucede que si B # () y A £ B entonces A = B;
entangled si sucede que si A £ B entonces A = B;
strongly entangled si sucede que A ¥ B siy solosi A < B.

En el caso de que el par sea strongly entangled, usaremos inicamente < para referirnos a
la nocién tanto de credibilidad como de cuestionabilidad.

Estas situaciones ya las tenemos descritas para los operadores world filtered revision,
excepto weakly entangled, que se relaciona con el postulado weak consistency (Wo3).
En general, cuando vemos estas propiedades en términos de operadores elementary world
versatile, resultan vinculadas a la consistencia del operador.

Proposicion 6.2.5. Sean ©,, un operador de elementary world versatile, que satisface
(Wo 1)y (Wx2) y estd representado por el par (o, p) de funciones world-selection asociadas,
y <, = y == sus relaciones asociadas de la Definicion 5.5.1. Entonces:

1. (R, >) estd weakly entangled si y sdlo si ®,, satisface weak consistency (Wo3);
2. (=,>) estd entangled si y solo si ©,, satisface strong consistency (Rel4);
3. (<, =) estd strongly entangled si y sdlo si ©,, satisface (Rel2), (Rel3) y (Rel4);

Demostracion en la pdgina 102, ol final del capitulo.

Por tltimo, tenemos propiedades en donde la cuestionabilidad es total. Esta caracteristica
la identificamos en la Definicién 5.4.5 para funciones world-selection, y puede transcribirse
como postulado de operadores elementary world versatile de manera similar a como lo
hicimos con las anteriores propiedades.

Definicion 6.2.6. Dados A, B € P(Z), se considera el siguiente postulado para el operador
©w : P(Z) x P(Z) — P(I):

(Rel5) Si (A®, B)NAZ B entonces A C A®, B (full knowledge preservation).

Llamaremos fully questionable world versatile a los operadores ®,, que cumplan (W®1),
(W=%2) y (Rel5). El arbol de familias de la Definicion 6.2.3 es combinable con este postulado.
En tal caso, a las subfamilias se les antepone la palabra fully.

Este postulado es el que nos faltaba para ver a los operadores world filtered revision,
world credibility-limited revision y elementary world contraction como world versatile.

Teorema 6.2.7. Sea ©,, un operador de cambio sobre mundos.

1. @y es elementary world revision si y solo si es naive world versatile, es decir, satisface

(Wo1), (Wx2), (WQoe1), (WQe4)y (WQS5).
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2. ®@y es world filtered revision si y sdlo si es fully questionable world versatile, es decir,
satisface (W©1), (Wx2) y (Rel5).

8. ©y es world credibility-limited revision si y sdlo si es fully questionable world versatile y
ademds satisface (Rel3).

4. @y es elementary world contraction si y sélo si @y es fully doubtful world versatile, es
decir, satisface (Wo©1), (Wx2), (WQo1), (WQ®5), (WQ®8) y (Rel5).

Demostracion en la pdgina 103, ol final del capitulo.

El altimo resultado confirma formalmente cuan fuerte son los postulados (Wx1) y
(W-1), dando sustento al andlisis hecho en la seccion anterior. Esta situacion nos hace
preguntarnos si los postulados asociados a estos operadores, presentados en los Capitulos 3
y 4 requieren de (Wx1) y (W—1) para preservar el comportamiento que representan. En
la siguiente seccién nos enfocaremos en analizar las propiedades asociadas a la credibilidad
y clasicas, mostrando su independencia respecto de la cuestionabilidad excepto cuando se
agreguen postulados similares a los considerados en la Proposiciéon 6.2.5.

6.3 Postulados Credible y Clasicos

Continuando el analisis de propiedades para los operadores elementary world versatile,
tenemos una diversidad de opciones a partir de lo trabajado en los Capitulos 3 y 4. Revisando
los postulados de credibilidad de los operadores elementary world revision, presentados en
la Definicién 4.4.1 y que traducen propiedades de o, podemos ver que estan todos escritos
en términos de la consistencia de (A %, B) N B, siendo #,, un operador elementary world
revision. Paralelamente, del Lema 6.1.3, sabemos que (A ©,, B) N B es uno de los operadores
elementary world revision asociados a ©,,, el que tiene asociado la funcién world-selection
o. Es decir, (A ®, B) N B = (A *, B) N B. Por lo tanto, los postulados de la Definicion
4.4.1 pueden utilizarse para clasificar operadores elementary world versatile sin necesidad
de adaptacion alguna.

Corolario 6.3.1. Sea ®,, un operador versatile que satisface (W®©1) y (Wx2) y sea < su
relacion credible asociada. Entonces:

1. ®y satisface (Wol) siy solo si < es closed over inclusion.

2. ©y satisface (Wo2) siy sdlo si < es closed over inverted inclusion.
3. ©y satisface (Wo8) si y sdlo si < es core definable.

4. ©y satisface (Wo4) siy sdlo si < es frame definable.

Demostracion en la pdgina 103, ol final del capitulo.

Asi, los operadores elementary world versatile pueden clasificarse respecto de su relacién
credible, de manera idéntica a como lo hicimos para los operadores elementary world.

Definicién 6.3.2. Los operadores elementary world versatile se pueden clasificar respecto
de si satisfacen los postulados de la Definicion 4.4.1. Para identificar a las diferentes familias,
utilizaremos los nombres asociados a su relacion credible de la Figura 4.1 (excepto trivial y
weak prioritized), quedando vinculados como aparece en la Figura 6.3.

Los operadores dichotomic world versatile tales que a(A) = A representan el compor-
tamiento de un agente que solamente reafirma su conjunto de creencias, més alla de qué
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Arbol de Operadores Credible World Versatile

Bottom-up WV Elementary World Versatile Top-down WV
ol) (Wo2)
(We3) (Wod)
Core WV > Dichotomic WV Frame WV
(Wo2) (Wol)

Figura 6.3: Arbol de relaciones de familias de operadores elementary world versatile
segtin postulados credible.

actitud epistémica tenga sobre la observacién. Desde lo técnico, se comportan como un
elementary world revision pero con los parametros intercambiados, pues su estructura es:

A©y,B=(ANB)UDUp(B,A°)=Bx, A

Si a este comportamiento lo combinamos con full knowledge preservation (Rel5), obtenemos
el operador que mantiene constante el conjunto de creencias ante cualquier observaciéon
recibida. Cuando esta situacién ocurre simultaneamente con ser naive world versatile,
obtenemos al operador world expansion.

Por otro lado, un operador dichotomic world versatile tal que «(A) = Z siempre
acepta las nuevas observaciones, s6lo que en algunos casos puede decidir cuestionarlos y
preservar algunos mundos de su conjunto de creencias original. Llamaremos moderated a
este comportamiento. Esto significa que el operador elementary world revision asociado a
o, satisface weak consistency (Wo3) o consistency (W=3). En particular, esto implica que
©, también satisface (Wo3) o bien (Wx3).

Teorema 6.3.3. Sea ©,, un operador versatile, i.e. que satisface (W©1) y (Wx2), y sean
o y p sus funciones world-selection asociadas. Entonces:

1. o es semantically successful under consistency si y sélo si ©,, satisface:

(We3) SiA#0y B +#0 entonces (A©, B)N B # 0 (credible weak consistency).
2. o es semantically successful si y solo si ©,, satisface:

(Wo4) Si B # 0 entonces (A ®y B) N B # 0 (credible consistency).

Llamaremos weak moderated world versatile a los operadores ©,, elementary world versatile
que a su vez satisfacen (W®38). En el mismo sentido, los operadores moderated world
versatile son aquellos elementary world versatile que ademds satisfacen (W®4).

Demostracion en la pdgina 104, ol final del capitulo.

Continuando con postulados clasicos y las propiedades world-selection asociadas, vimos
que si o es standard o normal no afecta a la relacion < (pero si al resultado de A ©,, B).
En cambio, en la seccién anterior, identificamos que > tiene un comportamiento distinto en
caso de que p sea normal o no. El caso en que p sea standard equivale a que si ) # B C A
entonces p(B, A°) = (). Es decir, si una observacion consistente es mas fuerte que el conjunto
de creencias original () # BN A = B), entonces no es cuestionable. Por ultimo tenemos el
comportamiento local, que puede presentarse de forma independiente para cada funciéon
world selection.
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Definicion 6.3.4. Dados A, B € P(Z), se consideran los siguientes postulados para el
operador ©,, : P(Z) x P(Z) — P(Z):

(W®5) Si AN B # () entonces A ©,, B C A (normal credible vacuity).
(Wo6) Si(# A C B entonces A®,, B= B, A=A (weak versatile vacuity).

(We7) (AeyB)NnB = |J {w} @y B) N B (credible local).
weA

(We8) (Aey B)NA= | (A {w}) N A (questionable local).
weB

Estos postulados surgen nuevamente de la reescritura sistematica que hablamos al inicio
de la Seccion 6.2. Aplicando la construccion via funciones world-selection del Teorema 6.1.4
podemos identificar estos postulados con las propiedades de estas funciones.

Teorema 6.3.5. Sea ©,, un operador versatile que satisface (Wo©1) y (Wx2), y sean o y
p sus funciones world-selection asociadas. Entonces:

1. ®y satisface (W®5) si y solo si o es normal.

2. @y satisface (Wx4), o bien (Rel2) y (W©5), si y sdlo si o y p son normal.
3. ©y satisface (Wo4) siy solo si o es standard.

4. ©y satisface (W©6) si y sdlo si oy p son standard.

5. Si @y satisface (W©6), entonces ®,, satisface (Wo7) si y sdlo si o es local.
6. Si ®y satisface (W®6), entonces @, satisface (W©8) si y sdlo si p es local.

Demostracion en la pdgina 104, ol final del capitulo.

El comportamiento que estas propiedades reflejan estan basadas en la idea de que el
operador ©,, se construye a partir de dos operadores elementary world revision. Por lo que
identificaremos a las familias de operadores world versatile tales que sus dos operadores
revision asociados satisfagan estas propiedades.

Definiciéon 6.3.6. Los operadores elementary world versatile se pueden clasificar respecto
de si satisfacen los postulados de la Definicién 6.3.4, como aparecen en la Figura 6.4.
Llamaremos standard world versatile a los operadores ©,, elementary world versatile que a
su vez satisfacen (W®©6). Si ademas satisfacen (W®7) y (W®8) los nombramos como
local world versatile. En el mismo sentido, los operadores normal credible world versatile son
aquellos elementary world versatile que ademas satisfacen (W®5). Si también satisfacen
(Rel2), seran basic world versatile.

Estos postulados pueden a su vez combinarse con los del Teorema 6.3.3, dando sub-
familias de operadores world moderated revision. Los operadores weak world moderated
revision son elementary world versatile que ademaés satisfacen (W©3) y (W®6). Si también
satisfacen (W®T) y (W®8) los llamamos local world moderated revision. Por otro lado, los
elementary world versatile que ademés satisfacen (W©4), (Rel2) y (W®5) basic world
moderated revision.

Esta clasificacion confirma la independencia de los postulados de vacuidad y localidad
de (W—1) y (W=x1). Méas aun, combinando esto con el Teorema 6.2.7 es posible recapturar
todos los operadores presentados en los Capitulos 3 y 4, excepto aquellos vinculados con la
teoria de asignaciones faithful. Eso lo haremos en la siguiente seccion.
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Arbol de Operadores Classical World Versatile

Elementary World Versatile

(Relz)/(w@5)/ \N@G) \\\\\Figura 6.3

Normal Normal Standard Arbol Operadores
Questionable WV Credible WV WV Credible WV
We3
(WeT) ( )
y (W®e8)

Weak World - Weak
Moderated Revision Moderated WV

WV\ /

Local World
Moderated Revision (Wo4)

Basic World
Moderated Revision

Moderated WV

Figura 6.4: Arbol de relaciones de familias elementary world versatile respecto a los
postulados clésicos.

6.4 Postulados Suplementarios

En la observacion 3.1.6 comentamos que los postulados suplementarios de los operadores
world contraction y world revision respondian a la dualidad Levi-Harper directamente
al nivel de operadores elementary. Si bien esto indica una independencia en la dualidad
respecto a los postulados de vacuidad y consistencia, esta propiedad no alcanza para obtener
una teoria de asignaciones faithful. Por otro lado, en algunas extensiones de operadores
credibility-limited revision trabajadas en [7], [21] y en el trabajo de promotion [36], vemos
que el postulado revision success (Wx1) o el de consistency (W=3) no son necesarios para
tener una teoria de asignaciones faithful. Esto esta en sintonia con lo que queremos hacer.

Comenzaremos analizando el vinculo entre los postulados suplementarios con los de
la Definicién 4.4.1 de operadores world non-consistent revision. Utilizaremos este anélisis
para luego aplicarlo bajo el principio de que ©,, se construye a partir de la unién de dos
operadores elementary world revision.

Proposicion 6.4.1. Sean *,, un operador elementary world revision, i.e. que satisface
(Wx1) y (Wx2), < su relacion credible asociada y a(A) ={w € T| A < {w}}.

1. Si *y satisface (Wob) entonces < es union complete y A s, B C o(A).
2. St %y, satisface (Wo6) entonces < es closed over inclusion, i.e. *,, satisface (Wol).
3. Si xy, satisface (WL1), (Wo8) y (Wol), entonces satisface (Wob)~(Wo'7).

Demostracion en la pdgina 104, ol final del capitulo.

Este resultado nos muestra que trabajar con los postulados suplementarios se trata de
trabajar con un tipo de operadores core world revision. Por otro lado, el postulado (Wo5)
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nos da la seguridad de que los nuevos conjuntos de creencias siempre estaran incluidos en
a(A). En el caso de querer reproducir el Teorema 3.1.9, tendremos que la particiéon a la
que se hace referencia ya no serfa sobre Z sino sobre este conjunto.

Teorema 6.4.2. Sean *,, un operador elementary world revision, i.e. que satisface (Wx1)
y (Wx2) ya(A) ={w e T|Axy{w} ={w}}. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. %y satisface (Wol) y (Wx5);

2. %y es un operador core world revision y para todo A C I existe {XJA}]-EJ particion
bien ordenada de «(A) tal que si a(A) N B # 0 entonces A x, B = BN X, con
n=min{j € J|BNX; # 0}.

3. *y es un operador core world revision y existe una asignacion que dado un A C T lo
asocia a un preorden total y bien fundado <. tal que w <  w' siw € A yw € L y vale
que A%, B=min(BNa(A),<a).

En tal caso, A estd incluido en el primer elemento de {XJA}jEJ y la asignacion es faithful
sty solo si *,, satisface (Wo4,).

Demostracion en la pdgina 105, ol final del capitulo.

El Teorema 6.4.2 generaliza el Teorema 3.1.9 y el Corolario 3.1.10, ademas de unificar
bajo el mismo principio el Corolario 3.2.6, ya que no hay distincién de lo que sucede con el
caso A = (). Por otro lado, la representacion del operador respecto al preorden nos da una
referencia a la construccion de los operadores world promotion, donde la funcién a toma el
rol de la funcion s de la Definicién 5.1.3.

Corolario 6.4.3. Sean *,, un operador elementary world revision, i.e. que satisface (W+1)
y (Wx2), entonces *,, satisface (Wx4), (Wol) y (Wx5) siy sdlo si existe un operador %!,
que satisface (Wx1)~(Wx5) y una funcion o : P(Z) — P(Z) que cumple que A C aA)
tales que para todo A, B C I:

Axy B= A%, (BNa(4))
Demostracion en la pdgina 106, ol final del capitulo.

La adaptacién a los operadores local world revision tiene sus similitudes con lo anterior.
El tener (Wo6) nos evita invocar a (Wol) explicitamente. Mientras que la localidad del
operador, sin la influencia del postulado weak consistency (Wo3), hard que se trabaje con
a, pero ya no sobre conjuntos de mundos sino directamente sobre mundos.

Teorema 6.4.4. Sean o, un operador local world revision, i.e. que satisfacen (Wx1),

(Wx2), (Wo4) y (WL1), y aw) = {w' € I |{w} oy {w'} = {w'}}.

1. oy satisface (Wo5), (Wo6) y (WoT7) siy sdlo si existe una asignacion tal que a un
w € T le asocia un orden parcial y bien fundado <,, sobre a(w) donde w es el elemento
minimo y Ao, B = |J min(BNa(w), <,).

weA

2. oy satisface (Wol) y (Wo8) siy sdlo si existe una asignacion tal que a un w € T le

asocia un preorden total y bien fundado <., sobre a(w) donde w es el elemento minimo

y Aoy B= |J min(BNa(w),<,).
weA

Demostracion en la pdgina 107, ol final del capitulo.

Este operador es la version en mundos de credibility-limited update, definido en [7].
En este trabajo también notan que estos operadores son no consistentes, emparentandose
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con los world non-consistent revision. La alternativa que proponen los autores a esto es
un comportamiento como el de credibility-limited revision, donde se preservan los mundos
originales. En nuestro contexto, esto se trata de operadores world versatile.

Para llevar estos resultados a los operadores world versatile basta con aplicar la trans-
cripcion a la que nos referimos en la Seccién 6.2 a los postulados elementary world revision
suplementarios del Capitulo 3, desde la perspectiva de cada uno de los operadores elementary
world revision. Esto haré que por cada postulado revision tengamos dos para los operadores
elementary world versatile. Vamos a diferenciarlos anteponiendo la palabra “credible” si nos
referimos al operador revision construido con o y “questionable” al construido con p.

También debemos hacer una adaptacion del postulado (Wol), aunque la situacion es
diferente. Tal adaptacion haria que p sea null-monotonic, propiedad que es independiente de
aquellas que se vinculan con la relacion > de ©,,. El pedir propiedades credible a la funcién
p hace que la dindmica se enfoque en el conjunto de creencias, en vez de la observacion.
Esto se debe a que su operador revision asociado, en el contexto de ©,,, enroca los roles de
ambos conjuntos. Para estas situaciones, antepondremos la palabra “knowledge”.

Definicion 6.4.5. Dados A, B € P(Z), se consideran los siguientes postulados para el
operador ©, : P(Z) x P(Z) — P(Z):

(WS®1) Si (A@,B)NA#Dy AC A entonces (A" %, B)N A" # ) (knowledge consistent
propagation).

(WS®2) Si B # () entonces existe C tal que (A©, B)NA# DsiysolosiCNAZ(D
(knowledge core consistency).

(WS®3) Si (A®@, B)N BNC # 0 entonces (A©, B)YNBNC = (A©, (BNC))NB
(credible super-subexpansion).

(WS®4) Si (A, B)NANC ¢ B entonces (A®, B)NANC =((ANC)©®, B)NA
(questionable super-subexpansion).

(WS®5) (A, B)NBNC C(A®, (BNC))NBNC (credible superexpansion).
(WS©6) (A@,B)NANC C ((ANC)©®, B)NANC (questionable superexpansion).

(WS®7) Si(A®,B)NBC Cy(A®,C)NC C B entonces, (A®,B)NB = (4, C)NC

(credible inclusion equivalence).

(WS©8) Si(Ae,B)NACCy (Co,B)NC C A entonces, (A®,B)NA=(Co,B)NC
(questionable inclusion equivalence).

(WS®9) SiweZySCP(Z), entonces ﬂs({w} @y B)NBC ({w} o, (US)NMUS)
Be

(credible pointwise inclusion).

(WS®10) SiweZy S CP(Z),entonces () (A@y,{w})NAC((US)@w{w})n(US)
AeS
(questionable pointwise inclusion).

(WS®11) SiweZy ({w}®, B)NBNC # 0 entonces
({w}©, B)NBNC = ({w} ®, (BNC))N B (credible pointwise super-subexpansion).

(WS©12) SiweZy (Aoy,{w})NANC Z {w} entonces
Aoy {w}) NANC = ((ANC) @, {w}) N A (questionable pointwise super-
subexpansion).

Estos postulados hacen que los operadores revision asociados a un operador versatile
satisfagan los postulados suplementarios que analizamos anteriormente.
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Corolario 6.4.6. Sean ©, un operador elementary world versatile, i.e. que satisface
(Wo1) y (Wx2), y %9, y *h, sus operadores world revision asociados. Entonces:

©u satisface (WS©1) si y solo si *h, satisface (Wol).
©u satisface (WS©2) si y solo si b, satisface (Wo3).
©u satisface (WS©3) si y sdlo si x§, satisface (Wx5).

©u satisface (WS©4) si y solo si b, satisface (Wx5).
©w satisface (WS©5) si y sdlo si %8, satisface (Wob).

©y satisface (WS©®©6) si y solo si xh, satisface (Wo5).
©u satisface (WS©7) si y sdlo si x, satisface (Wo6).

w
©u satisface (WS©8) si y solo si b, satisface (Wo6).
© satisface (WS©9) si y sdlo si x5, satisface (Wo'7).
©y satisface (WS©10) si y sdlo si *y, satisface (Wo7T).
©w satisface (WS©11) si y sdlo si x8, satisface (Wo8).
©y satisface (WS©12) si y sdlo si *y, satisface (Wo8).

Demostracion en la pdgina 108, al final del capitulo.

Asi, podemos presentar la clasificacién de la familia de operadores world versatile
centradas en la idea de que los dos operadores world revision asociados sean core.

Definicién 6.4.7. Llamaremos core-core world versatile a los operadores elementary world
versatile que ademaés satisfacen (Wo3) y (WS®2). Estos operadores se caracterizan por
que su operadores world revision asociados son core, lo que nos da la posibilidad de trabajar
con los postulados suplementarios de la Definiciéon 6.4.5 y clasificar sus familias como
aparecen en la Figura 6.5. La figura y los nombres estan inspirados en la Figura 3.2.

Llamaremos transitive relational (TR) world versatile a los operadores ©,, core-core
world versatile que a su vez satisfacen (WS®3) y (WS®4). Los operadores core-core world
versatile que ademas satisfacen (W@7) y (W®8) los nombramos como local core-core world
versatile. Si también cumplen (WS®5)~(WS®10), seran pointwise partially relational
(PR) world versatile. Por la Proposicion 6.4.1 sabemos que existe una subfamilia de pointwise
PR world versatile donde se satisfacen (WS®@11) y (WS®12), que llamaremos pointwise
transitive relational (TR) world versatile. Los operadores que son simultdneamente local
core-core world versatile y TR world versatile forman una subfamilia de pointwise TR world
versatile llamada local transitive relational (TR) world versatile.

Nuevamente, estos postulados son combinables con los presentados en la Definicion 6.2.3,
los postulados questionable, y en la Definicion 6.3.6, los postulados clésicos. En particular,
se deduce de forma directa que world promotion surge de hacer este tipo de combinaciones.

Corolario 6.4.8. Sea ©,, un operador de cambio sobre mundos. Entonces, ©,, satisface
(We1), (Wx2), (Wx4), (Wo4), (WSe3), (WS64)y (WSe1) siy sdlo si @, es un

operador world promotion segun la Definicion 5.1.3.

También se pueden considerar postulados como weak relative success (Rel3), weak
consistency (Wo3), strong consistency (Rel4) o bien full knowledge preservation (Rel5).
Incluso se pueden hacer adaptaciones como las hechas para (WS®1) y (WS®2), donde le
dimos propiedades credible a la funcién world-selection p. Analogamente podemos darle
propiedades questionable a la funcion world-selection o. Otras adaptaciones pueden pasar
por debilitar postulados globales a locales, como por ejemplo lo hecho con (Wx5) y (Wo8),
para luego combinarlas con postulados de localidad (WL1), (W®T7) o bien (W®8).
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Figura 6.5: Arbol de relaciones de familias elementary world versatile respecto a los

postulados suplementarios. Las mismos son en realidad subfamiliais de operadores
que satisfacen (Wo3) y (WS©2).

Esto dltimo seria el caso de la versién de mundos del operador consistent credibility-
limited update de [7], y lo podemos entender viendo el comportamiento de sus operadores
revision asociados y sus relaciones. Su operador credible asociado es un local world revision
(satisface (Wx1), (Wx2), (Wed) y (WL1)) que ademaés satisface (Wo5), (Wo6), (WoT).
Al no satisfacer weak consistency (We3), existe la posibilidad de que este operador devuelva
el conjunto vacio. Las relaciones (<, >) estan strongly entangled pero solo localmente, es
decir, {w} £ B siy solo si {w} = B. En este contexto, (Wo3) es la tnica que no necesita
adaptacion, pero (Rel3) y (Rel5) deben ser debilitadas para un comportamiento local.

Corolario 6.4.9. Sea ©,, un operador de cambio sobre mundos. Entonces, ©,, satisface
(W 1), (Wx2) (i.e. estructura world versatile), (Wo3) (i.e. sus relaciones estin weakly
entangled), (Wo4), (We17), (WSe5), (WS©7), (WS©9) (i.c. su operador credible es

local world revision) y ademds (para el comportamiento strongly entangled local):
(Rel6) {w} ®, B C B o bien {w} ©, B = {w} (local relative success).

sty sdlo si eziste una funcion o : T — P(I) tal que w € a(w) y una asignacion faithful
donde a cada w € T le asigna un orden parcial bien fundado <, sobre a(w) con w su
elemento minimo tal que:
A@yB= ] f(w,B)
weA
donde para cada w € T y B C T se tiene que:

min(B N a(w), <) Si min(B N a(w), <) # 0
w caso contrario

w5 ={

En tal caso, a este operador lo llamaremos world consistent credibility-limited update.

Este es un ejemplo méas de la generalidad que ofrece trabajar con operadores world
versatile: a partir de nociones de credibilidad, cuestionabilidad y comportamientos de
funciones world-selection, pudimos caracterizar axiomaticamente un operador que combina,
propiedades de operadores local y credibility-limited revision.
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6.5 Resumen del Capitulo 6

Este capitulo es una sintesis del trabajo hecho hasta ahora en el marco conceptual de mundos.
Aqui presentamos a los operadores elementary world versatile, capaces de comportarse
como un elementary world contraction (evaluado en B¢ en vez de B) o un elementary world
revision. Estos operadores, notados como ©,,, tienen miltiples interpretaciones:

e Se definen via los postulados (W®©1) y (Wx2), generalizando a los operadores elementary
world contraction y world revision.

e Se los puede presentar constructivamente via dos funciones world-selection (o, p) como
la union disjunta de A N B, un subconjunto de AN B representado por o(A4, B¢) y
un subconjunto de A N B¢ como p(B, A€). Ademas, la relacion credible del operador
coincide con la de la funcién ¢ y los mismo sucede con la relaciéon questionable y p.

e Se los puede definir como la unién de dos elementary world revision o de la interseccion de
dos elementary world contraction (los caracterizados por las funciones world-selection o
y p). Estos operadores se corresponden a su vez con las construcciones de las Identidades
de Levi y Harper que surgen al aplicarlas a A ®,, By B ®, A. Asi, estas construcciones
pueden verse como proyecciones del operador ©,, en los operadores elementary world
contraction y revision que que reconstruyen al operador. Esto hace posible interpretar
al operador ©,, en una posiciéon intermedia entre sus operadores elementary world
contraction y world revision asociados, neutralizando la nocién de dualidad.

A partir de estas interpretaciones podemos implementar todas las propiedades analizadas
en capitulos anteriores de funciones world-selection, relaciones y operadores clasicos. Estas
propiedades las presentamos via postulados, adaptando los que ya tenemos de forma
sistemética, representando en términos de ©,, las propiedades sus operadores world revision
asociados como sus relaciones < y > queremos que satisfagan.

Obtuvimos asi los postulados questionable (WQ®1)~(WQ®8), que nos permitieron
reconstruir la clasificaciéon de relaciones questionable en términos de operadores world
versatile (Figura 6.2). Para las propiedades asociadas a la relacion < no hizo falta adaptar
postulados, ya que (Wol)~(Wo4) podian aplicarse a ©,,, por lo que también fue posible
reconstruir la clasificacion de relaciones credible en términos de world versatile (Figura
6.3). Tenemos también postulados que vinculan las relaciones <, = y ==, (Wo3) y
(Rel3)~(Rel6). Estos postulados son combinables entre si, ya que hacen referencia a
diferentes comportamientos. En particular, la combinacién de estos postulados permite
construir los operadores elementary world y world filtered revision de los capitulos anteriores.

Las propiedades clasicas se capturaron via (Rel2), (Wx4) y (W©3)~(W®8). Los
primeros impactan en el comportamiento de las relaciones credible y questionable, ya sea
porque hacen que o sea smenatically successfull, es decir (W©3) y (W®4) o bien hacen
que las funciones world-selection sean normal, como ser (Rel2), (W®©5) y (Wx4). Los
postulados (W®6), (WeT7) v (W®8) hacen que el operador world versatile se construya
a partir de operadores local world revision, dandole a ©®,, un comportamiento local.

Por dltimo tenemos a los postulados suplementarios (WS©1)~(WS®12), con los
que desarrollamos una teoria de asignaciones faithful general, logrando que los operadores
world revision de los elementary world versatile satisfagan los postulados suplementarios del
Capitulo 3. Para ello, es necesario que las relaciones credible de cada operador world revision
sean core definable. Surgieron asi (WS®1) y (WS®2), adaptaciones sistematicas de (Wol)
y (Wo3) para el operador world revision asociado a p. Esto abre la posibilidad de considerar
otras adaptaciones, como ser el resto de postulados credible para este operador, postulados
questionable para la funcién o o bien adaptaciones a versiones locales de postulados globales.

Concluimos asi que con los operadores world versatile podemos combinar diferentes
propiedades de funciones world-selection, clasicas, suplementarias, credible y questionable,
en un mismo operador de cambio. En el préximo capitulo, aplicaremos esta idea para definir
operadores de cambio miltiple de teorias sobre l6gicas tarskianas.
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Demostraciones de los Resultados del Capitulo 6

Demostracion de Lema 6.1.2.

De ©, a — y —,: La construcciéon de los operadores —, y —;, hace que satisfagan
(W-1). Mlentras que por el postulado (W@1) de ©,, tanto A —w B como A —
estan incluidos en A U B€. Por lo que al intersecarlos por B, podemos afirmar que
—w Yy —, satisfacen (W—2).

De —, y —,, a ©: Aplicando la construccion de operadores elementary world contraction,
nos queda que existen o y o’ funciones world-selection tal que:

A—yB = AUo(A,B) = AU(Aey B9
A-!'B = AU0'(A,B) = AU(B°@4 A)

Reescribiendo de forma tal que las anteriores igualdades sean respecto a A ©,, B:

A—yp B¢ = AUo(A,BY) = AU(Aoe, B)
—! A° = BUJ'(B,A°) = BU(A®, B)

Por lo tanto, tenemos que o(A, B¢) = (A®, B)N Ay o(B,A%) = (A®, B)N
Be¢. Aplicando la propiedad que define a las funciones world-selection, resulta que
(Aey B)NA° C By (A®y, B)N B° C A. En cualquier caso, se confirma que
A®, B C AU B, es decir @, satisface (W©1).

O

Demostracion de Lema 6.1.5.

De ©, a *, y #*.,: La construccion de los operadores x,, y *,, hace que satisfagan (Wx1).
Mientras que por el postulado (W%2) de ©®,, tanto A *,, B como A %/, B también
satisfacen (Wx2).

De %, y ), a ©y: Aplicando la construccion de operadores elementary world revision,
nos queda que existen o y o’ funciones world-selection tal que:

Ax,B = (ANB)Uo(A,B°) = BN(A®, B)
A+, B = (ANB)Ud'(A,B°) = BN(Bo, A)

Reescribiendo de forma tal que las anteriores igualdades sean respecto a A ©,, B:

AxyB = (ANB)Uo(A,B°) = BN(A©yB)
Bx«l,A = (AnB)Ud'(B,A°) = ANn(A®, B)

A partir de ambos tenemos que AN B C A ®,, B, es decir ©,, satisface (Wx2).
O

Demostracion de Teorema 6.1.4. Del Lema 6.1.2, si ®,, ademaés satisface (W%2) nos queda
que:
(A—y B)N(B—-i, A =(ANB)U(A®, B)=A®, B

Por otro lado, también por la propiedad que define a las funciones world-selection, al
calcular la interseccién entre los operadores elementary world contraction, queda que:

(A=, B%) N (B —, A°)

— (AN B)U (AN p(B, 4%) U (B N 0(4, B) U (oA, B°) 1 p(B, A°))
=(ANB)Up(B,A°)Uc(A,B°) U(a(A, B Np(B, A))
=(ANB)Uo(A,B)Up(B, A°)

=(ANB)Uo(A,B°)U(BNA)Up(B, A%

= (Ax, B)U (B, A)
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donde x,, y !, son los asociados —,, y —, como también se puede ver que son los asociados
a ©, y que definen las funciones world-selection buscadas.

Por ultimo, resulta inmediato a partir de la propiedad que define a las funciones world-
selection y de la construccion A ®,, B = (AN B) Uo(A, B) U p(B, A°) que ©®,, satisface
(W@e1l) y (Wx2). O

Demostracion de Proposicion 6.1.6. A partir de la Definicién 5.3.1, la equivalencia de las
relaciones se da por la definiciéon de las funciones world-selection. Por otro lado, como ©,,
satisface (W%2) tenemos que < es credible, y cualquier operador de cambio determina a la
relaciéon > como questionable por construccion.

Que > sea una relacién normal questionable si y sélo si @, satisface (Rel2) se deduce
de forma directa por la Proposicion 5.3.2. En este contexto, significa que si AN B # 0,
entonces (A ©, B)NAC B. Como A®, B=(ANB)Udd(A, B°)U p(B, A°), lo anterior
equivale a que si AN B # () entonces (AN B) U p(B, A°) C B. En particular, p(B, A°) C B,
y p(B, A¢) C BN A por definicion. Luego, p(B, A¢) = ). Reescribiendo A N B # () como
B ¢ A°, tenemos que p es normal. Si ahora suponemos que p es normal y AN B # (), o
equivalentemente B ¢ A°, entonces p(B, A¢) = (). Por lo tanto, A®,, B = (ANB)Uc (A, B°),
de lo que se deduce que A ®,, B C B. En particular, @, satisface (Rel2). O

Demostracion de Corolario 6.2.2. Veamos cada item a partir de las equivalencias que tene-
mos de la funcién world-selection p y su relaciéon questionable asociada. Por la Propisicion
5.4.2 y el Teorema 5.4.4, tenemos que:

1. p es imprudent si y s6lo si > es imprudent.

2. p es normal imprudent si y s6lo si > es normal imprudent.
3. p es union imprudent si y sélo si > es union imprudent.

4. p(0,B) = 0 si y solo si = es pro-consistent observation.

5. p es wise si y s6lo si > es wise.

6. p es union wise si y s6lo si > es union wise.

7. p es union normal wise si y s6lo si > es union normal wise.

8. p cumple que para todo B # T existe A tal que A C By p(A, B) # ) si y s6lo si = es
skeptic.

De la Definicion 5.3.1, sabemos que A = B siy solo si (A@,, B)NA € B. Por la construccion
de A ®, B, tenemos que (A ®, B)N A= (AN B)Up(B,A). Como p(B,A°) C BN A,
resulta que (A ®, B) N A € B equivale a que p(B, A°) # ), que a su vez equivale a que
A ©, B € B. Ademés, en el caso particular de que AN B =0, A©, B € B se puede
reescribir como (A ©, B) N A # (). Aplicamos estas equivalencias a cada caso, segtn las
definiciones de las propiedades de >:

1. p es imprudent si y sélo si se cumple que si A®, BZ B, # BC B’y A Z B’ entonces
Ao, B ¢ B.

2. p es normal imprudent si y solo si @, satisface (Rel2) y se cumple que si A®,, B € B,
) £ B C B yAn B = () entonces A ®, B" € B'. En este contexto, tenemos que
ANB = AN B = 0, por lo que la ultima parte puede reescribirse como que si
(Ae@ywB)NA#0,0+# B C By ANB' = {) entonces (A©®,, B')N A # (). Paralelamente,
si AN B’ # () también vale que (A ©®, B') N A # () por la construccion de A ®,, B’. Por
lo tanto, la afirmacion “si (A®@,, B)NA # 0, ) # B C B entonces (A@,, B')NA # 0" es
equivalente a “si (A@, B)NA #0,0# B C B'y ANB’ = () entonces (A©®,, B'YNA # (.
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3. p es union imprudent si y solo si vale que si A € B # () entonces A @, B € B si y solo
si existe w € B tal que A @, {w} € {w}.

4. p(0,B) = 0 si y solo si se cumple que si A # () entonces A @ 0 C (). Ademas, como >
es questionable () i~ (), es decir () ®,, ) = (). Por lo tanto, la afirmacién “si A # () entonces
A ©y 0 C 0 equivale a que A @, 0 = 0.

5. p es wise si y solo si vale que si A©, BZ By B’ C B entonces A©, B’ Z B’.

6. p es union wise si y solo si se cumple que si A € B # (), entonces A ©, B € B si y solo
si A @y {w} € {w} para todo w € B.

7. p es union normal wise si y so6lo si se cumple que si ANB = () # B, entonces A®, B € B
siy solo si A®y, {w} € {w} para todo w € B. Como estamos en el contexto de ANB = (),
y en particular vale que A N {w} = ) para todo w € B, la afirmacion es equivalente a si
AN B =0 +# B, entonces (A ®, B)NA#{siysolosi (A, {w})NA#0D para todo
w€E B.

8. p cumple que para todo B existe A tal que A C By p(A, B) # () si y solo si vale que
si A # () entonces existe B tal que ANB =0y A®, B Z B. Como esta la condicion
AN B =, podemos reescribir el final como (A ®,, B) N A # ().

De esta forma, vimos que las respectivas propiedades de p reflejan los postulados de
©,, considerados en la Definicién 6.2.1. [l

Demostracion de Proposicion 6.2.5.
5. Que (=<, =) esté weakly entangled equivale a que suceda una de estas cuatro situaciones:
e B = (Z);
e (ANB)Uao(A, B #0;
o A=10;
e p(B,A°) £10.

Es decir, si A # 0 y B # () entonces (AN B) Uo (A, B) U p(B, A¢) # (. Por lo tanto,
equivale a que A ©,, B satisfaga (Wo3).

6. Que (<, >) esté entangled equivale a que suceda una de estas tres situaciones:
e (ANB)Udo(A, B°) £
[ ] A = @7
e p(B,A°) #10.

Es decir, si A # () entonces (AN B)Uo(A, B¢) U p(B, A°) # 0. Por lo tanto, equivale a
que A ©,, B satisfaga (Rel4).

7. Que (=<, =) esté strongly entangled equivale a que suceda solamente una de estas dos
situaciones:

o (ANB)UG(A,BS)#0 6 A=0;
e p(B,A°) £10.

Es decir,
p(B, A4°) Si p(B, A°) £

Ay B = { (A a B) U U(A’ BC) caso contrario

Por lo tanto, ®,, satisface (Rel2), (Rel3) y (Rel4).
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Supongamos ahora que ©,, satisface (Rel2), (Rel3) y (Rel4). Veamos que p(B, A¢) = ()
(A¥ B)siysolosi A=006(ANB)Uo(A,B°) #0 (A=< B).

Si A = (), entonces p(B, A°) = (. Si (AN B) # ) entonces p(B, A°) = (), por (Rel2). Si
o(A, B¢) # () entonces A©, B A, por lo tanto de (Rel3) se deduce que A®,, B C B.
Por lo tanto, p(B, A¢) = (). Luego, si A < B entonces p(B, A°) = (), es decir A ¥ B.

Por tltimo, si A £ B, es decir, (ANB)Uo(A,B°) =0y A # 0, entonces A©®,, B =
p(B, A°). Por (Reld4), sabemos que si A # () entonces p(B, A°) # (). Por lo tanto, si
A £ B, entonces A >~ B.

O

Demostracion de Teorema 6.2.7.

1. Sabemos que un operador ®,, naive world versatile equivale a un operador elementary
world versatile tal que (A®,, B)NA C B para todo A, B C Z. Por lo tanto, p(B, A°) = ()
para todo A, B C Z. Luego A®,, B= (AN B)Uo(A, B°) = A%, B siendo %, uno de
los operadores elementary world revision asociado a ©,,.

Por otro lado, un operador elementary world revision satisface (W®@1) y (W=%2) por
definicion. Ademés cumple que (A ©®,, B)N A C B para todo A, B C Z por construccion.
Por lo que es un operador naive world versatile.

2. @y es fully questionable world versatile tiene el siguiente comportamiento:

(ANB)Uo(A.B) Sip(B,A°)

_ =0
A®u B = { AU o(A.B) Si p(B, A°) # 0
Si A *4 B es el operador elementary world revision asociado a o, como AU o(A.B¢) =

AU A x5 B, tenemos que ©,, es un operador world filtered revision.

Supongamos ahora que ©,, es world filtered revision. Por construccién, sabemos que
satisface (W®©1) y (W%2). Ademas, si (A ©, B) N A € B, significa que A ®,, B € B.
Eso solamente pasa cuando A ©, B = (A *,, B)U A por la Definicién 5.1.2. Por lo tanto,
A C Ay B. Luego ®, es fully questionable world versatile.

3. Esto se deduce directamente del item anterior y la Proposicion 5.3.4.

4. Que ©®,, sea fully doubtful world versatile significa que por ser doubtful si A ¢ B
entonces (A ©, B) N A Z B, que combinado con fully implica que si A € B entonces
A C A®, B. Por otro lado, si A C B entonces AN B = A. Por lo tanto si A C B
vale que A C A ®,, B por satisfacer (Wx2). Luego, en cualquier caso vale que A C
A @y B, es decir, ®,, satisface (W—1). Viendo esto a constructivamente, tenemos que
A©y B=AUo(A, B¢). Concluimos entonces que ®,,, su operador dual definido como
A®y, B=A®, B°=AUoc(A, B) es un operador elementary world contraction por el
Teorema 3.1.3.

Supongamos ahora que ®,, es elementary world contraction. Nuevamente por el Teorema
3.1.3 sabemos que A ®,, B¢ = A ®, B = AUo(A,B). Por lo tanto, A ©, B =
(AN B)Uo(A,B¢) U AN B. Por el Teorema 6.1.4, vemos que ©,, satisface (W©1)
y (Wx%2). Como ©,, satisface (W—1), también cumple automéaticamente (WQ®1),
(WQ®5), (WQe8) v (Rel5).

O]

Demostracion de Corolario 6.3.1. A partir de que (A®, B)NB = A%, B = (A%, B)NB,
siendo *,, el operador elementary world revision asociado a o, los postulados de la Definicién
4.4.1 pueden verse respecto a *,, en vez de ©@,. Por lo que los resultados se deducen de
forma inmediata a partir del Teorema 4.4.2 y de cémo se vincula *,, con su relaciéon <, que
coincide con la de ©,,. O
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Demostracion de Teorema 6.3.5.

1.

Que o sea semantically successful under consistency equivale a que el operador s,
definido como A *,, B = (AN B) U (A, B°) satisfaga (Wo3). Pero %, es uno de los
operadores elementary world revision asociado a ®,,, por lo tanto Ax*,, B = (A®,, B)NB.
Luego, que *,, satisfaga (Wo3) equivale sintacticamente a que ©,, (W®3).

. La misma demostraciéon anterior se aplica para ¢ siendo semantically successful, #,,

cumpliendo (Wx3) y ©®,, cumpliendo (W®4).
O

Demostracion de Teorema 6.3.5.

1.

Notemos que A ©, B C A siy sblo si (A, B¢) = (). Por lo tanto, suponiendo en
particular que A N B # (), resulta que ©,, satisface (W®5) si y solo si o es normal.

Es evidente que si (Wx4) implica (Rel2) y (W®5). Por otro lado, si ®,, satisface
(Rel2) y (W®5), entonces al suponer que AN B # {) tenemos que (A©®,, B)NAC B
y A®, B C A. Luego A®, B C AN B,y por (Wx2) vale la igualdad.

Si A C B entonces ANB = Ay AN B¢ = (). En particular, p(B, A°) = (). Luego,
A @, B=Asiysolosio(A,B¢) = 0.

Como el caso anterior (pero con los roles intercambiados), si B C A entonces ANB = B
y A°N B = (). En particular, o(A, B¢) = (). Luego, A©®,, B = B siy solo si p(B, A°) = (.

Los items 5 y 6 se deducen directamente del hecho de que (A©®, B)NBy (A®,B)NA

definen operadores elementary world revision, como lo afirma el Teorema 6.1.4. Por lo que
basta con combinar lo anterior con el Teorema 3.2.5 del Capitulo 3. 0

Demostracion de Proposicion 6.4.1.

1.

Si *,, satisface (Wob) y w € A *,, B, entonces () # (A x, B) N{w} C A, (BN {w}.
Por (Wx1) w € B, por lo tanto A %, (BN {w}) = A %, {w}. Combinando ambos

resultados y nuevamente por (Wx1) tenemos que A %, {w} = {w}. En particular,
(A sy {w}) N{w} # 0, es decir A < {w}. Luego A %, B C a(A).

Supongamos ahora que A < (|JS) para un S C P(Z) \ {0}. En términos de #,,
esto significa que (A %, (US)) N (UJS) # 0. En particular, existe B € S tal que
(Axy, (US))N B # 0. Luego, por (Wob), tenemos que (A *,, (|JS))NB C Ax, B, pues
(US)N B = B. Por lo tanto, A %, B # 0, es decir A < B.

Si *,, satisface (Wo6), veamos que se cumple (Wol) por absurdo. Supongamos que
(Axy BYNB # 0, B C B'y (A%, B)N B = (. Por (Wx1) tenemos que @) #
(Axy B)NB =A%, BC By (A%, B)YNB = Ax, B =0. Luego, Ax, BC By
Ay B’ C B. Aplicando (Wo6), tenemos que () # A %, B = A *,, B’ = (), llegando a
una contradiccion.

De la demostracion del Teorema 3.2.8 podemos ver que (WL1) y (Wo8) implican
(Wo5b), (WoT) y el caso no Ay B # () # Ax,y, C de (Wo6). Supongamos entonces que
Axy BCCy Ax,CC Bdonde Ax, B =006 Ax,C =0. Sin perder generalidad por
la simetria de las hipotesis, consideremos el caso en que A *,, B = (). Esto significa que
A £ B. De < sabemos que es credible (compatible y pro-consistent observation), closed
over inclusion por (Wol) y union complete por (Wo5). Luego < es core definable.
Como A £ B, esto equivale a que BNa(A) = (). Por otro lado, sabemos que Ax*,,C C B,
por lo tanto A *,, C Na(A) = 0. Pero por (Wo5) también sabemos que A x,, C C a(A).
Concluimos entonces que A *,, C = (). En particular, A *,, B = A %, C.

O
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Demostracion de Teorema 6.4.2.

De postulados a particion: Que la relacion < es core se deduce de que (W=5) implica
(Wo5), por lo tanto < es union complete por la Proposicion 6.4.1, closed over
inclusion por (Wol) y pro-consistent observation por (Wx1).

Como en el Teorema 3.1.9, fijado un conjunto A consideremos la siguiente construccion
recursiva sobre un conjunto de indices J:

Xo == A*wI

X; = A*w< N X,g)

0<k<j

La secuencia la finalizamos en [ = min{j € J | X; = 0}. Este elemento existe pues .J
es bien ordenado y depende de A. Notar ademas que:

Ay ﬂ Xi| = Axy ﬂ Xi;| =0  paratodom >1
0<k<l 0<k<m

De esta forma, los conjuntos X; con j < I son no vacios y disjuntos dos a dos por
(Wx1) y A C X por (Wx2). Asi, sin pérdida de generalidad podemos suponer que
[0,1) = J.

Tomemos ahora Z = |J Xj. Como (W=x5) implica (Wo5), tenemos que Z C a(A)

0<k<l
por la Proposicién 6.4.1. Por otro lado, vale que A x4 Z¢ = () por definicién de [. Como

< es core, esto significa que A £ Z¢, o equivalentemente, Z¢ N a(A) = (). Tenemos
entonces que a(A) C Z. Luego a(A) = Z. Podemos concluir entonces que {Xj};e(0.
es una particion bien ordenada de «a(A).

Probemos ahora que si BNa(A) # () se satisface la igualdad. Como { X} cjo,1) es una
particion bien ordenada de a(A), sabemos que existe n = min {j € [0,1) | BN X; # 0}.
Luego, si m < n entonces BN X,, = 0, por lo tanto:

Bc () X§

0<j<n

Por definiciéon de X,, y n, tenemos que:

XoNB=|Ax, [ X§|NB#0

0<j<n
Asi que podemos aplicar (Wx5):
XoNB=|Ax, (| X§|NB=|Axy BN ()| X§||=A4%B
0<j<n 0<j<n

Por ultimo, notar que si x,, satisface (Wo4) entonces Xg = A %, Z = A.

De particién a preorden: Dado A € T tenemos por hipétesis una particion {X;};cjoy
de a(A). A partir de la misma, decimos que w <4 w’ si y s6lo si sucede una de estas
tres situaciones:

e we X;yw €Xjconj<j
e weald)yw &a(A)
o w¢a(d)yw ¢a(d)
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Por lo tanto, <4 es un preorden total bien fundado, ya que es reflexivo, transitivo, y
como {X;}jeo,) U {a(A)°} es una particién de Z estan cubiertos todos los elementos
de Z. Ademas, {X;};eo) U {a(A)} esta bien ordenado, extendiendo el buen orden
de {X;}jeci0, con a(A) el dltimo elemento.

Veamos entonces que A x, B = min(B N a(A),<4). Si BN a(A) = () entonces
min(B N a(A),<4) = 0 por ser subconjunto de ) y A *,, B = () pues A £ B, dado
que < es core. Si BNa(A) # () entonces sabemos por hipotesis que A x, B = BN X,
conn =min{j € [0,1) | BN X; # 0}. Por otro lado, w € min(BNa(A), <4) siy solo
siwe€ BNa(A) y w <4 w para todo w' € BN a(A). Por definicion de n y <4, si
w € BN X, entonces w € min(BN«a(A4),<4), ysi w € X,,, Nmin(BNa(4),<4)
con m > n, entonces w’ <4 w para todo w’ € X,, llegando a una contradiccion.
Luego, si m # n entonces X, Nmin(B N «a(A), <4) = (). Se concluye entonces que
min(BNa(A),<a) C BN X,.

Por ultimo, si #,, satisface (Wo4) sabemos que Xy = A, por lo tanto vale que si
weAyw ¢ A entonces w £ w'.

De preorden a postulados: Como #,, es un operador core sabemos que satisface (Wx1),
(Wx2) y (Wol), por lo que sblo resta ver que satisface (Wx5). Consideremos A, B,
C C T tal que (A *, B) N C # (). Por hipotesis sabemos que:

A sy B=min(BNa(A),<4) y Axy (BNC)=min(BNCNa(A),<4)

Como (A, B)NC # 0, es decir min(BNa(A), <4)NC # (), en particular tenemos que
BnNCnNa(A) # 0. Usando que #,, es un operador core, resulta que A, (BNC) # 0,
es decir, min(BNC Na(A),<4) # 0.

Tomemos entonces w € min(B N a(A),<4) N C. Luego, si w’ € BN a(A) entonces
w <4 w'. Esto vale en el caso particular de que w’ € BNC Na(A) Por lo tanto, como
ademas w € C, resulta que w € min(BNCNa(A), <a). Podemos decir entonces que:

min(BNa(A4),<4)NC Cmin(BNCNa(A),<4)

Para la otra inclusion, consideremos w € min(B N C N a(A),<4). En particular
we Cyw e BNa(A), asi que veamos entonces que w € min(B N a(A),<4).
Si w € min(B N a(A),<4), entonces w <4 w' para todo w' € BNC N a(A). En
particular, sabemos que w <4 w. Como min(BNa(A), <4)NC # 0, existe w’ tal que
weC,w<gwyw <4 w Comow € BNCNa(A), tenemos que w <4 w'. Luego,
por la transitividad de <4, resulta que w <4 w, lo que nuevamente por transitividad
implica que w € min(B N a(A), <4). Concluimos entonces que:

(Axy B)NC =min(BNa(A),<4)NC =min(BNCNa(A),<a)=Ax, (BNC)

Por dltimo, si <4 ademas es faithful y A C B, como A C a(A) por ser compatible
entonces min(B Na(A), <4) = A. Es decir, %, satisface (Wo4).
O

Demostracion de Corolario 6.4.3. Del Teorema 6.4.2 tomamos A *!, B = min(B, <4). Por
el Corolario 3.1.10, sabemos que definir un operador de esta manera equivale a que satisfaga
los postulados (Wx1)~(W=x5). Utilizando la funcién a(A) del Teorema 6.4.2 tenemos que
Axy B=Ax, (BNa(A)).

Supongamos ahora que tenemos la construccion de un operador Ax,, B = Ax! (BNa(A))
donde A !, B satisface (Wx1)~(W=x5) y A C «(A). Luego, por el Corolario 3.1.10, */,
puede ser representado via una asignacion faithful tal que A %, B = min(B, <4) con <4 un
preorden total bien fundado. Entonces tenemos que A %, B = min(B N «(A), <4). Veamos
que se satisfacen los postulados:
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(Wx4) Como A C a(A) y <4 es faithful, si vale que AN B # () entonces A%, B=ANB.

(Wol) Si B C B/, por la monotonia de min resulta que:
min(B N a(A),<4) C min(B ' Na(A), <)
Luego, si (A *, B) N B # () entonces (A %, B') N B’ # () por la construccion de s,,.

(Wx5) Consideremos A, B, C C 7 tal que (A %, B) N C # (). Por hipotesis sabemos que
Axy B=Axl, (BNna(A)). Utilizando (W=5) de !, tenemos que:

(Axy BYyNC = (A%, (BNa(A)NC =A%, (BNCNa(Ad))=Ax, (BNO)

O

Demostracion de Teorema 6.4.4. 1. En la demostraciéon del Teorema 3.2.7, dado w € Z
se considera la relacion = <,, y dada por x = w o bien {w} ¢, {z,y} = {z}. En este
contexto, esta relacion es reflexiva en el conjunto a(w) por definicion de a(w). La
antisimteria se da por la definiciéon de la relacion. Para ver la transitividad en a(w)
podemos seguir el mismo procedimiento que en la demostracién del Teorema 3.2.7, sin
la necesidad de justificar con (Wo3) que {w} o, {z} = {} puesto que lo suponemos al
estar trabajando con elementos de a(w).

Veamos ahora que {w} ¢, B = min(BNa(w), <,). Por (Wx1) sabemos que {w} ¢, B C
B, y por la Proposiciéon 6.4.1 junto con (Wo5) sabemos que {w} ¢, B C «(A). Por lo
que nuevamente podemos seguir la demostracion del Teorema 3.2.7 pero trabajando con

Bna(w).

Notar ademéas que si B N a(w) # () entonces {w} o, B # ), pues ¢, es core. Esto se
deduce de la Proposicion 6.4.1 con el hecho de que ¢,, satisface (Wo5) y (Wo6). Esto
implica que <,, es bien fundada en a(w).

Veamos ahora que A ¢, B = |J min(B N a(w), <,) satisface (Wo5)~(WoT).
weA

(Wob) Seaw € Z. Dado un = € min(BNa(w), <,)NC, es claro que x € BNCNa(w). Si
tomamos y € BNCNa(w), y # x, tenemos que y £,  pues € min(BNa(w), <)
y y € BNa(w). Por lo tanto, z € min(B N C N a(w), <,). Luego:

cn U min(B N a(w), <) C U min(C N BN a(w), <)
weA weA

(Wo6) Sean A, B,C C T tales que Ao, BC C'y Ao, C C B. Por la construccion,
esto significa que para cualquier w € A vale que:

min(BNa(w),<,) CC y min(CNa(w),<,) < B

Como <,, es bien fundado, tenemos que si BN a(w) # 0 # C N a(w), entonces
min(B N a(w),<,) # 0 # min(C N a(w), <,). Supongamos que existe x €
min(B N a(w), <y) tal que z ¢ min(C N a(w), <,). Eso significa que existe
y € min(C N a(w), <y) tal que y <, x. Pero como min(C N a(w),<,) C B,
entonces y € B. Luego « <,, y o bien no se relacionan, llegando a una contradiccion.
Como la hipotesis es simétrica para B y C, tenemos la doble inclusién entre
min(B N a(w), <) vy min(C N a(w), <,). Luego, aplicando el resultado en la
construccion, tenemos que A o, B = Ao, C.

Si BN a(w) =0, como por (Wo5) y la Proposicion 6.4.1 tenemos que min(C' N
a(w),<,) € a(w). Si ademas tenemos por hipétesis min(C N a(w), <,) C B,
concluimos que min(C N a(w), <,,) = 0. En particular, min(B N a(w), <,) =
min(C N a(w), <,). La situacion con C' N a(w) = @ es andloga.
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(WoT) SeaweZySCP(Z), tomamos x € () {w}o, B= () min(BNa(w), <y).
BeS BeS
SiyeUS y x # vy, entonces existe By € S tal que y € By. Como x € min(By N

a(w), <), se tiene que y %, x. Como la eleccion del y fue arbitraria para
cualquier elemento de |J .S, se tiene que z € min(a(w) NY S, <u) = {w} 0w (U S).
En conclusion, () {w} ow B C {w} oy (U S).
BeS

2. En la prueba del Teorema 6.4.2, para definir la particiéon aplicamos los postulados
(Wol) y (Wx5). Si restringimos lo hecho al caso en que A = {w}, podemos replicar
la demostracion utilizando solamente (Wo8) y « definida sobre Z. Luego, tenemos la
equivalencia de que ¢, satisface (Wol) si y solo si existe una asignacion tal que a
cada w € 7 le asigna un preorden total y bien fundado <,, sobre a(w) y {w} o, B =
min(B N a(w), <,). Ademés, sabemos que vale (Wo4), por lo que la asignacion es

faithful. Finalmente, aplicando (WL1), se deduce la igualdad que queriamos probar.
O

Demostracion de Corolario 6.4.6. Las equivalencias se deducen de forma directa a partir
del Teorema 6.1.4. Se trata de reemplazos sintacticos de (A @, B)N B = Ax) By
(A ©®, B) N A = Bk, A segtin corresponda en cada caso. O
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Capitulo 7

Operadores Versatile de Cambio
Multiple sobre Teorias

.Y qué es la verdad?

Poncio Pilato (Juan 18:38)

El objetivo de este capitulo es implementar el marco conceptual desarrollado en los
Capitulos 3 a 6 sobre una logica tarskiana. Al definir el marco conceptual de mundos,
dijimos que Z es un conjunto de indices, interpretandolos como etiquetas vacias, sin ninguna
nocion semantica definida a priori. Por lo tanto, lo que aqui haremos sera “llenar” esas
etiquetas con la seméntica de una légica, asociando conjuntos de mundos con teorias, los
conjuntos de féormulas cerrados por consecuencia logica.

En términos de la reduccion de Suszko [3], [38], toda logica tarskiana puede representarse
a partir de un lenguaje L y un conjunto de funciones v : L. — {0,1}, a las que se
conocen como valuaciones logicas. Por lo que el primer paso para relacionar ambos marcos
conceptuales es tomar Z como el conjunto de indices del conjunto valuaciones V y utilizar las
funciones ||-|| y 7 que surgen del trabajo de Grove y fueron presentadas en la Definicion 2.3.2.
Esta relacion ya fue de alguna manera implementada en el trabajo de Grove [17] para CPL
y en el de Katsuno y Mendelzon [24] para el caso finito de CPL. En ambos, el principio de
extensionalidad permite que los operadores se enfoquen en el valor seméntico de las formulas
o del conjunto de férmulas. Nosotros mantendremos este principio de extensionalidad y
lo extenderemos el caso de operadores de cambio multiple, trabajando con conjuntos de
creencias y observaciones ambos representadas por teorias.

Comenzaremos entonces por analizar las propiedades de las funciones || - || y 7 asociadas
a una logica tarskiana. Luego identificaremos aquellas logicas tal que dadas dos teorias
|| - || nos devuelva dos conjuntos de mundos a los que podamos aplicar operadores world, y
que al volver via T las propiedades se mantengan. Como condicién minima, estas logicas
deben ser capaces de representar a los operadores elementales de conjuntos, intersecciones y
uniones, como operadores sobre teorias. Esto se debe a que los postulados que tenemos para
los operadores world versatile se definen con uniones e intersecciones. Esta condicién hace
que no en toda logica tarskiana sea posible construir operadores de cambio, una situacién
que ya fue expuesta en Flouris et al. [8]. Mas atn, sabemos por [39] que incluso en la logica
clasica las funciones || - || y 7 no son biyectivas. Caracterizadas estas logicas, procederemos
a definir axioméaticamente todos los operadores basados en world versatile.

Las construcciones de los operadores surgiran luego de identificar el comportamiento
de las funciones world-selection en términos de teorias via los conjuntos de remainders y
openings de Fuhrmann y Hansson [9], [11] de la Seccion 2.6. Estos conjuntos nos serviran para
solucionar el hecho de que las funciones world-selection utilizan la nocién de complemento,
que no necesariamente puede existir o ser representada en la logica.
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7.1 AGM-Compliance y Valuaciones

Dado un lenguaje L, consideramos el conjunto de funciones que van de L a {0,1}:
{0,1}F = {v: L = {0,1}}

Definiremos una légica tarskiana de lenguaje L a partir de un subconjunto V de {0, 1}*,
cuyos elementos llamaremos valuaciones. Esto es posible gracias a la reduccion de Suszko [3],
[38]. En principio no hay una regla que defina como se construyen las formulas, los elementos
de L. Luego nos inspiraremos en el trabajo de Lindstrom [28] para generalizar parte de lo
hecho por Grove en [17], presentado en la Seccion 2.3. Asi, a partir de un lenguaje arbitrario,
construiremos logicas tarskianas donde se puedan satisfacer los postulados clasicos de los
operadores contraction. Este concepto aparece en el trabajo de Flouris et al. [8] y se lo
conoce como AGM-compliance.

Al considerar un conjunto V, construiremos las funciones || - || y 7 que remiten a lo
presentado por Grove de la Seccion 2.3, como también al operador de consecuencia Cn que
define una logica £ = (L, Cn) de la forma tradicional.

Definicién 7.1.1. Dado L un lenguaje y V C {0, 1}*, definimos las siguientes funciones:

e Sea| || : P(L) — P(V) la funcion tal que |[M| = {v e V|M C v ({1})} dado M C L.
Decimos que los elementos de ||M || son los mundos posibles de M.

e Sea T : P(V) — P(L) la funcién tal que T(A4) = () v~ 1({1}) dado A C V.

vEA
e Sea Cn : P(L) — P(L) la composicion T (|| - [|).
e Sea Cl:P(V) — P(V) la composicion || T (-)].
En tal caso, diremos que L y V caracterizan la logica £ = (L,Cn). Si especificamos

al conjunto de valuaciones que caracterizan a una logica, notado como £ = (L, V), se
consideraran implicitamente definidas las funciones aqui presentadas.

Lindstrém muestra que || - || y 7 forman una conexiéon de Galois, vinculando P(L) y
P(V), vy de lo que se deducen varias propiedades que utilizaremos a lo largo del capitulo.

Teorema 7.1.2. En toda L = (L, V) ldgica tarskiana, el par de funciones || - || y T es una
conexion de Galois antitonal con la inclusion, es decir, dados A € P(V) y M € P(L):

AC|M| siysolosi M CT(A)

Ademds, dados A, B € P(V), S C P(V), 0 € {0,1}" la funcion constantemente 0,
1 € {0,1}" la funcion constantemente 1, M, N € P(L) y X C P(L) tenemos que:

1. Si M C N entonces ||N|| C ||M||;
2. St A C B entonces T(B) C T(A);

3. M C Cn(M) y [[M]| = [|[Cn(M)]| = CI([|M]);

B

- ACCU(A) y T(A) =T(Cl(A)) = Cn(T(A));
UXI =N I

MeX

U lIM < INX;

MeX

N

S

'En Lindstrém [28] se trabaja con otra definicion, pero el concepto es el mismo.
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7. TUS)= N T(A4);

AesS

8. U TMA)CT(NS);

AeS

9. 810 € A entonces Cl(A) =V;
10. Si1 €V entonces 1 € Cl(A) para cualquier A CV y Cl(0) = {1}.

Demostracion en la pdgina 130, al final del capitulo.

Del ultimo resultado se deduce que la valuacién 1 es irrelevante en la representaciéon
de una logica, por lo que de ahora en méas la omitiremos. Por otro lado, de las primeras
propiedades vemos que efectivamente Cn es un operador de consecuencia tarskiano, es
decir, satisface inclusién, monotonia e idempotencia. Como también es posible identificar
propiedades para el operador CI.

Corolario 7.1.3. Sea L un lenguaje y V C {0,1}-\ {1}, entonces el operador consecuencia
Cn es tarskiano, es decir, para todo M, N C 1L satisface:

(Cnl) M C Cn(M) (inclusion).
(Cn2) N C M entonces Cn(N) C Cn(M) (monotonia).
(Cn3) Cn(Cn(M)) = Cn(M) (idempotencia,).

Y la funcion Cl satisface para todo A, B C V \ {1} los siguientes postulados de clausura de
Kuratowski[26], [30]:

(Kul) AC CI(A).

(Ku2) A C B entonces Cl(A) C CI(B).
(Ku3) CI(A) = CI(CI(A)).

(Kud) Cl1(0) =0.

Del corolario anterior se ve que C1 es casi un operador de clausura topologico. Para que
lo sea, necesitamos que ademas preserve la union de conjuntos. Asi construidas, Cn y CI
ya distinguen ciertos conjuntos de P(L) y P(V) que refinaran la conexion entre || - || y 7.

Definicion 7.1.4. Dada £ = (L, V) una logica tarskiana, definimos los siguientes conjuntos:
Conjunto de cerrados (closed) de V: C(V)={ACV|A=CIl(A)};

Conjunto de abiertos (open) de V: O(V)={ACV|A°eCV)};

Conjunto de clopens de V: COV)={ACV|A,A°cC(V)} =C(V)NONV);
Conjunto de teorias: K ={K CL|K =Cn(K)};

Conjunto de maximales consistentes: M, = {TeK|T#L,Cn(TU{a})=L si agT},
Conjunto de teorias complementadas: Ky = {K € K|Cn(K UT(||K|°)) = L}.

Estos conjuntos seran de importancia al momento de vincular el marco conceptual de
mundos y con el de ciertas logicas tarskianas. Veamos algunas propiedades de los mismos.

Proposicion 7.1.5. En toda £ = (L, V) ldgica tarskiana se satisface que:

1. Si M, N CL entonces Cn(MNN)C Cn(M)NCn(N) y vale la igualdad si M, N € K.
En particular, KC es cerrado por intersecciones de tamano arbitrario.
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2. 81 A, BCYV entonces Cl(ANB) C Cl(A)NCIl(B) y vale la igualdad si A, B € C(V).

En particular, C(V) es cerrado por intersecciones de tamano arbitrario.
3. Si M, N CL entonces Cn(Cn(M)UCn(N)) =Cn(MUN).
4. Si A, B CV entonces CI(CI(A)UCIl(B)) = Cl(AU B).
5.0+l y T definen una biyeccion entre K y C(V).
6. SiM, NeK yMCN entonces |[N| C || M]].

7. -1l y T definen una biyeccion entre My y el subconjunto {v € V|Cl(v) = {v}}. En
tal caso, la notacion T, € My significa que |T,| = {v} y T, = T({v}) = v~ 1(1).

8. Il y T definen una biyeccion entre Ky y CO(V).

Demostracion en la pdgina 130, al final del capitulo.

La Proposicién 7.1.5 nos confirma que trabajar con teorias equivale a hacerlo con los
conjuntos cerrados de V. Esta situacién puede generar problemas al querer utilizar elementos
arbitrarios de V o el complemento de conjuntos, ya que no necesariamente son cerrados. Por
otro lado, en Flouris et al. [8] nos encontramos con las condiciones que una logica tarskiana
debe cumplir para tener un operador contraction que satisfaga los postulados clasicos en su
version general, presentada en la Definicion 2.6.5. Por todo esto, consideraremos algunas
propiedades extra para el conjunto V.

Definicién 7.1.6. Dada £ = (IL, V) una logica tarskiana, decimos que V es:
complete si satisface que si v, v’ € V tales que T, C T, entonces v = v';
topological si satisface que Cl(A) U CI(B) = Cl(AU B) para todo A, B C V.

decomposable si satisface que dados B € C'(V) y A C B tal que B # V), existe v ¢ B tal
que BNCI(AU{v}) = CI(A).

detachable si satisface que si B € C(V) y B # V, existe v € B tal que BN Cl({v}) = 0.

En Lindstrom [28] se prueba que si la logica es compacta entonces V es complete. Este
resultado se conoce generalmente como Lema de Lindenbaum, originalmente probado para
CPL, que es compacta. Cuando V es complete, se deduce de la Proposicién 7.1.5 que M
esta en biyecciéon con V.

Por otro lado, decir que V es topological hace referencia a que la funciéon C1 define una
topologia para V. En general, esta propiedad surge naturalmente en aquellas logicas donde
en su gramética hay un conector de disyuncién clésico. En el caso de las logicas CPL, la
topologia definida por CI hace que V sea su Espacio de Stone [37] asociado.

Observacion 7.1.7. Sea £ = (LL, V) una logica tarskiana tal que L contiene un conector V,
de aridad 2, tal que ||a Vv 8| = ||a]| U||B]|, es decir, para todo v € V vale que v(aV ) =1
siy solo si v(a) =1 6 v(B) = 1. Entonces V es topological.

Demostracion en la pdgina 132, ol final del capitulo.

Este resultado esté en sintonia con Lindstrom [28] y Ribeiro et al. [35] donde la propiedad
de tener una disyuncion clasica es importante en el desarrollo de estos trabajos.

Por ultimo, que V sea decomposable hace referencia a una definicién en el trabajo de
Flouris et al [8] y tiene que ver con la posibilidad de obtener operadores contraction clésicos,
segun la Definicion 2.6.5.
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Definicion 7.1.8. Sea £ = (L, Cn) una logica tarskiana. Dados K € Ky M C L, se define
M~ (K) el conjunto de complement beliefs de M respecto de K como:

- [ {XCL|Cn(X)C K,Cn(MUX)=K} SiCn(0)CCn(M)C K
M (K)—{ {X CL|Cn(X) =K} caso contrario

M~ (K) se extiende a cualquier K C L como M~ (K) = M~ (Cn(K)). Decimos que una
logica es decomposable si para todo K, M C L. vale que M~ (K) # (.

El siguiente teorema presenta diferentes caracterizaciones de las logicas cuyos conjuntos
de valuaciones satisfacen alguna de las propiedades mencionadas.

Teorema 7.1.9. Sea £ = (L, V) una ldgica tarskiana, se satisface que:

1.V es complete si y solo si {v} € C(V) para toda v € V. En tal caso, V es detachable y si
0 €V, entonces V = {0}.

2.V es topological si y solo si |M N N| = | M| UJNJ para todo M, N € K. En tal caso,
C (V) es cerrado por uniones finitas.

3.V es decomposable si y solo si L es decomposable. En tal caso, V es detachable.
4. Si'V es topological y detachable entonces es decomposable.

Demostracion en la pdgina 132, ol final del capitulo.

Habiendo descrito la conexién entre logicas tarskianas y sus conjuntos de valuaciones, en
la siguiente seccién lo utilizaremos para etiquetar a los mundos de nuestro marco conceptual.

7.2 Desde el Marco de Mundos al de Loégicas

En esta seccién, comenzaremos a desarrollar el vinculo entre el marco conceptual de mundos
y las logicas tal que su conjunto de valuaciones V tengan las propiedades que discutimos en
la seccion anterior, siendo CPL una de estas logicas. Estas propiedades resultarén claves
para poder vincularse con nuestro marco conceptual. Concretamente, nos referimos a que:

e C(V) es cerrado por intersecciones y estd en biyeccion con K;

e CO(V) esté en biyeccion con Ky;

Si ademas V es finito, entonces C'(V) = O(V) = P(V);

Si ademés V es complete, M esta en biyeccion con los elementos de V y los conjuntos
de un elemento estan en C(V);

Si ademés V es topological, el operador Cl es un operador clausura topologico en V 'y
C(V) es cerrado por uniones finitas;

e Si ademés V es decomposable, es posible construir un operador contraction clésico.

Como dijimos al inicio del capitulo, el marco conceptual de mundos interpreta a Z como
un conjunto de indices, etiquetas vacias a las que se les puede dar una seméantica. A partir
de esta seccion, identificaremos al conjunto de indices Z con V, por lo que los operadores
definidos en el marco conceptual de mundos operaran sobre P (V).

En el marco de mundos tenemos a los operadores world versatile, a partir de los que
se deducen todos los demas operadores. Como siguiente paso a adaptar lo realizado en
mundos, debemos dar una conexién entre estos operadores y los de una légica L. Para ello,
definimos a los operadores de cambio en £ basados en mundos.
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Definicién 7.2.1. Dada £ = (LL, V) un logica tarskiana, decimos que un operador de cambio
o : KxK — K esta basado en mundos si existe un operador world e,, : P(V) x P(V) — P(V)
tal que para todo K, M € K:

1K o M| = [ K| o [|M]]
Ademas, un operador de cambio e esta débilmente basado en mundos si satisface que:
1K o M| = CI(|| K[| o [[M])

En este contexto, equivalentemente se puede decir que e esta (débilmente) basado en e,,.
Paralelamente, diremos que un operador world e, : P(V) x P(V) — P(V) es cerrado si
cumple que si A, B € C(V) entonces A e, B € C(V).

De esta manera, todo operador presentado en mundos define un operador de cambio
miultiple sobre teorias de una logica tarskiana. Que e esté basado en e, significa que es
posible transcribir un operador en el otro, a partir de las funciones || - || y 7, cuando se lo
restringe a K y C(V). Esto no es necesariamente valido si e estd débilmente basado en e,;:
solo se puede transcribir que K ¢ M = T (||K|| o ||M]|), pues K @ M € K por definicion.

Si L es tarskiana, se deduce de la Proposicion 7.1.5 que el operador expansion en
estd basada en la interseccion de C(V), pues dado K, M € K:

1K + M| = [|Cn(KUM)| = [[KUM[=[K|0[M]

Por lo que es posible transcribir todos los postulados que tenemos para los operadores world
a operadores basados en mundos que involucren intersecciones e inclusiones, reemplazando
la interseccion por el operador expansion. Nos referimos concretamente a todos excepto
conjunctive factoring (W —5) porque utiliza la union finita en uno de sus casos, algunos
postulados de tipo questionable y los de tipo pointwise porque utilizan conjuntos de un
elemento y uniones arbitrarias. Es decir:

e la mayoria de los postulados del Capitulo 3: los postulados bésicos de world contraction
(W—-1)~(W-4), todos los de world revision (Wx1)~(W=x5) y los postulados no
pointwise asociados a erase ((W & 3)~(W &4)) y update ((Wo3)~(Wo6));

e los postulados credible del Capitulo 4, es decir, (W-e-1)~(W-e-4) y (Wol)~(Wo4);

e todos los postulados del Capitulo 5 y la mayoria del Capitulo 6: los que hablan de las
relaciones entre credible y questionable (Rell)~(Rel5), los postulados questionable
monotony (WQ®1),(WQ®2) y (WQ®5), y los postulados clasicos y suplementarios
de world versatile que no sean pointwise (W®3)~(W®©@6) y (WS@1)~(WSe8)).

En particular, podemos definir via postulados a los operadores elementary multiple
versatile en cualquier légica tarskiana.

Definicion 7.2.2. Sea L logica tarskiana. Dados K,M € K se considera el postulado para
el operador © : K x K — K:

(Me1) KNM C K ® M (multiple shared success).

Un operador ® que satisface (M®1) y package revision inclusion (PMx2) se conoce como
elementary (multiple) versatile.

Pero poder transcribir los postulados no implica que los operadores existan. Asi sucede
en Flouris et al. [8], donde se transcriben los postulados de los operadores contraction para
cualquier logica tarskiana, pero se necesita que la logica sea AGM-compliant para que
existan tales operadores. Una verdadera implementacién del marco conceptual de mundos
radica en probar que es posible la construcciéon de los operadores. Una manera de hacer esto
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es probando que los operadores de cambio definidos en una logica son basados en mundos,
para luego ver que tal operador existe en mundos.

Probaremos entonces que existen operadores * y — basados en elementary world revision
%, y contraction —,, respectivamente en cualquier logica tarskiana. Para ello, utilizaremos
los postulados que se dieron en la Seccién 2.6. Se omitiran los postulados asociados a los
principios de clausura y extensionalidad pues estan implicitos al trabajar sobre /C.

Definicion 7.2.3. Sea £ = (LL, V) una logica tarskiana. Llamaremos elementary package
revision al operador de cambio * : K x K — K que satisface package revision inclusion
(PM=x2) y package success (PMx4). Al operador de cambio — : K x K — K que satisface
miultiple contraction inclusion (M—2) y multiple contraction recovery (M—4) se conoce
como elementary multiple contraction.

La existencia de estos operadores definidos via postulados esta asegurada, pues el
operador expansion + es un elementary package revision y el operador que no modifica
el conjunto de creencias es un elementary multiple contraction. Por lo que los siguientes
teoremas debe entenderse como de existencia de una conexién entre el marco conceptual de
mundos y el de logicas tarskianas.

Teorema 7.2.4. Sean L = (IL,V) una ldgica tarskiana y —, * operadores de cambio en K.

1. % es un operador elementary package revision, i.e. que satisface (PMx2) y (PMx4), si
y solo si estd basado en un operador elementary world revision.

2. — es un operador elementary multiple contraction, i.e. que satisface (M—2) y (M—4),
sty solo si estd basado en un operador elementary world contraction.

Demostracion en la pdgina 133, al final del capitulo.

El caso de los operadores elementary versatile es diferente. Como sabemos, la construc-
cion de un operador elementary world versatile se deduce de la unién de dos operadores
elementary world revision o bien de dos operadores world contraction. Para adaptar esto al
contexto de légicas, evitaremos considerar una nocién de complemento sobre teorias, eso lo
dejaremos para cuando comparemos esta propuesta con los marcos conceptuales clasicos
en la Secciéon 7.4. Es por eso que utilizaremos la construccion via operadores elementary
revision, ya que no es necesario utilizar la nocién de complemento, aunque si tenemos una
situacion pendiente respecto a la unién de dos conjuntos cerrados de V. Por la Proposicién
7.1.5, sabemos que la interseccion en K esta débilmente basada en la union de C(V):

1AM = CL([K| U l[a])

Pero por el Teorema 7.1.9, sabemos que basta que V sea topological para que la interseccién
en K esté basada en la union de C(V).

A partir de esto se puede deducir que los operadores elementary versatile definidos como
la interseccién de dos operadores revision seran débilmente basados en mundos en cualquier
logica tarskiana. Sin embargo, para tener la equivalencia entre postulados, construccion por
interseccion de operadores revision y construcciéon basados en mundos, es necesario trabajar
con logicas tarskianas tales que V sea topological.

Teorema 7.2.5. Sean L = (IL, V) una ldgica tarskiana tal que V es topological y sea ® un
operador de cambio sobre K. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. ® es un operador versatile, i.e. que satisface (M®1) y (PMx2);

2. existen * y *' operadores elementary package revision tales que para todo K, M € K:

KoM= (K*M)n M+ K)
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3. © estd basado en un operador elementary world versatile.

Demostracion en la pdgina 134, ol final del capitulo.

Sabiendo que es posible transcribir la gran mayoria de los postulados y habiendo
realizado las construcciones de los principales operadores, podemos afirmar que es factible
llevar lo desarrollado para operadores world versatile a légicas tarskianas. Pero como sucedié
en [8], a medida que se piden nuevas propiedades, la cantidad de logicas compatibles se van
reduciendo, para evitar tener operadores triviales o definiciones vacuas. Por ejemplo, para
tener operadores versatile con un comportamiento similar al de mundos, necesitamos que V
sea topological. Si queremos poder representar en términos de teorias a los elementos de V,
necesitaremos que V sea complete. O bien, si queremos tener operadores contraction clésicos,
debemos pedir que V sea decomposable. En la siguiente seccién, veremos que es posible
adaptar los operadores world a logicas tarskianas que satisfagan estas propiedades, no solo
a via postulados sino también dando una construcciéon basada en funciones world-selection.

7.3 Cambio Miiltiple sobre Teorias a la Mundos

Como se aclar6 anteriormente, lo hecho en la secciéon anterior debe entenderse como una
conexion entre el marco conceptual de mundos y el de logicas tarskianas. Esto significa
que los operadores que se definen, incluso desde lo constructivo, pueden ser triviales. Un
siguiente paso seria entonces identificar qué es lo que se esta pidiendo al trabajar con
operadores basados en mundos. En este sentido, una condicién necesaria que se deduce
de la Definicion 7.2.1 es que si un operador e esté basado en e, entonces e,, debe ser
cerrado. Esto ya lo sabiamos para el operador expansion y la interseccion de teorias (si V es
topological). Veamos como afecta esto en general a las funciones world-selection al trabajar
con operadores elementary world versatile y world dual versatile.

Teorema 7.3.1. Sea L = (L, V) una ldgica tarskiana y sean ©® y ® operadores de cambio
basados en un operador elementary world versatile ©,, y dual versatile ®,, respectivamente.
Entonces, ©®y, y ®y son cerrados. Ademds, si ©,, se define con el par (o,p) de funciones
world-selection y @, con (o', p'), entonces dados A, B € C(V):

e (ANB)Uo(A,B¢) € C(V) yo(A,B°)=Cl(o(A,B°)) N A
e (ANB)Up(B,A%) € C(V) y p(B,A°) = Cl(p(B, A°)) N BS;
e 0/(A,B) =Cl(cd'(A, B)) N AS;
o (ANDB) U (B A% y p/(B, A%) € C(V);

Demostracion en la pdgina 134, ol final del capitulo.

En el resultado anterior se ve que sblo un cierto tipo de funciones world-selection seran
relevantes en la adaptacion a logicas. En principio, las cuatro funciones world-selection deben
satisfacer que o(A, B) = Cl(c(A, B))NA®si B € C(V) para algunos casos o B € O(V) para
otros. Esto limita los conjuntos que la funcién toma para ser compatible con su clausura.

Analicemos esto con un poco mas de detalle. Por definicion, sabemos que o(A, B) C
A¢ N B€. Pero al aplicar Cl puede que en Cl(c(A, B)) haya otros elementos ademés de los
seleccionados por (A, B), que pueden ser de A o bien de A°. La propiedad o(A4, B) =
Cl(o(A, B)) N A€ fuerza a que todo elemento de A€ que esta en Cl(o(A, B)), ya haya sido
previamente seleccionado por (A, B). Tomemos como ejemplo los valores extremos de o si
(A, B) = (), se satisface la propiedad pues () € C(Z). Por otro lado, si B¢ € C(V), entonces
Cl(A°N B¢) C B¢ Asi que, si B € O(V), entonces (A, B) = A°N B¢ también satisface
la propiedad. La condicién no afecta los casos extremos, es decir, cuando o(A4, B) =0, ya
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que ) € C(Z), o bien o(A, B) = A°N B, pues todos los mundos de A¢ a agregar ya fueron
agregados. Aun asi, esta condicion falla al indicar cuén problematico es que Cl(o(A, B))
6 Cl(o(A, BY)) tenga mundos de A, por lo que no son suficiente para caracterizar el tipo
de funciones world-selection que buscamos en el caso de que trabajemos en una légica
tarskiana arbitraria.

Otra condicién para las funciones o y p que aparece en el Teorema 7.3.1 es que sus
operadores elementary world revision asociados sean cerrados. En particular, de esta
condicion se puede deducir la anterior. Si a esto agregamos que )V sea topological podemos
recuperar que ©,, sea cerrado, quedando asi que las tres condiciones son equivalentes.

Corolario 7.3.2. Sea L = (L, V) una légica tarskiana tal que V es topological, y sea ©y,
operador elementary world versatile definido con el par (o, p) sobre P(V). Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. @ es cerrado;
2. 0(A, B¢ =Cl(c(A,B°)) N A° y p(B, A°) = Cl(p(B, A%)) N B¢ para todo A, B € C(V).
3. los operadores elementary world revision asociados ©,, son cerrados;

Demostracion en la pdgina 135, al final del capitulo.

Un resultado similar puede darse para los operadores elementary world contraction.

Corolario 7.3.3. Sea £ = (L, V) una légica tarskiana tal que V es topological, y sea —,,
operador elementary world contraction definido con la funcién world-selection o sobre P(V).
Entonces —, es cerrado si y solo si o(A, B) = Cl(c(A, B)) N A° para todo A, B € C(V).

Demostracion en la pdgina 135, al final del capitulo.

Es decir que, si V es topological, es posible caracterizar a las funciones world-selection
con las que estaremos trabajando.

Definicion 7.3.4. Sea £ = (L,V) una logica tarskiana tal que V es topological y sea
o una funcion world-selection en P(V). Decimos que o es V-compliant si cumple que
0(A,B¢) = Cl(c(A, B°)) N A cuando A € C(V).

La definicién anterior considera una propiedad maés fuerte que la que se deduce del Teo-
rema 7.3.1, ya que lo pedimos para cualquier conjunto B. Aunque usualmente trabajaremos
con un subconjunto de P(V), como C(V), O(V) o bien C(V)UO(V) .

Como se puede apreciar, cuando V es topological es posible ordenar gran parte de la
teoria de operadores de mundos para poder plantearla sobre una logica. Si bien es cierto que
en cualquier logica tarskiana puedan definirse operadores elementary revision o contraction,
y por lo tanto operadores versatile, tener una propiedad como topological permite:

e preservar que los operadores elementary world versatile sean representados a partir de
operadores revision;

e caracterizar a los operadores world cerrados como aquellos que sus funciones world-
selection son V-compliant;

e transcribir el postulado conjunctive factoring (W—5).
Ademas, permite identificar a las funciones world-selection en un rol constructivo clasico.

Corolario 7.3.5. Sea £ = (L, V) una ldgica tarskiana tal que V es topological y sean ®, *
y — operadores de cambio sobre K.
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1. — es un operador elementary multiple contraction, i.e. que satisface (M—2) y (M—4),
st y solo si existe una funcion world-selection o V-compliant tal que para todo K, M € K:

K—M=KnT(e([K],[[M]))

2. x es un operador elementary package revision, i.e. que satisface (PMx2) y (PMx4), si
y solo si existe una funcion world-selection V-compliant tal que para todo K, M € KC:

Kx M = (K +M)0T(K], [1M]%)

3. © es un operador elementary multiple versatile, i.e. que satisface (M®1) y (PMx2), si
y sdlo si existen un par de funciones world-selection o y p V-compliant tal que para todo

K, MeKk:

KoM= (K+M)0T(a(IK][,[[M]) 0T (p(M], [K])

Demostracion en la pdgina 136, al final del capitulo.

Bajo estas presentaciones, resulta més claro la factibilidad de que la transcripcion
de los postulados world a logicas preserva el vinculo que estos postulados tienen con las
propiedades de las funciones world-selection. Por ejemplo, propiedades como standard y
normal siempre son validas en este contexto, puesto que siempre es valido el conjunto
vacio para una funcion world-selection. En tal caso, tenemos que T () = L el elemento
neutro de N, de la misma manera que ) es el neutro de U. Por lo tanto, representa el mismo
comportamiento que en mundos: no hay cambios a considerar. Lo mismo ocurre con las
propiedades de tipo monotony.

La otra propiedad de V relevante para nosotros es complete, ya que permite identificar
a todos los elementos de V como teorias maximales consistentes. Esto nos sera util para
trabajar con los postulados que utilicen conjuntos de un elemento, ya que pueden ser
representados como teorias. Ademas, si V es topological y complete, se deduce del Teorema
7.1.9 que V es decomposable.

En [8] se utiliza el conjunto de complement beliefs de la Definiciéon 7.1.8 no sélo para
identificar qué légicas son AGM-compliant sino también para caracterizar los posibles
valores de un operador contraction. Inspirados en esta idea, nosotros vamos a caracterizar al
conjunto de los posibles valores que una funciéon world-selection puede tomar. Este conjunto
lo utilizaremos de referencia para confirmar que si V es topological y complete entonces
tenemos funciones world-selection no triviales segtn las propiedades que queremos que
satisfagan.

Teorema 7.3.6. Sea L = (L, V) una ldgica tarskiana tal que V es topological. Para todo
AeC(V)yBCV vale que B4 p)={5 C B°NA°|AUS € C(V)} es el conjunto de todos
los posibles valores de P(V) que puede tomar una funcion world-selection V-compliant al
ser evaluada en A y B. Mds aiun, siV es ademds complete, 34 ) tiene un elemento no
vacio, excepto cuando B¢ N A¢ = ().

Demostracion en la pdgina 136, ol final del capitulo.

Concluimos entonces que, cuando V es topological y complete, es posible tener operado-
res versatile, contraction y revision no triviales cuyas funciones world selection satisfagan
propiedades asociadas a los postulados credible (null-monotonic), questionable (imprudent,
wise, entanglement), clasicos (standard, normal, semantically successful under consistency,
semantically successful) y suplementarios (TR). Cabe destacar sin embargo, que las pro-
piedades de las funciones world-selection estarén enmarcadas inicamente en los conjuntos
cerrado en la primera coordenada y abierto en la segunda si hablamos de operadores
versatile y en cerrados si nos referimos a operadores dual versatile como contraction.
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Definicion 7.3.7. Sea £ = (L, V) una logica tarskiana tal que V es topological y o una
funcion world-selection sobre P(V). Si P es una posible propiedad de o (como ser normal,
standard, local, etc), diremos que o

e satisface la propiedad C-P si o satisface P para todo conjunto A € C'(V) en la primera
coordenada y B € O(V) en la segunda;

e satisface la propiedad D-P si o satisface P para todo conjunto A, B € C(V);
e satisface la propiedad C-D-P si o satisface C-P y D-P.
Anéalogamente, si P es un posible postulado de e,, un operador world, diremos que e,,:

e satisface la propiedad C-P si e, satisface P para todo conjunto A € C(V) en la primera
coordenada y B € O(V) en la segunda;

e satisface la propiedad D-P si e, satisface P para todo conjunto A, B € C(V);
e satisface la propiedad C-D-P si e, satisface C-P y D-P.

De esta manera, evitaremos trabajar con el operador complemento, sabiendo ademés
que C(V) es cerrado por intersecciones y uniones finitas pues V es topological.

A modo de ejemplo, presentaremos varios teoremas de representacion que extienden
operadores conocidos para el caso multiple sobre teorias. Comenzamos con los asociados a
contraction, pues los de revision fueron generalizados para operadores versatile.

Teorema 7.3.8. Sea L = (L, V) una ldgica tarskiana tal que V es topological y complete,
un operador — que satisface (M—2) y (M—4) y o su funcion world-selection asociada.
Entonces:

1. 0 es D-standard si y sdlo si — satisface:
(CM—-9) Si K+ M =L y K #L entonces K — M = K (choice weak vacuity).
2. 0 es D-normal si y sdlo si — satisface (CM—5).
3. o es D-semantically successful si y solo si — satisface (CM—6).
4. o es D-semantically successful under consistency si y solo si — satisface:
(CM-10) Si K #L y M # Cn(0) entonces M € K — M (choice weak success).
5. 0 es D-trichotomic si y sdlo si — satisface:

K-M
(M-11) K— (M +N) = K—-N (multiple conjunctive factoring).
(K—-—M)Nn(K—N)

Demostracion en la pdgina 136, ol final del capitulo.

En el teorema anterior, cabe aclarar que tinicamente utilizamos que V' es complete en el
caso de que o es D-semantically successful y D-semantically successful under consistency,
aunque podrfamos haber usado que V sea decomposable. El uso de que V es complete
se verd justificado cuando trabajemos con las demés propiedades. Para ello, incluiremos
también a las relaciones credible y questionable, que estaréan definidas sobre teorias. Dado
que no podemos utilizar el operador complemento en teorias, debemos definir ademas la
relacion retractable para los operadores shielded contraction.

Definicion 7.3.9. Sean £ = (L, V) una logica tarskiana, < una relacion credible y > una
relacion questionable, ambas definidas en P(V). Definimos las relaciones <, <y = en K
de la siguiente manera:
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e K < M siysolo |[K| < | M], a tal relacion la llamaremos credible.
o K <¢M siysolo ||K| < | M]|° a tal relacion la llamaremos retractable.
o K > M siysolo ||K| > ||M]|, a tal relacion la llamaremos questionable.

Ahora si, veamos que lo analizado en el Capitulo 4 es replicable para logicas donde V
es topological y complete.

Teorema 7.3.10. Sea £ = (L, V) una ldgica tarskiana tal que V es topological y complete,
y sea -~ un operador de cambio sobre K. Las sigquientes afirmaciones son equivalentes:

e o satisface (M—2) y (M—4);

e emiste una relacion retractable de teorias < y un operador — elementary contraction
que ademds satisface (CM—10) tal que para todo K, M € K:

K-M K=<M

KoM = .
e { K caso contrario

En tal caso, se puede caracterizar <¢ a partir del operador - como:
K <M sty solo si K=LoéMYEK-eM

Ademds, si - estd basado en -e-,, un operador elementary world contraction:

~

. oy satisface D-(W-e-1) si y sélo si -o satisface:
(M--1) SiM C KM yN C M, entonces N C K-e-N (choice success propagation).
2. -e-y, satisface D-(W-e-2) si y sélo si - satisface:

(M--2) Si M C KoM yCn(0) # M C N C K, entonces N C K- N (choice
success reduction).

3. -~y satisface D-(W-e-3) si y sdlo si - satisface:

(M--3) Si K # L entonces existe un conjunto C C My tal que M € K — M si y sélo
si M Z T para algin T € C (choice core success).

4. -oy satisface D-(W-e-4) si y sdlo si - satisface:

(M--4) Si K #1L entonces existe un conjunto C C My tal que M € K — M si y sélo
si M Z K o bien Cn(0) # M C T para todo T € C (choice frame success).

Demostracion en la pdgina 137, ol final del capitulo.

La situacion de los operadores de tipo local requiere algo méas formal debido a que se
estd trabajando con uniones infinitas.

Teorema 7.3.11. Sea L = (L, V) una ldgica tarskiana tal que V es complete. El operador de
cambio sobre K notado como ¢ estd débilmente basado en o, world update, i.e. que satisface
(Wx1), (Wx2), (Wo4) y (WL1) siy solo sio es un operador elementary package revision
que ademds satisface:

(¢4) Si M C K # L entonces K o M = K (package weak vacuity).

(L1) KoM= (| ToM (multiple local condition).
KCTeM,
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Demostracion en la pdgina 138, al final del capitulo.

Como se puede ver, siempre que V sea topological y complete, seré posible replicar el
(gran) arbol de familias de operadores world versatile tal y como sucede en el Capitulo 6.
Esto significa que bajo estas condiciones es posible:

e transcribir todos los postulados de mundos a logicas para definir operadores multiples
sobre teorias basados en mundos;

e construir mediante funciones world-selection a los operadores multiple elementales
definidos via estos postulados;

e preservar la correlaciéon entre propiedades de funciones world-selection y postulados que
conocemos del marco conceptual de mundos.

Este ltimo punto queda ejemplificado en los Teoremas 7.3.10 y 7.3.11. Pero exponer cada
uno de estos teoremas de representacion excede el alcance de esta tesis. Nos limitaremos a
representar aquellos operadores del Capitulo 2 en el marco de los operadores basados en
mundos sobre logicas tales que V es topological y complete en la siguiente seccion.

7.4 Representacion de Marcos Conceptuales Clasicos
en el Marco de Mundos

En esta ultima secciéon identificaremos ideas, postulados y construcciones que nos permitan
acercar la propuesta de cambio multiple sobre teorias a la mundos a las diferentes propuestas
clasicas presentadas en el Capitulo 2. Una de las primeras cuestiones tiene que ver con los
principios de clausura y extensionalidad. Los operadores de cambio de la seccién anterior
estan definidos como operadores de cambio multiple pero restringidos a teorias. Por lo que
esos principios estén integrados a la definicion, sin necesidad de pedirlos via postulados.

Proposicion 7.4.1. Sea £ = (L, V) una ldgica tarskiana y sea * : P(L) x P(L) — P(L)
un operador de cambio. Entonces x satisface (PMx1), (PMx8) y:

(Mx12) Si Cn(K) = Cn(K') entonces K x M = K' x M (knowledge extensionality)

sty solo si existe un operador de cambio sobre teorias © : K x K — K tal que K x M =
Cn(K)® Cn(M) para todo K, M C L.

Demostracion en la pdgina 138, al final del capitulo.

De esta forma, toda la seccién anterior se puede aplicar a aquellos operadores de cambio
en P(L) que satisfagan (PM=x1), (PM=x8) y (Mx12). Esto nos acerca a varios operadores
de cambio multiple definidos en el Capitulo 2. Como estos operadores estan definidos como
o: I xP(L) — P(L), no es necesario pedir (Mx12).

El més cercano a nuestra propuesta por su generalidad es el tarskian choice contraction
de la Definicion 2.6.5, surgido de [8]. En este caso, nuestros operadores coinciden en el sentido
de la Proposicion 7.4.1 con aquellos operadores que satisfacen (M—1), (M—-2), (M—4) y
(CM—T7). Si ademaés pedimos que o sea D-normal, tenemos (CM—5), y (CM—6) es valido
si ademas o es D-semantically successful. Para entender el vinculo desde lo constructivo,
conectaremos las funciones world-selection y la construcciéon que se deduce de la Definicién
7.1.8, los conjuntos complement belief.

Teorema 7.4.2. Sean L = (L,V) una ldgica tarskiana y K € K, M C L tal que M C K.
Si Xk = 1S S IMIC N [K|TK[|US € C(V)}, existe una biyeccion W g ary
Sy — (KNM™(K))U{K} tal que (e an)(S) = T(IKIUS) y ¥ 0y (X) = [IX (O] K]
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Demostracion en la pdgina 139, ol final del capitulo.

En [8], se ve que cada elemento de K N M~ (K), las teorias complement belief, es
un posible resultado de contraer K por M. Por lo que el Teorema 7.4.2 afirma que los
elementos de ¥k pp) son los posibles conjuntos no vacios que una funcién world-selection
o(||K||,||M]|) puede devolver para construir un operador contraction sobre £ cuando
K C M. Asi, lo propuesto en la Definicién 7.1.8 puede reproducirse en términos de
funciones world-selection. Si ademas consideramos que o es normal, nos queda que si
K ¢ M entonces o(||K||,||M]|]) = 0. Esto equivale a pedir que el operador contraction
satisfaga choice contraction vacuity.

Corolario 7.4.3. Sea £ = (L,V) una ldgica tarskiana. Un operador — : K x K — K
satisface (M—2), (M—4) y (CM—-5) si y sélo si — es un operador basado en —, un
operador cerrado que satisface (W—1), (W—-2) y (W—4). En tal caso, si M C K wvale
que K — M e (KN M™(K)) U{K} y o([[K], [[M]]) € X(xar)-

La biyeccion también afirma qué sucede en caso de que M~ (K) = (): la tinica opcién
para las funciones world-selection es el conjunto vacio. El siguiente ejemplo ilustra la
comparacion entre las diferentes propuestas.

Ejemplo 7.1 (Basado en un ejemplo de Flouris et al. [8]). Sea £ = (IL, Cn) una logica tal
que L = {z,y,2} y Cn definida como:

Cn(0) = 0 Cn({z}) = {z,y,2}
Cn({z}) = {=} Cn({z,2}) = {x,y,2}
Cn({y}) {y} Cn({y,2}) = {z,y,2}
Cn({z,y}) = {=,y} Cn({z,y,2}) = {z,y,2}

Notando vy : L — {0,1} a la valuaciéon tal que v(rv) = 1 para todo v € N, se propone
V= {v{x}, Uiy} ’U{x’y}} para representar a L. Resulta entonces que:

K={0{z} {v} Az v} {z .23 CO) =V {vy vien b {vgd Ve b vy 0}

Si buscamos realizar {z,y, z} — {x}, suponiendo que se satisface multiple contraction
inclusion y (M—2) y recovery (M—4), tenemos una tnica opcion: {z,y, z}. Pues cualquier
otro K’ € K cumple que K’ + {z} C {z,y}. Por lo que si ademés pedimos que — satisfaga
choice contraction success (CM—6), llegaremos a que — no es construible.

Veamos esto desde la perspectiva de mundos. Analicemos qué opciones tenemos para
A —,, B, cuando satisface world inclusion (W—1) y world recovery (W—2). Tenemos que
A= |{z,y,2}| = 0y B = |[{x}]| = {v{z}, vz} } Por la construccion de —,, sabemos
que A —,, B es un subconjunto de A°N B¢ ) o bien {vy,;}. Pero ademas necesitamos que
AUo(A,B) € C(V), por lo que la tinica opcion es (), ya que AU {vgn} = {vgy} € C(V).

A partir del Teorema 7.4.2 y el Ejemplo 7.1 podemos hacer una comparaciéon més precisa
de lo que se habla en Flouris et al. [8] y nuestra propuesta. Por un lado, podemos ver que la
incompatibilidad del postulado recovery se da al considerar este postulado simultaneamente
con el de success. Nosotros antepusimos el postulado de recovery por el de success para
poder trabajar con funciones world-selection en contextos no-priorizados. Al pasar a logicas,
esto nos dio la posibilidad de analizar casos que en Flouris et al. [8] no se consideran. Por
otro lado, la construcciéon mediante conjuntos complement belief se da tinicamente en el
contexto de que M C K, por lo que también esta en juego el postulado vacuity. Es decir que
solamente es posible comparar las propuestas en el contexto de funciones world-selection
normal y semantically successful.

Continuando con las comparaciones, desde la definicion via postulados podemos ver que,
si L es una légica CPL, nuestro operador contraction parece ser una versiéon més fuerte de
choice multiple contraction, ya que en particular satisface finite recovery (M—3). Mientras
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que nuestro operador no es del todo comparable con package contraction puesto que estos
operadores no satisfacen extensionality (CM—7) sino en una versiéon mas débil llamada
uniformity (PMsx5). Por lo que en ambos casos la identificacion entre operadores atn sigue
pendiente. Trabajaremos entonces desde lo constructivo para ver que los operadores de
cambio multiple 4 la mundos efectivamente cubren a los operadores del Capitulo 2.

En el Capitulo 3 dijimos que las funciones world-selection estan inspiradas por la
combinacién entre la selection function v de los operadores clasicos y el Teorema de
Biyeccion de Grove (Teorema 2.3.6) de la Seccion 2.3, donde vincula remainders con
mundos posibles. Veamos que este vinculo, originalmente dado en légicas CPL, ya es valido
cuando V es topological y complete. Comenzamos con un lema que confirma que algunos
comportamientos clasicos de las teorias maximales consistentes ya se satisfacen para cuando
V es topological.

Lema 7.4.4. Sea £ = (L, V) una ldgica tarskiana tal que V es topological. Consideramos
KeKyT, T"e Mg talque KZT y K €T

1. Siawe K\T entonces Cn((KNT)U{a}) =K.
2. S KNT' CKNT entonces KNT' =KNT.
3. Si T #T entonces KNT # KNT'.

Demostracion en la pdgina 139, ol final del capitulo.

Ademas, necesitamos un resultado de 6rdenes parciales. Este lema lo usaremos para
vincular conjuntos de conjuntos maximales, siendo el orden parcial la inclusion.

Lema 7.4.5. Sea (X, <) un conjunto con un orden parcial y sean Y,Z C P(X):
1. SiZCY y 0 # max(Y) C Z entonces ) # max(Z) y max(Y) = max(Z).
2.5 ZCY y0#min(Y) C Z entonces ) # min(Z) y min(Y') = min(Z).

Siendo max y min las funciones que devuelven el conjunto de elementos maximales y
minimales respectivamente de un conjunto parcialmente ordenado.

Demostracion en la pdgina 139, al final del capitulo.

So6lo nos queda caracterizar al conjunto de choice remainders de la Definicion 2.6.3
cuando V es complete.

Teorema 7.4.6. Sea L = (L, V) una ldgica tarskiana tal que V es complete. Entonces, para
todo K € K y M CL se tiene que K L. .M C I y:

Kl M=max{KNT|T eMg, MZT}
Demostracion en la pdgina 140, ol final del capitulo.

El Teorema 7.4.6 remarca el hecho de que cada remainder se obtiene a partir de un
conjunto maximal consistente que no incluye a M cuando V es complete. En términos de
valuaciones, esto significa que los remainders estan asociados a los mundos v € || M|, por
lo que la construccién de remainders implicitamente trabaja con el operador complemen-
to. Tal comportamiento se asemeja al que conocemos de las funciones world-selection y
simultdneamente nos da una version general de la biyeccion de Grove (Teorema 2.3.6).

Corolario 7.4.7. Sea L = (L, V) una ldgica tarskiana tal que V es topological y complete.
Si M C K entonces existe una biyeccion entre ||M||° y K L .M donde todo v € ||M]||¢ se
asocia a un unico X € K 1 .M tal que X = K NT,.
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Demostracion en la pdgina 140, ol final del capitulo.

Estos resultados son ademés reproducibles si en vez de trabajar con el conjunto de
choice remainders lo hacemos con el de package openings de la Definicién 2.6.7.

Teorema 7.4.8. Sea L = (L, V) una ldgica tarskiana tal que V es complete. Entonces, para
todo K € K y N CLL se tiene que:

K|, N=max{KNT|T € Mg, NCT}

Mds aun, si V es topological y K + N = L, entonces existe una biyeccion entre |N|| y
K |, N, donde todo v € |N|| se asocia a un unico X € K |, N tal que X = K NT,.

Demostracion en la pdgina 140, al final del capitulo.

Asi, podemos deducir que las funciones world-selection V-compliant, normales y seman-
tically successful se comportan como la seleccién de choice remainders y package openings
de los operadores clasicos cuando V es topological y complete. Solamente necesitamos una
funcién méas que nos permita reconstruir la seleccion de remainders a partir de funciones
world-selection.

Definicion 7.4.9. Sea £ = (L, V) una logica tarskiana tal que V es topological y complete.
Definimos la funcion W : £ x P(K) — P(Z) donde W(K, X) = Cl({v € V|KNT, €
XHN|IK|° yla funcion R : £ x P(V) — P(K), donde:

[ {KNT,|lveS} SiS#0
R(K,S) = { (K} caso contrario

Notemos que R(K,o([|K[, [|M]])) = R(K, Cl(a([[K], [[M]]))) y que si M € K nos
devuelve un conjunto de choice remainders, debido a la biyeccién del Corolario 7.4.7.
Ademas, por la construccion de W, resulta que W(R(K,o(||K||, ||M]]))) = (| K]|, | M]])
si 0 es V-compliant. Es decir, utilizando R y W, podemos ver el vinculo entre funciones
world-selection y la seleccién de choice remainders o package openings.

Proposicion 7.4.10. Sea £ = (L, V) una ldgica tarskiana con V topological y complete.
1. Si~y es una funcion de seleccion segin la Definicion 2.2.2, entonces o definida como:

W(T(A),v(T(A), T(A) L. T(B)) SiBeCV)
o(A,B)=¢ 0 SiBgC(V)yA¢ZB
{v} SiBgC(V)yACB

con v € B¢ es una funcion world-selection V-compliant, normal y semantically successful.
2. Si~y es una funcion de seleccion segin la Definicion 2.2.2, entonces o definida como:

W(T(A),7(T(A), T(A) |, T(B)) SiBecO()
o(A,B)={ 0 SiBZ€O(V)yAZB
{v} SiBZC\V)yACB

con v € B¢ es una funcion world-selection V-compliant, normal y semantically successful.
3. St o es una world-selection normal y semantically successful, entonces v definida como:

R(K,o(| K|, ||M])) Si existe M| X =K 1 .M
WK, X) = { R(K,o(|K,IIN[€) Si existe N|X = K |, N
X caso contrario

es una funcion de seleccion segun la Definicion 2.2.2.
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En tal caso, nos queda que:

Iy K LeM)|| = K0T (o (K], [ MIDIF = [[&] ol &], [|M]])
1A K Ly M| = [[K T (o (| K] M) = [T U o (A, [ M1])

Demostracion en la pdgina 141, al final del capitulo.

Concluimos entonces que las construcciones a partir de choice remainders o package
openings son reproducibles mediante funciones world-selection. Por lo que los operadores
clasicos choice multiple contraction y package multiple revision coinciden con los definidos
a través de funciones world-selection normal y semantically successful. Esto nos da ademas
una nueva perspectiva respecto de todos los operadores que aparecieron en el Capitulo 2,
excepto por package contraction. Por ejemplo, es posible afirmar ahora que choice relevance
equivale a multiple recovery y choice vacuity si se satisfacen los deméas postulados bésicos,
teniendo dos posibles construcciones: via funciones world-selection o seleccién de remainders.

Corolario 7.4.11. Sea £ = (L, V) una légica CPL y sea —. : K x P(L) — P(L). Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. El operador —. satisface (M—1), (M-2), (M—4), (CM-5), (CM-6) y (CM-"7).

2. Existe una funcion world-selection V-compliant, D-normal y D-semantically successful
tal que K —c M = KNT(o(| K|, [|M]])) para todo K € K y M C L.

3. El operador —. satisface (M—1), (M—2) y (CM—6)~(CM-38).

4. Eziste una funcion de seleccion ~y tal que K —. M = (v(K L M) para todo K € K y
M CL.

Como es de esperarse, el mismo resultado se puede dar para package revision, identifi-
cando asi Fuhrmann’s package revision [10], Zhang’s package revision [41] y nuestro basic
package revision en el caso de logicas CPL.

Corolario 7.4.12. Sea L = (L,V) una légica CPL y sea %, : K x P(L) — P(L). Las
stguientes afirmaciones son equivalentes:

1. El operador x, satisface (PMx1)~(PMx4) y (PMx7)~(PMx8).

2. Existe una funcion world-selection V-compliant, C-normal y C-semantically successful
tal que K +p M = (K + M) 0T (o (| K], |M][) para todo K € K y M C L.

3. El operador %, satisface (PMx1 )~ (PMx%6).

4. Existe una funcion de seleccion v tal que K s, M = (v(K |, M)+ M para todo K € K
y M CL.

De la misma manera, trabajar con el operador Peppas’ package revision [32] presentado
en la Definiciéon 2.6.8, que satisface la version multiple de los postulados suplementarios,
coincide con tener una funcién world-selection V-compliant y C-transitive relational. De
la Definicién 2.6.10 de sistemas de esferas para el caso multiple, podemos notar que
las propiedades extras consideradas proponen que el sistema sea bien fundado y de que
|M|| N Ay € C(V), siendo Ajs el primer elemento del sistema de esferas que tiene
interseccion no nula con ||M]||. Esto altimo se corresponde con que el operador en mundos
sea cerrado, o equivalentemente, que la funciéon world-selection sea V-compliant.

Corolario 7.4.13. Sea L = (L,V) una légica CPL y sea %, : K x P(L) — P(L). Las
stguientes afirmaciones son equivalentes:

1. El operador %, satisface (PMx1)~(PMx4) y (PMx7)~(PMx9).
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2. Existe una funcion world-selection V-compliant y C-transitive relational tal que K x, M =
(K +M)NT(a(||K], |IM|) para todo K € K y M C L.

3. Existe una asignacion faithful que a cada K € K le asocia un preorden total y bien
fundado <p sobre elementos de V tal que | K %, M || = min(||M||, <g) para todo K € K
yM CL.

4. Existe un sistema de esferas S centrado en K bien rankeado tal que K+, M = T (fg(M))
para todo K € K y M C L.

Por tltimo, tenemos el operador set contraction, que lo identificaremos con un operador
versatile. Concretamente, con el operador basado en un fully doubtful basic world moderated
revision: “fully doubtful” pues p(B, A°) = B°N A y “basic world moderated revision” porque
o es normal y semantically successful.

Corolario 7.4.14. Sea £ = (L, V) una légica CPL y sea ® : K x P(L) — P(L). Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. El operador ® satisface (PMx1), (M®1), (M—2), (SM—3) y (SM—4).

2. FEziste una funcion world-selection V-compliant, C-normal y C-semantically successful
tal que K@ M = KNT(a(| K|, || M||€)) para todo K € K y M C L.

3. Eziste una funcidon de seleccion v tal que K —s M = (K |, M) para todo K € K y
M CL.

4. © satisface (M—1), (M—2) y (SM—3)~(SM—6).

Recordemos que una de las ideas detrés de definir el operador set contraction era poder
tener los Teoremas 2.6.13 y 2.6.15 de Identidades de Levi y Harper. Estos resultados ahora
se deducen de forma directa al trabajar con las funciones world-selection. Mas atin, ahora
podemos analizar un poco mas en detalle qué es lo que sucede.

En general, vimos que dado M € K no es posible identificar un N € K tal que
||M]|¢ = ||N]. Esto sucede porque ||[M]|° € O(V), por lo que la tnica excepciéon a estos
casos es cuando |[|[M]| € CO(V). En este caso, si es posible identificar un “operador negacion”
para las teorias que se asocie al operador complemento de P(V), que lo definiremos como
- M = T(||M]|°) en Ky, el conjunto de teorias complementadas de la Definicion 7.1.4 que
esta en biyeccion con CO(V). En general, es en este contexto en donde es posible tener
Identidades de Levi y Harper.

Corolario 7.4.15. Sea L = (L,V) una ldgica tarskiana. Consideramos * un operador
basado en x,, un elementary world revision y — un operador basado en —, un operador
elementary world contraction, tales que %, y — se construyen con la misma funcion
world-selection . Entonces para todo K € KK y M € K¢, notando =M = T (| M||°):

Identidad de Levi: K« M = (K — M)+ M.
Identidad de Harper: K — M = (K «-M)NK;

Demostracion en la pdgina 142, ol final del capitulo.

Utilizar elementos de Ky en la segunda coordenada también permite definir operadores
elementary dual versatile, puesto que son aquellos que se construyen a partir de un operador
elementary versatile donde en su segunda coordenada se aplica una negaciéon. Mas aun,
si V es topological, no es necesario pedir que V sea decomposable para tener operadores
contraction clésicos.

Lema 7.4.16. Sea L = (L, V) una logica tarskiana tal que V es topological. Si K € K y
M € Ky entonces M~ (K) # 0.
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Demostracion en la pdgina 142, ol final del capitulo.

Por otro lado, cuando trabajamos en una logica CPL, el Teorema de Representacion de
Stone de Algebras de Boole en [37] afirma que todo elemento de K puede representarse
con una tnica formula. Es decir Ky = {Cn(v)}yer. En particular, si M = Cn(u) entonces
-M = Cn(—p). Por lo tanto, trabajar con operadores cuya segunda coordenada son
elementos de Ky coincide con hacerlo con los operadores AGM clasicos.

Proposicion 7.4.17. Sean £ = (L, V) una légica CPL y * : K x L. — P(LL) un operador
de cambio. Entonces x satisface (AGMx1) y (AGMx5) si y sélo si existe un operador de
cambio © : K x Ky — K tal que K * p= K © Cn(u) para todo K € K y p € L.

Demostracion en la pdgina 143, ol final del capitulo.

Asi, lo presentado en la seccion anterior también resulta ser una extension de los
operadores AGM clasicos. Pero trabajar con conjuntos distintos para cada parametro no
resulta compatible con los operadores versatile, excepto si p es polar. En ese caso, los
operadores versatile mas generales definibles en el marco conceptual clasico son los basados
en world filtered revision.

Si se quisiera forzar a trabajar con operadores versatile y preservar la negacién, la
tinica opcion que tenemos para poder reproducir la teoria es el caso en que C(V) = P(V).
Esto automaticamente afirma que V es topological y complete, ya que los conjuntos de
un elemento de V son cerrados y la uniéon arbitraria de cerrados es cerrada, pues todos
los conjuntos son cerrados. En particular, vale que C'(V) = O(V) = CO(V), por lo que
CU||K||°) = || K||°. De esta manera, podemos afirmar que cualquier operador definido y
construido en este tipo de logicas puede representarse en P(V) y viceversa.

Proposicion 7.4.18. Sea £ = (L, V) una ldgica tarskiana tal que C(V) = P(V), entonces
V es topological y complete, todo operador e : K x K — K estd basado en mundos y
(P(V),N,U,°) es isomorfo a (IC,4,N, ).

Demostracion en la pdgina 143, ol final del capitulo.

Este es el caso al considerar una logica CPL finita, como en los trabajos [23], [24] de
Katsuno y Mendelzon de la Secciéon 2.4 y de Promotion [36] de la Seccion 2.5. Cuando el
conjunto de valuaciones V que caracteriza a una logica es finito, genera que C'(V) = P(V),
por lo que cada conjunto de P(V) esté asociado a una teoria distinta. Ademas, podemos usar
que toda teoria puede representarse con una férmula de IL. Por lo que, en este caso, estos
operadores pueden pensarse sobre L, siempre que se satisfaga el principio de extensionalidad.

Corolario 7.4.19. Sea o : L x L — IL un operador de una ldgica CPL finita. Entonces e
satisface el postulado de extensionalidad (KMx4) si y sdlo si @ es un operador de cambio
de teorias de CPL basado en mundos.

En particular, tenemos que los operadores complemento, unién e interseccién de con-
juntos de P(V) se identifican con los conectores =, V y A respectivamente. En conclusion,
toda la teoria de operadores world versatile, desde los potulados hasta las construcciones,
se puede traducir al marco conceptual considerado por Katsuno y Mendelzon y en toda
logica que satisfaga que C'(V) = P(V).

De esta manera, vimos que los marcos conceptuales y los operadores del Capitulo 2
pueden interpretarse como casos particulares del marco conceptual de mundos cuando se lo
aplica a diferentes logicas o bien restringiendo alguno de sus parametros.
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7.5 Resumen del Capitulo 7

Asi como el Capitulo 6 fue la sintesis de las ideas predecesoras, el Capitulo 7 es la con-
cretizacion de estas ideas. Pero para materializar el marco conceptual de mundos en los
diferentes marcos conceptuales de logicas, debiamos primero construir conexiones entre
ambos. Inspirados inicialmente por Grove [17] y Flouris et al [8], y luego por Lindstrom [28]
y la reduccion de Suszko [3], [38], realizamos conexiones esenciales en cualquier logica
tarskiana. Dado un par £ = (L., V), donde L es un lenguaje y ¥ C {0, 1}*, definimos:

|-II: P(L) — POV) T: PV) — PL)
M — {veV|M o ({1})} A — QAv_l({l})

Estas dos funciones, ademés de reconstruir la nocién clasica de logicas tarskianas via
Cn(-) =T(|| - ||), se encargan de transcribir a conjuntos de LL cerrados por consecuencias,
i.e. teorias, lo desarrollado en el marco conceptual de mundos, estando V en el rol de 7.
Recordemos que en el Capitulo 3 consideramos a Z como un conjunto de indices, a la
espera de ser etiquetados, por lo que concretizar el marco conceptual de mundos implica
inevitablemente identificar Z con, en este caso, V.

Identificaciones entre Conjuntos y Operadores (caso tarskiano)

Pertenecientes a P (L) Pertenecientes a P(V)
Consecuencia de £ Clausura de V
Cn(-) =Tl 1D CI() = [T
Teorias de £ Cerrados de V
K={KCL|K=Cn(K)} CV)={ACV|A=CI(A)}
Expansion sobre K Interseccion sobre C(V)
K+ M=Cn(KUM) ANB
Interseccion sobre K Unién Cerrada sobre C'(V)
KnM Cl(AU B)
Conjuntos Maximales Conjuntos Cerrados
Consistentes de £ Unitarios de V
M={T e C\L|T+{a}=L siagT} {veV|Cl(v) = {v}}
Teorias Complementadas de £ Clopens de V
Ki={K e K|K+T(|K[) =1L} COWV)={ACV|A A e C(V)}

Cuadro 7.1: Las funciones || - || y 7 definen biyecciones entre subconjuntos de P (L)
y P(V), y permiten definir algunnos operadores elementales a un lado y al otro.

A pesar de que || - || y 7 no son biyectivas, si definen biyecciones entre dos subconjuntos
de P(L) y P(V): K, el conjunto de teorias de L, y C(V), el conjunto de cerrados de V. Es
decir, si nos restringimos tnicamente a estos casos, se refuerza la conexion. En la Tabla 7.1
se presentan ademads otras biyecciones entre subconjuntos de K y C(V) de interés. También
vemos que, restringiendo a K y C'(V), la interseccion de un lado se la puede presentar como
la unién cerrada del otro lado. En el caso de que se trate de uniones de teorias cerradas por
Cn, lo identificamos como el operador Expansion. Pero en el caso de C(V), debemos evitar
trabajar con CI pues no aparece en los postulados que definen a los operadores en mundos.
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Inspirados en Flouris et al.|8], identificamos qué logicas pueden “mejorar” esta conexion
entre I y C(V), a partir de identificar y caracterizar propiedades para V (o bien de C1):

e Si Cl(A)UCI(B) = CIl(AU B) entonces la interseccion de teorias se la puede presentar
como unién de conjuntos cerrados;

e Si Cl({v}) = {v} para todo v € V entonces tenemos una biyeccion entre V y M.

La capacidad de representar en una logica L a los operadores Ny U de C(V) y que cada
elemento de V pueda verse como uno de C(V) hace que la biyeccion entre C(V) y K sea
mucho més que eso, pues ahora se preserva también parte de la estructura algebraica de C'(V).
Esto hace que la transcripcion de los postulados de mundos a légicas resulte sistemética.
Sin embargo, la definicién via postulados no alcanza si no tenemos una construccion que
satisfaga tales postulados. El Corolario 7.3.5 afirma que es posible construir operadores
revision, contraction y versatile utilizando funciones world-selection, tales que, al aplicarles
|| - || obtenemos respectivamente los operadores elementary world revision, contraction y
versatile desarrollados en el marco conceptual de mundos (restringido a C(V)):

K—-M=K0TE(K|, M)  KxM=(K+M)nT(e(K][M]))

KoM= (K+M)0T(e(K[[M[) 0T (M, [ K])

Al tener estas construcciones, la intuiciéon indica que es posible replicar incluso operadores
como world shielded contraction (Teorema 7.3.10) y world update (Teorema 7.3.11).

Pero nuestro objetivo era el de poder comprobar que la diversidad de marcos conceptuales
presentados en el Capitulo 2 pueden interpretarse en un tnico marco conceptual. En este
sentido, vimos que los operadores de cambio clésicos que satisfagan los principios de
extensionalidad pueden ser presentados como operadores de cambio sobre teorias. Luego
vimos que es posible caracterizar a las funciones world-selection mediante sus posibles
valores, de la misma manera en que Flouris et al. [8] caracterizaron a sus operadores
contraction. Ademés, cuando V es topological y complete, la seleccion de conjuntos de
choice remainders y package opening no sélo tiene sentido y se satisface la biyeccién de
Grove [17], sino que son capturados por el comportamiento de las funciones world-selection:

(K K L M) = [T (e([E] [MIDI] = Lo (L&, [[M])

I K Ly M| = [[K 0T (o (| K], [ M) = [T U o (A, | M1])

Por lo que los operadores de cambio multiple clasicos, a excepciéon de package contraction,
quedaron comprendidos dentro de nuestro marco conceptual.

Nos queda ahora ver los casos en donde se permite trabajar con negaciones. En general,
dada una teoria no existe otra que se comporte como su negacién en términos clasicos.
Esto se corresponderia con el comportamiento del operador complemento en C(V). De
ahi surge la necesidad de trabajar con el CO(V), puesto que si M € K, entonces existe
N € K tal que ||[M]|° = ||N||. Si nos restringimos a trabajar con logicas CPL, sabemos
por el Teorema de Representacion de Stone de Algebras de Boole [37] que todo elemento
de Ky puede representarse con una tnica formula. Es decir K¢ = {Cn(1) }yer. Luego, si
M = Cn(%) tenemos que N = C'n(—). Por lo tanto, restringir a Ky el segundo parametro
de un operador revision o contraction en el contexto de multiple presentado arriba, nos da
el marco conceptual AGM clasico.

Otra alternativa seria trabajar con logicas donde C(V) = CO(V), que redundaria en
que valga que C'(V) = P(V). En este contexto resulta inmediata la transcripcion tanto de
los postulados como de las construcciones hechas en mundos, pues todo queda reflejado
en C(V). Viéndolo en CPL, nuevamente por el Teorema de Representacion de Stone de
Algebras de Boole, se trata del marco conceptual de Katsuno y Mendelzon.

De esta manera, cumplimos el otro de los objetivos de esta tesis: ver que los marcos
conceptuales clasicos, finitos y multiples pueden cubrirse con el marco conceptual de mundos
al asociarle su logica determinada.
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Demostraciones de los Resultados del Capitulo 7

Demostracion de Teorema 7.1.2. Veamos que ||-|| y 7 son una conexiéon de Galois antitona:

AC|M| siysolosi M Co 1({1}) para todo v € A
siysolosi M C () v 1({1}) =T (A)
vEA

Ahora continuamos con el listado de propiedades:

1.

10.

Si M C Nywve |N| entonces N C v~ 1({1}). Luego M C v~1({1}), es decir v € ||M|.
Por lo tanto, |N| C || M]||.

SiAC Bywe A, entonces T(B) C v~ ({1}). Como vale para cualquier v € A, entonces
vale para su interseccion. Luego T(B) C T (A).

Como Cn(M) =T(||M|))= [ v '({1}), sabemos por definicién que M C Cn(M).
el M]|

Aplicando el primer item, resulta que ||[Cn(M)|| C ||M]||. Por otro lado, de la definicién

de Cn(M) se deduce que si v € ||[M]|, entonces Cn(M) C v~ *({1}). Por lo tanto,

|M]|| C [|[Cn(M)]|| y se concluye que |[M]| = ||Cn(M)||. Por altimo, de las definiciones

de Cn y Cl es inmediato que ||Cn(M)|| = Cl(||M]|).

Si v € A entonces T(A) C v=({1}). Por el primer item, ||[v=1({1})|| € CI(A). Como
v 1({1}) C v({1}), se tiene que v € [lv~1({1})], por lo que v € CI(A). Luego
tenemos que A C CI(A). Al aplicar el segundo item, 7 (CI(A)) C T(A). Como vale que
T(Cl(A)) = Cn(T(A)), y vimos que T(A) C Cn(T(A)), obtenemos la igualdad.

ve|lJX] siysolosi X Co t({1}) siysolosi M C v~ 1({1}) para todo M € X si
ysdlosive () ||M].
Mex

Sive |J ||M] entonces existe M, € X tal que v € ||M,]|. Luego N X C v t({1}),y
MeX
esta consecuencia equivale a que v € || X||.

N7W= 0 (Net@an)= 0 e =Tus),
AeS AeS \veA vel S
Si v €[S entonces T(A) C v=1({1}) para todo A € S. Luego |J T(A) C v~ 1({1}).

AeS
Como esto vale para todo v € (.5, resulta que |J T(A) C T(()S) por definicién de 7.
AeS

Si 0 € A, notar que T (A) = ). Como toda preimagen de una valuacion contiene al vacio,
resulta que Cl(A) = V.

Como 17}({1}) = L, si 1 € V entonces cualquier subconjunto de L lo tendra como
mundo posible. En particular, 1 € ||[T(A)||. Ademas, si A = (), entonces T (0)) = L, por
lo que la tnica funcion que lo contiene es 1. Luego, C1()) = {1}.

O

Demostracion de Proposicion 7.1.5.

1.

Por monotonia, Cn(M N N) C Cn(M)y Cn(M NN) C Cn(N), de lo que se deduce
la inclusiéon. Por el postulado de inclusion, si M, N € K vale la igualdad. Por lo
tanto M NN = Cn(M N N), es decir M NN € K. Consideremos ahora (| X donde
X C K. Notar que las propiedades usadas se mantienen por més que sea una interseccion

arbitraria, pues Cn([X) C Cn(M) paratodo M € X y( X = ) Cn(M).
MeXx
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2. La demostraciéon con Cl es idéntica a la anterior.

3. Aplicando || - || tenemos que ||[Cn(M UN)|| = ||[M UN|| = [|M]| N ||N||. Mientras que
|Cr(Cr(M) U Cr(N))| = [Cr(M) U Cn(N)| = [Cr(M)|| N |Cn(N)I| = [M]| 1 | N])
Por lo tanto, los conjuntos de mundos son iguales, que al aplicarle T resulta en que
Cn(Cn(M)UCn(N)) =Cn(M UN).

4. Aplicando T tenemos que 7 (CI(AUB)) =T(AUB) = T(A)NT(B). Mientras que
T(CUCI(A)UCI(B))) = T(CI(A)UCI(B)) =T (CL(A))NT(CI(B)) = T(A)NT (B). Por
lo tanto, las teorias son iguales, que al aplicarle || - || resulta en que C1(CI(A)UCI(B)) =
Cl(AU B).

5. Recordemos que T(A) = T(Cl(A)) = Cn(T(A)) para cualquier A C V, y | M| =
|ICn(M)|| = CI(||M||) para cualquier M C L. Esto significa que las funciones Im(||-]|) =
C(V)y Im(T) = K, es decir, son sobreyectivas. Ademas:

e Si A, Be C(V) tal que T(A) = T(B), al aplicar || - ||, tenemos que Ci(A) = Cl(B),
es decir A = B.

e Si M, N € K tal que | M|| = ||N||, al aplicar T, tenemos que Cn(M) = Cn(N), es
decir M = N.

Por altimo, sabemos que Cn y CI restringidas a K y C(V) son las funciones identidad
de los conjuntos.

6. De la biyeccion anterior, se deduce que si [|[M|| = || N|| entonces Cn(M) = Cn(N). Por
lo que la propiedad se deduce por contrarreciproco.

7. Para ver la biyeccion entre My y {v € V|Cl(v) = {v}}, solo hay que restringir la
biyeccién del item anterior a estos conjuntos. Es decir, si T € M entonces existe
{v} = Cl(v) tal que ||T|| = {v}, y si {v} = Cl(v) existe T € M, tal que T ({v} =T.
Sea T € Mg, por definicion ||T|| # 0. Tomemos v € ||T|, es decir, T C v~ '{1}.
Si la inclusion es estricta, existe a € T tal que a € v~1{1}. Tenemos entonces que
T U {a} C v~ H{1}. Aplicando || - || resulta que CI({v}) C ||T U {a}|| = |L||. Luego
Cl({v}) = 0, una contradiccion, pues v € CI({v}). Por lo tanto, T' = v~1{1}. Como
consideramos un v € ||T'|| arbitrario, significa que todos las valuaciones de ||T]| lo
satisfacen, entonces ||T']| = {v} y Cl(v) = {v}.

Dado v € V, notemos que T ({v} = v~1{1} y, por lo tanto, v={1} € K. Luego, si
Cl(v) = {v}}, significa que no existe v’ # v tal que v=1{1} C v'~1{1}. Supongamos que
T({v} & M, entonces existe o € T ({v}) tal que Cn(T ({v}) U ) # L. Tomamos || - ||

vy nos queda que:
O ANC(T{vH U] = ITHeh) Ual = {v} N el =0
. Llegando a una contradiccion. Luego T ({v} € M.

8. Si K € Ky entonces |[|[Cn(KUT (|| K||°)| = 0y por las propiedades del Teorema 7.1.2 esto
significa que ||K|| N CI(||K||¢) = 0. Luego, CI(||K||€) = || K|, es decir ||K|| € CO(V).

Supongamos ahora que A € CO(V), entonces:
D =ANA°=Cl(A) NCIA) = |[T(A)UTAY)|
Por las propiedades del Teorema 7.1.2 tenemos que Cn (7 (A) U T (A¢)) =L, es decir,

T(A) S /Cf.
O
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Demostracion de Observacion 7.1.7. Queremos ver que CI(A) U CIl(B) = CI(AU B). De
las propiedades de Cl se deduce que CI(A) U Cl(B) C CI(A U B). Tomemos entonces
v & Cl(A)UCI(B) y veamos que v € Cl(AU B) para probar la otra inclusion.

Como v ¢ CI(A) U CIl(B), tenemos que T(A) € T, y T(B) € T,. Es decir, existe
a€T(A)y peT(B) tal que a, 5 ¢ T,. Por hipotesis, tenemos que « V 5 & Ty, es decir,
v & ||V B]|. Por otro lado, via la definiciéon de la conexion de Galois, tenemos que A C ||«f|
y B C ||B||. Nuevamente por hipétesis, deducimos entonces que AU B C |ja V ||. Como
oV Bl € C(V), tenemos que CI(AU B) C |a V B]|. Dado que v € ||aV ]|, se deduce que
v ¢ Cl(AU B). Concluimos entonces que CI(AU B) C CI(A) UCI(B), por lo tanto, vale la
igualdad. O

Demostracion de Teorema 7.1.9.

1. Sabemos que v’ € Cl(v) siy solo si v~ ({—1}) € v'71({~1}) por la conexién de Galois.
Si V es complete, de lo anterior se deduce que si v' € Cl(v) entonces v = v, por lo
que {v} = Cl(v). Si suponemos que {v} = Cl(v) para todo v € V, tenemos que si
v ({~1}) C v ({—1}) entonces v = v'. Luego V es complete.

Si V es complete, entonces {v} = Cl({v}). Luego, para cada B # V existe v ¢ B tal
que BN Cl({v}) = BN{w} = 0. Es decir, V es detachable.

Si suponemos ademas que 0 € V, como v~ ({—1}) C 0'~1({—1}) para todo v € {0, 1}*,
s6lo puede pasar que {0} =V para que V sea complete. Por lo que las tinicas teorias
véalidas son las asociadas a los conjuntos () y {0}, es decir L y () respectivamente.

2. Si M, N € I, aplicando las propiedades vistas en el Teorema 7.1.2, tenemos que:
CU[MI VN = T AMIUINIDIE = [T UMD A TAMIDI = 1M AN

Por lo que si CI(AU B) = Cl(A) U Cl(B) para cualquier A, B C V, entonces resulta
que [[M NN| = CI(|M|[U|IN) = Ci([[M]]) U CI(INT]) = [[M][ U[|N]|. Por otro lado,
si A, B C V, aplicando las propiedades vistas en el Teorema 7.1.2, tenemos que:

Cl(AUB) = [[T(AUB)|| = T(A) N T(B)|

Si vale que ||M N N| = ||M]| U||N| para cualquier M, N € K, usando que T (A) y
T(B) € K, entonces:

ClAUB) = [T(A)NTB)| = TAIUIT(B)| = Cl(A) U CIL(B)

De esto ultimo se tiene que si A, B € C(V) entonces AUB = Cl(A)UCI(B) = CI(AUB),
es decir AU B € C(V). Luego C(V) es cerrado por uniones finitas.

3. Sean K € Ky X C K tal que Cn(0) # Cn(X). Si Cn(X) = Cn(K) podemos

tomar como Z = () y tenemos que Cn(X U Z) = Cn(K). Por lo que supongamos que
Cn(X) # Cn(K) y notemos como A = ||K|| y B = || X|| = ||Cn(X)||. Por la inclusion,
sabemos que A = ||K|| C || X]|| = B # V. Si V es decomposable, se deduce que existe
v & B tal que BNCI(AU{v}) = CI(A) = A. Tomamos entonces Z = T (AU{v}), que
sabemos que Cn(Z) = Z C K pues equivale a que A = ||K|| € || Z]| = Cl(AU{v}) ¥y
v &g A Ademas, | XUZ|| = || X||N||Z|| = BNCI(AU{v}) = A, por lo que aplicando T
resulta que Cn(X U Z) = K. Es decir, £ es decomposable.
Sean ahora B € C(V) y A C B tal que B # V, y consideramos K =T (A) y X = T(B).
Por la inclusién, tenemos que X C K. Si L es decomposable, sabemos que existe Z C L
tal que Cn(Z) € Ky Cn(X U Z) = Cn(K) = K. Si tomamos C = ||Z|| € C(V),
tenemos que CI(A) € C. Seav € C, v & Cl(A). Como C € C(V) tenemos que
Cl(A) C Cl(AU{v}) C C. Por lo tanto:

Cl(A) c BNCl(Au{v}) € BNC = X[ n]Z] = [X U Z]| = [[K| = CI(A)
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Luego, Cl(A) = BNCI(AU{v}). Ademés, v ¢ B, de lo contrario la igualdad implicaria

que v € CI(A), una contradicciéon. Se concluye entonces que V es decomposable.

En el caso de que V sea decomposable, se tiene entonces que es detachable. Basta con
considerar el caso A = () para cualquier B # V.

4. Sabiendo que V es topological y detachable, veamos que es decomposable. Sean A,
B e C(V) tal que A C B # V. Como B # V, existe v ¢ B tal que Cl({v})NB =0
por ser V detachable. Como V es topological, esta v sirve para cualquier A C B, pues
Cl(AU{w}) = AUCI({w}) € C(V). Luego V es decomposable.

O

Demostracion de Teorema 7.2.4.

1. Como T(A) € K, tomemos un operador elementary world revision #/, cualquiera y
consideremos:

A |T(A)«T(B)|| SiA,BeC(Z)
*y B = , .
Axl, B caso contrario

Entonces, si A, B € C(Z):

e Ax, BC|T(B)|| =Cl(B)= B por (PMx4).
e ANB=|TAI|N|T(B)|=ITA) +T(B)| €A, B por (PMx2).

Por lo tanto, *,, satisface (Wx1) y (W=x2), es decir, es un operador elementary world
revision. Ademés, por definiciéon de #,, tenemos que | K * M| = ||K|| % ||M]], por lo
que * esta basada en x,,.

Supongamos ahora que * esta basado en *,, un operador elementary world revision. Por
la conexion de Galois y el postulado (Wx1) nos queda que T (||M]]) C T (|| K|| *w || M]]).
Usando que || K| #y ||M]| = [|[K * M| y que M, K * M € K podemos deducir que *
satisface (PM=x4). De la misma manera, el postulado (W%2) via la conexion de Galois
afirma que T (|| K|| * [|M]|]) € T(||K|| N ||M]]). Usando que * esta basado en x,, y que
exp esta basado en N, resulta que T (||K * M||) C T(||K + M]||). Luego K* M C K + M,
pues ambos pertenecen a K. Concluimos entonces que * satisface (PM=x2).

2. Con la misma idea de la demostracién anterior, tomemos un operador elementary world
contraction —/ cualquiera y consideremos:

A—wB—{ IT(A) —~ T(B)| Si A BeC(T)

A-! B caso contrario
Entonces, si A, B € C(Z):

o« A=CI(4) = [T € | T(A) - T(B)| = A~y B por (M-2).
e (A—yB)NB = |(T(4)~ T(B) + T(B)| € |T(A)] = CU(A) = A por (M-4).

Por lo tanto, —,, satisface (W—1) y (W—2), es decir, es un operador elementary world
contraction. Ademés, por definicion de —,, tenemos que |K — M|| = | K|| — || M]], por
lo que — esta basada en —,.

Supongamos ahora que — esta basado en —,, un operador elementary world contraction.
Por la conexion de Galois y (W—1) nos queda que 7 (|| K| — || M]]) € T (|| K]|). Usando
que |K| — [|M]| = ||K — M|| y que K, K — M € K podemos deducir que — satisface
(M—2). De la misma manera, el postulado (W—2) via la conexion de Galois afirma que
TUK]) € T(||K] —w |M]|) N [|M]]). Usando que — esta basado en —,, y que + esta
basado en N, resulta que 7 (|| K||) € T(||(K — M) + M]||). Luego K C (K — M) + M,
pues ambos pertenecen a K. Concluimos entonces que — satisface (M—4).

O
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Demostracion de Teorema 7.2.5.

De postulados a construcciéon por operadores revision: Inspirados en el Teorema
6.1.4, consideramos:

K«M=(KoM)+M y K«¥M=MoK)+M

Por construccion, ambos operadores satisfacen (PM=x4), y como (K + M) + M =
K + M, también que cumplen (PM=x2). Luego, son operadores elementary package
revision. Veamos que vale la igualdad del enunciado, utilizando que V es topological:

(K«M)N(M+K) = (KoM)+M)Nn({(KoeM)+K)
= T(I(Ke@M)uM[)nT(|(KeM)uKl])
T(I(5 @ M) U M| U (K ® M) U K|

(
= T((K e M[n[M[)u (K eM|n[K]))
= T(K e M| n(&]u]M]))
= T(|K e M| n]KnM)
= T((KeM)u(KnM))
= T(IK @ M)
= KoM

El paso en que afirmamos que ||K|| U ||M]| = || N M| es en donde se us6 que V es
topological.

De construccion por operadores revision a basado en mundos: Sean ahora o y p
las funciones world-selection asociadas a * y ' respectivamente y definimos:

Ay B=(ANB)Udo(A,B°) Up(B, A°)

Entonces ||K|| ©y || M| = (| K|| *w || M]]) U (]| M]] ., | K||) por construccion. Usando
que V es topological, tenemos que:

K| @u [M| = | K+ M| UM« K|| = (K *M)N (M« K)|| = [|KoM|
Por lo que ® esta basada en ©y,.

De basado en mundos a postulados: Sea ©,, el operador elementary world versatile
en el que se basa ®. Por (W®1), V topological y la conexion de Galois, tenemos que:

KM =T(IK| U IM]) € T(K] @0 [M]) = K © M
Anélogamente, via (Wx2) y la conexion de Galois, resulta que:
KoM=T(|K| o |[M]) CT(K|N[M]) =K+ M

Luego, © satisface (M®1) y (PMx2).
O

Demostracion de Teorema 7.3.1. Como ||K|| @y || M| = |[K@ M|y || K| ® [|M] = || K ®
M]|, se deduce que si A, B € C(V) entonces Cl(A®,B) = A®,By Cl(Ac!,B°) = Ac.,B°,
siendo A ®,, B = A ®!, B°. Ademaés, la interseccion de cerrados es cerrada, por lo que si a
A®y By A®l, B selos interseca por A 6 B, el resultado sera también cerrado. Luego:

e (Ao, B)NB=(ANDB)Uo(A,B¢) € C(V);

e (Aoy B)NA=(ANB)Up(B,A%) e C(V);

e (A, B )YNA=(ANB)Up (B A°) e C(V);
(

e (A, B )N B =p/(B A%) € C(V).
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Los operadores ©,, y ®,, se construyen a partir de uniones, por lo que aplicando las
propiedades de C del Corolario 7.1.3 y la Proposicién 7.1.5 tenemos que:

Cl(o(A,BY))UCIl(p(B,A°)) C A©,B
Cl(o’(A,B)) UCI(p'(B%, A%)) C A®@, B
Por otro lado, del Teorema 6.1.4, sabemos que:
e (A®, B)NA®=0(A, B%);
o

A ®, B)N B¢ = p(B, A°);

(
(
(Aw®., B )N A° =d'(A, B);
(

e (A®,, B°)N B = p/(B*, A°).
Combinando todo, resulta que:
[ ]

Cl(o(A, B®)) U Cl(p(B, A%))) N A° C o(A, BY):;
)

(Cl(a( (
o (Cl(c(A, B%))UCl(p(B, A°)
o (Cl(o'(4,

(Cl(d'(4A,

De estas inclusiones se deduce que:

)
)N B¢ C p(B, A°);
)
)

)
)

B))UCl(p'(B¢, A°))) N A° C 0'(A, B) ;
Cl B)) U CI(p/ (B¢, A%))) N B C p/ (B, A°).

e Cl(c(A, B%))N A° C (A, B°);
e Cl(p(B, A) N B¢ C p(B, A°);
e Cl(0'(A,B)) N A° C o'(A, B);
(

o Cl(p/(B°,A°)) N B C p/(B°, A°).

La otra inclusiéon se deduce de forma directa por la definicion de world-selection y la
monotonia de CI. O

Demostracion de Corolario 7.3.2. Del Teorema 7.3.1 sabemos que si ©,, es cerrado, enton-
ces 0(A, B¢) = Cl(o(A, B¢)) N Ay p(B, A°) = Cl(p(B, A°)) N B¢ para todo A, B € C(V).

Supongamos ahora que o(A, B¢) = Cl(c(A, B¢)) N Ay p(B, A°) = Cl(p(B, A°)) N A
para todo A, B € C(V). Usando que V topological tenemos que:

AU (A, BY) = AU (Cl(o(A, BY)) N A°) = AU Cl(a(A, BY)) € C(V)

Luego, intersecando por B tenemos que A B = (ANB)Uao (A, B€) € C(V). Analogamente,
BU p(B, A°) € C(V), que al intersecar por A se obtiene B xk, A.

Por tltimo, del Teorema 6.1.4 sabemos que A ®,, B = (A %9, B) U (B x4, A). Por lo que,
si ambos conjuntos son cerrados, entonces A ©,, B también por ser V topological. O

Demostracion de Corolario 7.3.3. Del Teorema 6.2.7 podemos ver a —,, como un operador
world dual versatile. Del Teorema 7.3.1 sabemos que si —,, es cerrado, entonces o(A, B) =
Cl(o(A, B)) N A€ para todo A, B € C(V).

Supongamos ahora que o(A, B¢) = Cl(o(A, B¢)) N A€ para todo A, B € C(V). Usando
que V topological tenemos que:

AUo(A,B) = AU (Cl(o(A, B)) N A°) = AU Cl(o(A, B)) € C(V)

Luego, A —, B=AUdc(A,B) € C(V). O
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Demostracion de Corolario 7.3.5. Por los Teoremas 7.2.4 y 7.2.5 sabemos que tener los
operadores definidos via postulados equivale a que son basados en mundos. Es decir, equivale
a que existen operadores ©,, elementary world versatile, *,, elementary world revision y
—w elementary world contraction tales que:

1K = M| = K[| —w [|M] [+ M| = [|K[[ 5 |M] - [K @ M| = [|K]| @ [[M]|

De las construcciones de estos operadores world se deduce la existencia de las respectivas
funciones world-selection V-compliant. Es en este contexto que usamos que V es topological.

Por 1ltimo, la equivalencia viene dada por la conexién de Galois y la propiedad de T
que transforma uniones arbitrarias en intersecciones:

K-M = T(IK[ —w||M])
T(IK| Vo ((lK]], [ M]])
= KnT(e(K][[M]))

KM = T(K| *w[[M])
= TWUKE[ M) Ua(E],[M])
= (K+M)0T(o(lK]], [1M])

KoM = T(|K| @y [M])
= T(CUE| 5, [[M]]) U CL(| M|+ K1)
= (K4 M)NT (K], M) N (K + M) O T (p((|M]], [|K£])
= (K+M)NT(o([K] 1) T (p([[M]], [1K£]1)

O

Demostracion de Teorema 7.3.6. Sea o una funcién V-compliant. Por definicién, si tenemos
que A € C(V) y B CV entonces 0(A, B) = Cl(c(A,B)) N A°. Por definicién de world
selection, o(A, B) C B°N A°, y al ser V topological se tiene que:

o(A, B)U A = Cl(0(A, B)) U A = Cl(o(A, B) U A)

Es decir, 0(A, B)U A € C(V). Luego, (A, B) € X4 p).-

Sea ahora S € ¥4 p). Entonces SUA € C(V) y S C A°N B Como V es topological,
SUA=CIl(SUA)=CI(S)U A. Luego, al intersecar por A, se tiene que S = CI(S5) N A°.
Por lo tanto, S puede ser un valor de una funciéon world-selection V-compliant.

Si suponemos ademés que V es complete y AN B¢ # (), tomo v € A°N B¢. Claramente,
{v} C A°N B¢, y como {v} € C(V), se tiene que {v} UA € C(V) por ser V topological. []

Demostracion de Teorema 7.3.8.

1. Si o es D-standard, cuando K + M =L # K tenemos que ||K|| N[ M] =0 # ||K]. Por
lo tanto, o(|| K|, ||M||) = 0. Luego K — M = KNT(0) = KNL = K. Esto significa
que — satisface (CM—9).

Supongamos ahora que — satisface (CM—9) y consideremos A, B € C(V) tal que
ANB=0# A. Luego, T(A)+ T(B) =L # T(A), por lo que T(A) — T(B) = T(A).
Al pasar a mundos, nos queda que A —,, B = A, confirmando que o(A4, B) = 0.

2. Si 0 es D-normal, entonces cuando M ¢ K tenemos que || K| Z ||M||. Por lo tanto,
o(|| K|, [|M]]) = 0. Luego K — M = KNT(0) = KNL = K. Esto significa que —
satisface (CM—5).

Supongamos ahora que — satisface (CM—5) y consideremos A, B € C(V) tal que
A Z B. Luego, T(A) — T(B) = T(A). Al pasar a mundos, nos queda que A —, B = A,
por lo que confirmamos que o(A, B) = ().
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3. Sean K, M e Ky A, Be C(V) tales que |[K||=Ay |[M|| =By Cn(0) # M C K,
o equivalentemente A C B # V. En este contexto, tenemos que o es D-semantically
successful si y solo si 0(A, B) # (. Recordar que como V es complete existe un conjunto
en Y4 gy no vacio que o(A, B) puede devolver. Esto equivale a que AUo(A,B) £ B
que, escrito en términos de K y M significa que M Z K N T (|| K|, ||M]|) = K — M. Es
decir, equivale a que — satisfaga (CM—6).

4. La demostracion es idéntica al item anterior, s6lo que omitiendo el caso en que K =1 o
bien A = ().

5. Que o sea D-trichotomic quiere decir que para todo A, By C' € C(V) cumple que:

o(A, B)
o(A,BNC) = a(A,C)
o(A,B)Uc(A,C)

Debido a que ANo(A,-) =0 en cualquier caso, lo anterior equivale a que:

AUo(A,B)
AUc(A,BNC) = AUc(A,C)
AUc(A,B)UAUG(A,QC)

En términos del operador —,, asociado a o, es lo mismo que:

A—wB
A—p(BNC) = A=y C
(A—wB)U(A—y C)

Luego, como V es topological y — esta basada en —,,, lo anterior equivale a que:
T(A)—T(B)
T(A) —T(C)
(T(A) = T(B)) N (T(A) - T(C))

T(A) = (T(B)+T(C)) =

Que via la biyeccion entre K y C(V) coincide con renombrar 7(A) =K, T(B)=M y
T(C)= N € K. Por lo tanto, equivale a que — satisfaga (M—11).
O

Demostracion de Teorema 7.3.10. Sabemos por el Teorema 7.2.4 que - satisfaga (M—2)
y (M—4) equivale a que esta basada en un operador elementary world contraction -e-,.
Ademaés, por el Teorema 4.1.2 sabemos que estos operadores -e-,, pueden representarse
como world shielded contraction, es decir existe:

e un operador —,, que satisface (W—-1), (W—-2)y (We3)y

e una relacién < que por el Teorema 4.1.3 podemos construir a partir de -e-,, como
A< B¢siysolosi Ae-B Z B o bien A=)

tal que:
A—-p, B A=<DB°

A B = .
w { A caso contrario

Para concluir la equivalencia, notemos — al operador elementary choice contraction que
satisface (CM—10) basado en —,, y consideramos <¢ una relacion retractable basada en
<. Como -e- estd basada en -e-,, al aplicar T a la expresiéon anterior y considerando A,
B e C(V)donde K = T(K)y M = T(B), nos queda que:

K-M K=<M

KoM= )
e { K caso contrario
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Notar ademés que K <¢ M siy sblo si M € K-e-M o bien K = L.

Respecto a las equivalencias que aparecen enumeradas, las dos primeras son transcrip-
ciones de los postulados de mundos. Por lo que estas equivalencias se deducen de forma
directa a partir de que -e- estd basada en -e-,,. Notar ademéas que tinicamente utilizamos
que V sea topological y complete para la construccién del operador mmultiple shielded
contraction.

Para los ultimos postulados si es necesario utilizar que )V sea complete para poder
tener la biyeccidon entre V y M. Luego, el conjunto C al que se hace referencia en los
postulados (M-e-3) y (M-e-4) se interpreta como el conjunto C' de los postulados (W-e-3)
y (W-e-4). Considerando esta observacion, ahora es posible entender la transcripcion entre
los postulados choice contraction y world contraction. O

Demostracion de Teorema 7.3.11. Supongamos que ¢ estd débilmente basado en ¢, un
operador world update. Si M C K # L, en términos de mundo significa que () # || K| C || M|
por la conexion de Galois. Como ¢, satisface (Wo4), resulta que || K| ¢y [|M] = | K||.
Luego, al aplicar T se obtiene que K o M = K, y por lo tanto, ¢ satisface (¢4). Por otro
lado, como ¢, satisface (WL1), sabemos que:

1K o M|l = CI(|K]| o M) = CU | {0} 0w IM]])
vel K|

Al aplicar T y por la biyeccién entre V y M, pues V es complete, nos queda que:

KoM= ﬂ ToM
KCTeMg

Para la vuelta, tomaremos un operador ¢/, world update arbitrario y construiremos el
siguiente operador ¢,, world update:
U TueT(B)|| SiBeC((V)
Aoy B= veA
Ao, B caso contrario
Los postulados de world update se satisfacen trivialmente cuando B ¢ C(V) por construccion.
Supongamos entonces que B € C'(V). Como T(B) C T, o T (B) por (PMx4), tenemos que
T o T (B)|| = ||T(B)|| = B. Por lo tanto, ¢, satisface (Wx1). De la misma manera, como
o satisface (PM=x2), usando que || T, + T (B)|| = B N {v}, se tiene que AN B C Ao, B.
Luego ¢, satisface (Wx2). Que ¢, satisface (Wo4) se deduce de (¢4). Por altimo, o,
satisface (WL1) por construccion.
Notemos que T (|[K || ow [M|]) = e T (I 7o o M]]), usando la propiedad de 7. Como
T(||Ty o M||) =T, o M y por la biyeccion entre V y My, tenemos que:

T(IK | ow M) = () ToM
KCTeM,
Luego, T (||K|| ow ||M]|) = K © M por (L1). Al aplicar || - ||, nos queda que:
CUIKT ow |M]]) = [[K o M|

Lo que significa que ¢ estd débilmente basado en <. O

Demostracion de Proposicion 7.4.1. Por la idempotencia de C'n y los postulados (PMx8)
y (Mx12) resulta que:

KxM=Cn(K)*xM=Cn(K)*Cn(M)

Por otro lado, el postulado (PMx1) afirma que la imagen del operador esta en K. Por lo
tanto, el operador ® buscado es * restringido a K.

Supongamos ahora que K * M = Cn(K) © Cn(M) para todo K, M C L. Como el
codominio de ® es I, entonces # satisface (PM=x1). Mientra que, por la caracterizacion de ,
si Cn(K) = Cn(K') se tiene que K * M = K’ « M. Lo mismo sucede con Cn(M) = Cn(N
y el hecho de que K x M = K * N. O
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Demostracion de Teorema 7.4.2. Veamos que si S € Xk pp) entonces X = T (|[K[[US) €
(KN M~(K))U{K}, para chequear la buena definicion de Wg 5p). Si S = {), entonces
X=KeK.SiS#0 entonces X e KLy X =T(|K||US) C T(||K]]) = K por la biyeccion
entre K y C(V) y la conexion de Galois. Por lo que solo falta ver que Cn(M U X) = K,
que se puede probar via mundos:

[[MuUX| 1M || X ] Por Teorema 7.1.2

|M|| N CI(]|K||US) Por Definiciones de Cl y X
1M N (|| KJJUS) Por Propiedad de S

= K| Pues |[K| € [|M]| y S C [|M]°

Ademas, aplicando las mismas ideas, también vale que:
ITUE[ VS N]K] = CU][K]US)nIK| = (K] uS)N|K[*=S

Hagamos lo mismo para \D(_[%,M, tomando S = || X||N|| K| con X € (KNM~(K))U{K}.
Si X = K entonces S = () € (K, M vacuamente. Si X C K sabemos que ||K|| C || X]|, por
lo que S # (). Ademés, SU || K|| = | X || U|| K] = || X]| por lo que SU||K]|| € C(V). Por otro
lado, de la definicién de X tenemos que || X U M|| = || K||. Luego, || X | N ||M]| = || K| por
Teorema 7.1.2. Esto implica que || X ||N||K||°N||M]| = 0, es decir, SN||M]|| = 0. Concluimos

entonces que S = || X | N[|K||° € ¥ (g ). Pero ademas, tenemos que:
TR X AE]) = TAX]) = X

Vimos entonces que las funciones estan bien definidas y ambas composiciones dan las
funciones identidad de cada conjunto. Por lo que podemos afirmar que W g pr) es biyectiva.
O

Demostracion de Lema 7.4.4. 1. Usando que V es topological, sabemos que:
KN (T U{a}h)| = K[ U[ITU{a}] = K[ U[L] = K]

Aplicando T tenemos que K = Cn(K) = Cn(K N (T U {a})), que se puede reescribir
como Cn((KNT)U{a}).

2. Supongamos que K NT" C K NT, entonces existe « € KNT tal que a ¢ KNT'. En
particular, « € K y € T"'. Por el item anterior, K = Cn((KNT")U{a}) C KNT CT.
Por lo tanto K C T, una contradiccion.

3. SSKNT = KNT entonces a € T si y s6lo si a € T' para todo a € K. Luego, si
T # T’ entonces existe a € K tal que « € T 'y a € T'. Ahora comparamos usando que
V es topological:

Cn((KNT)U{a}) = Cn((KU{a})n(TU{a}))
= T(IKU{a}|U|TU{a}|)
= T(KU{a})NT(IT U {eal)

— (K+a)NnL = K+a
Cn((KNT)U{a}) = COn((KU{a})n (T U{a}))
= TKU{a}U[T']) = (K+a)nT’
Luego K C K +a=(K+a)NT' C T, concluyendo que K C T’, una contradiccion.

O

Demostracion de Lemma 7.4.5. Sea A € max(Y'). Como Z C Y, significa que B < A para
todo B € Z. Ademas, max(Y) C Z. En particular, A € Z. Luego A € max(Z). Concluimos
entonces que max(Y) C max(Z) y también tenemos que () # max(Z7).

Sea B € max(Z). Como max(Y) C Z, significa que A < B para todo A € max(Y).
Ademaés, max(Z) € Z C Y. En particular, B € Y. Luego B € max(Y). Concluimos
entonces que max(Z) C max(Y).

Por la doble inclusion max(Y) = max(Z).

La prueba para min es analoga. O

139



Demostraciones del Capitulo 7 Cambio Multiple sobre Teorias

Demostracion de Teorema 7.4.6. Supongamos que K L .M # (). Por definicion,
Kl M=max({X|XCK,MZCn(X)})
Veamos que es posible aplicar el Lema 7.4.5:

1. KIMC{KNT|T € Mg, M ZT}:

Supongamos que X € K L .M. Por (C3) se deduce que X € K: si X # Cn(X), tomo
X' = Cn(X) y tiene que valer que M C Cn(X') = Cn(X), lo que nos lleva a una
contradiccion. Sabemos entonces que M ¢ X, entonces || X|| € || M]|, por lo que existe
v € || X] tal que v & ||[M]]. Como V es complete, v esta asociado a un conjunto maximal
consistente que notaremos T'. Por lo tanto, ||T|| = {v}. Luego, X C Ty M ¢ T por
la conexiéon de Galois. Se deduce entonces que X C K NT. Queremos ver la igualdad.
Si X = K, entonces K = K NT. En cambio si X # K, se deduce de la definicién del
conjunto de remainders que M C K. Si X # K NT, nuevamente por (C, 3) se deduce
que Cn(K NT) = K. Pero esto implicaria que M C Cn(K NT) C T, de lo que se
deduce que M C T, llegando a una contradicciéon. Luego, X = K NT. En cualquier
caso, tenemos que X = KNTy M ZT.

2 {KNT|TeM, MZT}C{X|XCK,MZCn(X)}:
Supongamos que T € M, tal que M € T y tomemos X = K NT. Entonces X C K y
Cn(X) CT. En particular, M € Cn(X), por loque X e {X | X C K, M Z Cn(X)}.

Si K 1 .M = (), entonces ningan subconjunto X de K cumple que M ¢ Cn(X). En
particular el caso X = (). Luego M C Cn((), es decir M es un conjunto de tautologias. Por lo
tanto, M C T para todo T' € M. Concluimos entonces que {KNT' |T € My, M £ T} = (.

A partir del Lema 7.4.5, concluimos entonces que:

Kl M=max({KNT|T €e Mg, M ZT})

Por altimo, K 1 .M C K se deduce de que K N'T € K pues tanto K como T son teorias.
O

Demostracion de Corolario 7.4.7. Por el Teorema 7.4.6 sabemos que:
Kl M=max({KNT|T € Mg, M ZT})

Por hipotesis tenemos que M C K, por lo que K € K L .M. Luego,si KNT C KNT'y
cumplen que K, M ¢ Ty K, M ¢ T’, por el Lema 7.4.4 resulta que entonces T' = T". Por lo

tanto, los elementos del conjunto {K NT'|T" € My, M < T en este caso son incomparables.
O

Demostracion de Teorema 7.4.8. Supongamos que K |, N # (). Por definicion,
Kl,N=max({X| X CK,XUN [ 1})
Luego, por el Lema 7.4.5, basta ver que:

1. K|, NC{KNT|T e Mg,NCT}:
Consideremos X € K |, N y seaT € M tal que X UN C T'. Notemos que siempre
existe tal T', pues || X U N|| # 0 por (P}2). Entonces existe v € | X UN| = | X || N[N,
que al ser V complete esté asociado a un elemento de M.

Luego, X € K NT por (P,1). Supongamos que X C K NT, entonces por (P3) vale
que (KNT)+ N =L. Pero (KNT)+ N CT, llegando a una contradicciéon. Por lo
tanto, X = K NT, y podemos concluir que X e {KNT|T'e M,N CT}.
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2. {KNTITeM, , NCT} C{X|XCK,XUN}E 1}
SeaT € M tal que N C T. Tal T siempre existe pues supusimos que K |, N # (), y eso
implica que N # L. Si tomamos X = KNT, entonces X C Ky XUN C T. En particular,
X + N # L, o equivalentemente, X UN F~ L. Es decir, X e {X | X C K, XUN [~ 1}.

Si K |, N = (), entonces ningtn subconjunto de K que satisfaga (P|2), incluso (). Por
lo tanto N |= L. Esto significa que N € T para todo T' € M. Concluimos entonces que
{KNT|T e Mg, NCT}=0.

A partir del Lema 7.4.5 y la situacion anterior, podemos afirmar que:

K|, N=max{KNT|T € Mg, NCT}

Si sabemos ademas que V es topological, podemos utilizar el Lema 7.4.4, excepto en
el caso en que K NT = K. Pero esta excepcién no ocurre si K + N = L, pues significa
que | K| N |IN|| = 0, es decir, K NT # K para todo N C T € M, . En tal caso, si
KNTCKNT ysecumple que K £ Ty K ZT', por el Lema 7.4.4 resulta que entonces
T =T'. Por lo tanto, los elementos del conjunto {K NT |T' € M, N C T} en este caso
son incomparables y estan en biyeccion con los de || V|| por ser V complete. O]

Demostracion de Proposicion 7.4.10.

1. Por construccion, si B ¢ C(V) entonces o satisface el comportamiento de una funcién
world-selection, como también el de las funciones V-compliant, normal y semantically
successful. En este ultimo caso, notar que si A C B, entonces A° N B¢ = B¢ ¢ C(V).
Ademas, como V es complete, sabemos que {v} € C(V), por lo que AU {v} € C(V)
pues V es topological.

Supongamos entonces que B € C'(V). En tal caso:
o(A, B) = W(T(A), (T (A), T(A) L.T(B)))

Si A Z Bentonces T(A) L. T(B)={T(A)}, luegoy(T(A), T(A) L. T(B))={T(A)}y
o(A, B) = (. Ademés, si A C B entonces () # T(A) L. T(B) # {T(A)}. Por el Corolario
7.4.7, sabemos que y(T(A),T(A) L .T(B)) se trata de una seleccion de conjuntos de la
forma 7(A) NT, con v € B pues B € C(V). Luego:

W(T(A),~(T(A), T(A) L.T(B))) € B

Esto nos confirma que ¢ es una funcién world-selection normal y semantically succesful.
Por otro lado, si K = T(A), M = T(B) y X = v(K,K L . T(B)) del Teorema 7.4.2
tenemos que:

W(K, X)=Cl({fve V|KNT, € X})N|[K[°= V3 ,,(THveVIKNT, € X}))

Por lo que W(K, X)) es un posible valor para una funcién world-selection, que al ser V
topological significa que o es V-compliant.

2. La demostracion es analoga al item anterior, utilizando el Teorema 7.4.8.

3. Veamos primero que 7 esté bien definida. Sean K € Ky X C P(K) tal que existe M,
M CLtal que X =K1 M=K 1 .M Notemos que M Z K siysolosi M' ¢ K.
Por lo que en cualquier caso, si M € K entonces o(| K|, || M]|) = (|| K||,||M']|) = 0
pues ¢ es normal. Si M C K, el Corolario 7.4.7 afirma que K | .M esta en biyeccién con
||M ||, donde un elemento de K NT, € K L .M esta asociado a v € ||M||¢y ||Tv|| = {v}.
Lo mismo sucede con K L .M'y ||M'||¢, por lo que podemos deducir que | M||¢ = || M']|°.
Por lo tanto, o(||K||, [|M]|]) = o(|| K|, ||M’]]). El mismo analisis se puede aplicar para el
caso en que existe N, N' C L tal que X = K |, N = K |, N’, utilizando en este caso
la biyeccion del Teorema 7.4.8.
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Nos queda ver ahora el caso en que existan M, N CLtalque X = K 1L .M =K |, N.
Como notamos anteriormente, M ¢ K siy s6lo si N + K # L. Por lo que si M Z K
entonces o (|| K||, [|M]]) = o(||K]|, | N||€) = @ pues o es normal. Si M C K, las biyecciones
del Corolario 7.4.7 y del Teorema 7.4.8 nos afirman que |[M| = ||N|| por lo que
a(|K||, ||M]|) = o(]|K]|, || N||¢). Concluimos entonces que o esta bien definida.

Para ver que o es una funcion de seleccion, supongamos primero que X = (). Notemos
que, si M = Cn(0), por la biyecciones del Corolario 7.4.7 se deduce que K L .M = (). Por
definicién de funcién world-selection, tenemos que o (|| K]||, ||M]]) C ||K||° N || M]|c =0
Luego, v(K,0) = {K} por definicion de R.

Si ahora X # () y no hay manera de presentarlo como un conjunto de choice remainders
u package openings, por construccion sabemos que v(K, X) = X # (). Supongamos
que hay alguna manera de representarlo, es decir, existe B € C(V) U O(V) tal que
v(K,X) = R(K,o(]| K|, B)). En tal caso, puede pasar que ||K|| € B. Esto significa
que originalmente X = {K}. Como o es normal, tenemos que o(||K||, B) = 0, por lo
que v(K,X) =R(K,0) = {K}. Si, en cambio, | K|| C B, significa que X # {K} y que
X ={KNT,|ve B¢} por las biyecciones de choice remainders o de package openings.
En cualquier caso, sabemos que o(||K||, B) # (), pues o es semantically successful, y
o(|| K|, B) es un subconjunto de B€. Luego () # (K, X) C X por definicion de R.

Calculemos entonces las igualdades finales, usando los resultados anteriores, junto con
que V es topological, complete y o V-compliant:

1K K LM = [IARE, o([[K[|, [MID) = K AT (o (K], [ M)
= [K[fu Cla (K, [M1)) = KU oKl 1M])
I K L M) = [IARCE, o(([K], [M)IF = L AT (e ([[K]] [ M]])]]
= |K[Ju Cl(a (K|, [M]]%) = K[ W (K], 1]
O
Demostracion de Corolario 7.4.15. Para las identidades, trabajaremos en mundos, utilizan-
do || - || ¥y T para movernos entre K y C'(V). Para la de Harper, tenemos que:
(K« =M)NK| = CI([K] *w [ M]) U [K])
= CUK|Ua(K],[M]))
= CU|IK| —w [ M]])
= Cl(||K — M)
= K- M|
Para la de Levi, usamos que:
(K —=M)+ M| = (K| —w|[-M]) 0 [[M]

= (Kl [ u e [[M]]9) M)
(I A M) U o (], (M)

[ o || M)

=[x M|

O

Demostracion de Lema 7.4.16. Esta claro que si Cn(M) € K o Cn(0) = Cn(M) vale que
M~ (K) # () por definicion. Supongamos entonces que Cn () C Cn(M) C K. En términos
de mundos, esto significa que | K|| C ||M]| # V. Luego, ||M||¢ # 0. Tomemos v € ||M]|°.
Como M € Ky, entonces | M| € CO(V), por lo que ||M||¢ € CO(V). Por lo tanto, tenemos
que Cl(v) C CI(|M®) = | M]Fe, pues [M]° € C(V).

Consideremos X = T(Cl(v)) N K € K. Notemos que || X]| = [|[T(Cl(v)) N K| =
Cl({v}) U||K]|. Como | K| C ||M]| y Cl(v) N ||M]| = 0 entonces Cl(v) N ||K| = 0. Luego
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|K|| € Cl({v}) U||K] = || X||. Por lo tanto, por la biyeccion entre K y C'(V) y la conexion
de Galois, concluimos que X = Cn(X) C K. Ademas, |M U X| = [[M|| N |X]| =
|IM|| N (Cl({v}) U|K]|) = || K. Entonces X € M~ (K). O

Demostracion de Proposicion 7.4.17. Por la idempotencia de Cn y el postulado (AGMx5)
resulta que:
Kxp=KxCn(u)

Por otro lado, el postulado (AGM=x1) afirma que la imagen del operador esta en K. Por
lo tanto, el operador ® buscado es * restringido a K en el codominio y combinado con la
biyeccion entre Ky y £ como algebra de Boole.

Supongamos ahora que Ky = K@Cn(u) para todo K € Ky pu € L. Como el codominio
de ® es K, entonces x satisface (PM=x1). Mientra que, si p = v, o equivalentemente
Cn(pu) = Cn(v), se tiene que K x = K * v. O

Demostracion de Proposicion 7.4.18. Dado e : K x K — K, definimos e, : P(V) x P(V) —
P(V) a partir de e de la siguiente forma:

Aey B=|T(A)eT(B)

El operador esta bien definido por la biyeccion entre K y P(V): cualquier conjunto de V
estd univocamente representado por un elemento de K via 7. Luego, por la construcciéon
de o, v la biyeccion entre K y P(V) tenemos que o esta basado en e,,. O
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Capitulo 8

Conclusiones y Trabajo Futuro

El progreso se nos debe a los
insatisfechos.

Insaciable, Cuarteto de Nos
(2012)

En el capitulo final, analizaremos lo desarrollado en este trabajo, si se lograron cumplir
los objetivos planteados y qué cuestiones quedaron pendientes. También remarcaremos
c6Hmo se fueron desarrollando los cuestionamientos presentados al final de la Seccion 2.1.

8.1 Conclusiones

En esta tesis se plante6 y desarrollé un enfoque homogéneo para una diversidad de modelos
y operadores de cambio conocidos en la literatura. Este enfoque, planteado como marco
conceptual dentro de la teoria AGM, define operadores de cambio de creencias sobre un
conjunto de indices Z, cuyos elementos llamamos mundos. Estos mundos no estan vinculados
a una légica subyacente, por lo que desarrollamos una teoria de cambio de creencias ajena
a interpretaciones semanticas.

Bajo este marco conceptual general, propusimos una nueva familia de operadores, los
operadores world versatile. Esta familia logra capturar simultaneamente, en el contexto
de mundos, las familias de operadores AGM, de operadores update y erase, de operadores
shielded contraction y de varios operadores revision no priorizados. De esta forma, logramos
que estas familias ahora puedan vincularse en un tnico arbol de familias de operadores,
cumpliendo as{ uno de nuestros objetivos.

Presentamos varios conceptos claves para desarrollar la familia de operadores world ver-
satile. El primero es el de funciones world-selection, caracterizadas como o(A, B) C A°N B¢
para todo A, B C Z. A nivel constructivo de operadores, estas funciones quedaron fuerte-
mente vinculadas a los postulados revision inclusion y recovery/shared success. Ademaés,
se pudo capturar en términos de propiedades los demas postulados clésicos, permitiendo
un nueva perspectiva a los Cuestionamientos 6 y 7. Paralelamente, presentamos modelos
para los conceptos de credibilidad y cuestionabilidad, interpretados como actitudes epis-
témicas representadas en forma de relaciones entre conjuntos. Estos conceptos también
fueron capturados por las funciones world-selection, agregando a la nueva perspectiva el
Cuestionamiento 4. Asi fue como vimos que un operador versatile se define a partir de dos
funciones world-selection, una funcién ¢ asociada a la credibilidad y otra funcién p asociada
a la cuestionabilidad. Utilizando a su vez que una funcién world-selection caracteriza un
operador revision y contraction, vimos que es posible construir operadores versatile a partir
de o bien un par de operadores revision o un par de operadores contraction. La combinacién
de estos conceptos nos permitié dar luz al comportamiento de las Identidades de Levi
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y Harper, viendo que los operadores revision y contraction asociados a los operadores
versatile se deducen de las construcciones de Levi y Harper. Es decir, vimos que estas
construcciones pueden interpretarse como proyecciones de los operadores versatile en sus
operadores revision y contraction asociados. Se respondi6 entonces al Cuestionamiento 8,
dando un operador que estd mas all4 de la dualidad Levi-Harper.

Finalmente, mostramos cémo asignarle una légica tarskiana y un valor seméantico a los
mundos del conjunto de indices Z: alcanza con asociarlos al conjunto de valuaciones que
caracterizan a este tipo de logicas. Concretamente, probamos que una condiciéon suficiente
para reconstruir los marcos conceptuales de AGM, Katsuno y Mendelzon y de cambio
miltiple para teorias serfa trabajar con légicas con un conector disyuntivo clasico y que
tenga teorias maximales consistentes. De esta forma se pudo capturar parcialmente la
dimension temporal a la que se refiere el Cuestionamiento 3, como a la vez resolver el
Cuestionamiento 2, considerando al conjunto de creencias como un pardametro més, capaz
de incluso ser inconsistente.

8.2 Trabajo Futuro

En esta tesis desarrollamos una presentacion general que sintetiza la diversidad de modelos
y marcos conceptuales de la teoria de cambio de creencias, cubriendo desde los operadores
clasicos AGM y los operadores erase y update, pasando por los operadores de cambio no
priorizados y por los operadores miltiples sobre teorias, no sélo para logicas CPL sino
incluso para logicas no clasicas. Pero en la teoria de cambio de creencias existen méas modelos,
enfocados por ejemplo en usar bases en vez de teorfas, con multiples entradas de conjuntos
de creencias o bien con operadores que combinan entradas epistémicas miltiples e iteradas.
Y ademéas de todo esto, se busca que todas estas variantes puedan ser implementadas de
forma algoritmica. A partir de las bases dadas en este trabajo, se abren varias posibles
lineas de investigacion. Algunas de ellas se enlistan aqui:

Operadores Versatile con una funcién de transformaciéon: entre los operadores de
cambio no priorizados que no cubrimos se encuentra selective revision, que aplica una
funcién que reinterpreta la observaciéon recibida antes ser utilizada en un operador
revision. En un trabajo futuro se presentaria a la familia de operadores selective
revision en el marco conceptual de mundos para luego ser comparado con la familia
de operadores versatile. Es posible ver que los tinicos operadores simultaneamente
moderated revision y selective revision son los operadores revision.

Operadores Versatile Dependientes de la Sintaxis: Trabajar con el marco concep-
tual de mundos nos llevé inevitablemente a adoptar los postulados closure y extensio-
nality, no pudiendo abordar los Cuestionamientos 1 y 5. Esto se debe principalmente
a que, para poder utilizar la funcién world-selection debemos trabajar con el con-
junto de mundos posibles tanto del conjunto de creencias como del conjunto de
observaciones. El objetivo seria entonces definir una funcién world-selection cuyos
parametros sean los conjuntos de creencias y de observaciones, sin tener que pasar
por la funcién || - ||. Esta nueva funcion, ahora sensible a la sintaxis de los conjuntos,
preservaria la caracteristica de las funciones world-selection, eligiendo mundos (vistos
como teorias maximales consistentes) que no sean ni del conjunto de creencias y ni
del de observaciones.

Operadores Versatile que distinga entornos estaticos y dinamicos: Distinguir si
una nueva observaciéon es utilizada para corregir o actualizar el conjunto de creencias
deberia tener un comportamiento similar al de credibilidad o cuestionabilidad. Esta
dualidad también puede presentarse como una relacién e interpretarse como una acti-
tud epistémica. El problema radica entonces en coémo representar el comportamiento
local que toman los operadores segin cada caso.

146



Conclusiones y Trabajo Futuro Trabajo Futuro

Operadores Versatile Iterativos: Todos los operadores que pudimos capturar estan
pensados para aplicarse para un conjunto de creencias y una observacion (o muchas
observaciones). Pero toda esa informacion extralogica que se utiliz6 para construir
el nuevo conjunto de creencias no puede recuperarse. Esto también sucede con
los operadores versatile. Los operadores iterativos se centran en cémo preservar
esta informacién. Los operadores més conocidos utilizan la versiéon de predérdenes
totales de los operadores AGM, presentando céomo se modifican estos preérdenes
al incorporar la nueva informacién. Otros incluyen un parametro de credibilidad
que puede modificarse para observaciones consideradas no creibles. Los operadores
versatile tienen una estructura compleja para poder realizar los estudios que se hacen
para revision, por lo que primero deberfa buscarse un nuevo enfoque que sea capaz
de lidiar con esta estructura.

Implementacion algoritmica de Operadores Versatile: Algo que quedd demostrado
en este trabajo es la centralidad de las funciones world-selection para los operadores
versatile: en ellas se resume todo el comportamiento extralégico de une agente,
incluyendo credibilidad y cuestionabilidad. Para una implementaciéon algoritmica,
es necesaria una codificacién en términos de mundos posibles tanto del conjunto
de creencias como de las observaciones. Pero también es necesario entender qué
informacion extraldgica codifican las funciones world-selection.

Extension de Operadores Versatile a mas légicas no clasicas: En términos gene-
rales, podemos decir que se logré identificar sobre qué tipo de légicas tarskianas
es posible materializar el marco conceptual de mundos. La extensién a logicas no
tarskianas puede verse de diferentes formas. Por un lado, es sabida la conexién entre
logicas no-monotodnicas y operadores revision, donde gracias a que ain se preserva la
idempotencia de C'n es posible seguir hablando de teorias. En cambio, si lo que se
busca debilitar es la idempotencia, ya no es posible definir a las funciones || - || y T
tal y como se hizo en este trabajo, por lo que una posibilidad deba ser trabajar con
bases de creencias.

Por otro lado, el desarrollo de esta tesis da lugar a profundizar aiin mas sobre algunos
cuestionamientos. Por ejemplo, se revalorizé el rol del postulado recovery, interpretado
como el postulado shared success desde la perspectiva de los operadores versatile; se dio una
nueva interpretacion de las identidades de Levi y Harper; se trabaj6é de forma implicita el
concepto de estado epistémico, considerando al conjunto de creencias como un parametro y
en la misma categoria operativa que la observacion, analizando incluso el caso inconsistente
y dando otra mirada al problema de la negaciéon de teorias; identificamos como actitudes
epistémicas a la credibilidad y cuestionabilidad, presentadas como relaciones, distinguiéndose
de las actitudes clésicas; y por ultimo, se traz6 un vinculo entre operadores de cambio de
creencias y topologias, abriendo el abanico de herramientas matemaéticas.

Se realizaron diferentes publicaciones como parte de la elaboracion de este trabajo.
En [14] se definen los operadores local promotion, en [29| se propusieron operadores
shielded contraction en el contexto de ensconcement, y en [15] se present6d a la familia
de operadores moderated revision. El anéalisis de operadores shielded contraction en el
contexto de ensconcement permitié profundizar en el objeto de estudio del Capitulo 4.
Por otro lado, los operadores local promotion y los operadores moderated revision son dos
variantes particulares de operadores versatile, presentadas bajo el framework de Katsuno y
Mendelzon. En ambos, es posible ver la estructura y la diversidad de propiedades tipica
de los operadores versatile que aparece en el Capitulo 6. Por ultimo, estéd actualmente
en revision 16|, donde se presenta el marco general del Capitulo 3 y los resultados mas
relevantes del Capitulo 7.
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